
Analízis II. 1. CSÖRGŐ 9. HÉT

1. Csörgő 9. hét

1.1. feladat
f(x, y) = sin

(
x2 + y2

)
Legyen x = r cos θ, y = r sin θ, ekkor D(r, θ) = r. Az integrál

¨
R

sin
(
x2 + y2

)
d(x, y) =

ˆ 1

0

ˆ π
2

0

r sin r2 dθ dr =
1

2
π sin2 1

2

1.2. feladat
f(x, y) = x2 + y2

Legyen x = r cos θ, y = r sin θ, ekkor D(r, θ) = r. Az integrál

¨
R

(
x2 + y2

)
d(x, y) =

ˆ 2π

0

ˆ 2θ

θ

r3 dr dθ = 24π5

1.3. feladat
f(x, y) = x2 + y2

Legyen x = r cos θ, y = r sin θ, ekkor D(r, θ) = r.

(0,0) középpontú kör
¨
R

(
x2 + y2

)
d(x, y) =

ˆ 2

0

ˆ 2π

0

r3 dθ dr = 8π

(2,0) középpontú kör
ˆ
R

(
(x+ 2)2 + y2

)
d(x, y) =

ˆ 2

0

ˆ 2π

0

(
r3 + 4r2 cos θ + 4r

)
dθ dr = 24π

(0,2) középpontú kör
ˆ
R

(
x2 + (y + 2)2

)
d(x, y) =

ˆ 2

0

ˆ 2π

0

(
r3 + 4r2 sin θ + 4r

)
dθ dr = 24π

1.4. feladat
A terület kiszámításához bontsuk a tartományt két normáltartományra. Legyen

R =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣y ∈
[
0,

√
3

2

]
, x ∈

[
1√
3
y,
√

3y

]}
∪

∪

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣∣x ∈
[

1

2
,

3

2

]
, y ∈

[√
3

2
,
√

1− (x− 1)2

]}
.

Ekkor a tartomány területe

¨
R

dR =

ˆ √
3

2

0

ˆ √3y

1√
3
y

dx dy +

ˆ 3
2

1
2

ˆ √1−(x−1)2

√
3

2

dy dx =
π

6
.
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Analízis II. 1. CSÖRGŐ 9. HÉT

1.5. feladat
A feladat az ¨

x2+y2=1

(
4− y2

)
d(x, y)

kettős integrál kiszámítása.

¨
x2+y2=1

(
4− y2

)
d(x, y) =

ˆ 1

−1

ˆ √1−x2

−
√

1−x2

(
4− y2

)
dy dx =

15

4
π

1.6. feladat
1.6.1. a)

f(x, y, z) = 2x− 4y + 6z − 3 R = [0, 2]× [0, 1]× [0, 3]
˚

R

f(x, y, z) d(x, y, z) =

ˆ 2

0

ˆ 1

0

ˆ 3

0

(2x− 4y + 6z − 3) dz dy dx = 36

1.6.2. b)

f(x, y, z) = x− 2y + 4z R =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1− x], z ∈ [0, 1− x− y]

}
˚

R

f(x, y, z) d(x, y, z) =

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0

ˆ 1−x−y

0

(x− 2y + 4z) dz dy dx =
1

8

1.6.3. c)

f(x, y, z) = x2 + 2y + z2 R =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣x, y ∈ [0, 2], z ∈ [0, 2− x]

}
˚

R

f(x, y, z) d(x, y, z) =

ˆ 2

0

ˆ 2

0

ˆ 2−x

0

(
x2 + 2y + z2

)
dz dy dx =

40

3

1.6.4. d)

f(x, y, z) = ex+y+z R =
{

(x, y, z) =∈ R3
∣∣∣x ∈ [0, 1], y ∈ [0, x], z ∈ [0, x+ y]

}
˚

R

f(x, y, z) d(x, y, z) =

ˆ 1

0

ˆ x

0

ˆ x+y

0

ex+y+z dz dy dx =
1

8
(e− 1)3(e+ 3)

1.7. feladat
f(x, y, z) = x2 + y2 R =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣x2 + y2 ∈ [0, 4], z ∈ [0, 8]
}

Áttérve hengerkoordinátákra

R′ =
{

(r, θ, z) ∈ R3
∣∣∣r ∈ [0, 2], θ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 8]

}
.

Ekkor az integrál
˚

R′

(
r2 cos2 θ + r2 sin2 θ

)
r d(r, θ, z) =

ˆ 2

0

ˆ 2π

0

ˆ 8

0

r3 dz dθ dr =

ˆ 2

0

r3 dr

ˆ 2π

0

dθ

ˆ 8

0

dz = 64π.
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Analízis II. 1. CSÖRGŐ 9. HÉT

1.8. feladat
f(x, y, z) = x2 + y2 R =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣z ∈ [0,M ], x2 + y2 ∈ [0,M(1− z)]
}

Áttérve hengerkoordinátákra

R′ =
{

(r, θ, z) ∈ R3
∣∣∣θ ∈ [0, 2π], z ∈ [0,M ], r ∈

[
0,
√
M(1− z)

]}
.

Ekkor az integrál

¨
R′

(
r2 cos2 θ + r2 sin2 θ

)
r d(r, θ, z) =

ˆ 2π

0

ˆ M

0

ˆ √M(1−z)

0

r3 dr dz dθ =

=
1

2
π

ˆ M

0

r4

∣∣∣∣∣
√
M(1−z)

0

dz =
1

2
M2π

(
z2 − 2z + 1

)∣∣∣∣∣
M

0

=
1

6
M5π − 1

2
M4π +

1

2
M3π.

1.9. feladat
f(x, y, z) = x2yz R =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣x, y, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ∈ [0, 1]
}

Áttérve gömbi polárkoordinátákra

R′ =

{
(r, θ, ϕ) ∈ R3

∣∣∣∣∣r ∈ [0, 1], θ, ϕ ∈
[
0,
π

2

]}
.

Ekkor az integrál ˚
R′
r2 cos2 θ sin2 ϕr sin θ sinϕr cosϕr2 sinϕd(r, θ, ϕ) =

=

ˆ 1

0

ˆ π
2

0

ˆ π
2

0

r6 cos2 θ sin θ sin4 ϕ cosϕdϕdθ dr =

ˆ 1

0

r6 dr

ˆ π
2

0

cos2 θ sin θ dθ

ˆ π
2

0

sin4 ϕ cosϕdϕ =

=
1

105
.

1.10. feladat
Az R sugarú 2α nyíásszögű gömbcikk térfogata

ˆ R

0

ˆ α

−α

ˆ π

0

r2 sinϕdϕdθ dr =
4

3
R3α.

1.11. feladat¨
x2+y2=27−2x2−2y2

(
27− 2x2 − 2y2 − x2 − y2

)
d(x, y) =

¨
x2+y2=9

(
27− 3x2 − 3y2

)
d(x, y) =

=

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

(
27r − 3r3

)
dθ dr =

243

2
π

1.12. feladat
%(x, y) = R− y

A tömegközéppont koordinátái

M

(˜
T
x%(x, y) d(x, y)˜
T
%(x, y) d(x, y)

,

˜
T
y%(x, y) d(x, y)˜

T
%(x, y) d(x, y)

)
.
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Analízis II. 1. CSÖRGŐ 9. HÉT

1.12.1. a)

T =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣x2 + y2 ∈

[
0, R2

]}
¨
T

%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

(R− r sin θ)r dθ dr =

ˆ R

0

Rrθ + r2 cos θ

∣∣∣∣∣
2π

0

dr =

=

ˆ R

0

2Rrπ dr = Rr2π

∣∣∣∣∣
R

0

= R3π

¨
T

x%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

r cos θ(R− r sin θ)r dθ dr =

=

ˆ R

0

ˆ 2π

0

(
Rr2 cos θ − r3 sin θ cos θ

)
dθ dr = 0

¨
T

y%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

r sin θ(R− r sin θ)r dθ dr =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

(
Rr2 sin θ − r3 sin2 θ

)
dθ dr =

= −1

4
R4π

Ebből a tömegközéppont

M

(
0,−1

4
R

)
.

1.12.2. b)

T =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣y ∈ [0, R], x2 + y2 ∈

[
0, R2

]}
¨
T

%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

(R− r sin θ)r dθ dr =

ˆ R

0

Rrθ + r2 cos θ

∣∣∣∣∣
π

0

dr =

=

ˆ R

0

Rrπ dr =
1

2
Rr2π

∣∣∣∣∣
R

0

=
1

2
R3π

¨
T

x%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

r cos θ(R− r sin θ)r dθ dr =

=

ˆ R

0

ˆ π

0

(
Rr2 cos θ − r3 sin θ cos θ

)
dθ dr = 0

¨
T

y%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

r sin θ(R− r sin θ)r dθ dr =

ˆ R

0

ˆ π

0

(
Rr2 sin θ − r3 sin2 θ

)
dθ dr =

= −1

8
R4π

Ebből a tömegközéppont

M

(
0,−1

8
R

)
.
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Analízis II. 1. CSÖRGŐ 9. HÉT

1.12.3. c)

Γ =
{
γ(t) =

(
cos t, sin t

)∣∣∣t ∈ [0, π]
}

ˆ
Γ

%(x, y) d(x, y) =

ˆ π

0

%(R cos t, R sin t)
√
R2 sin2 t+R2 cos2 tdt =

ˆ π

0

(R−R sin t)R dt = (π − 2)R2

ˆ
Γ

x%(x, y) d(x, y) =

ˆ π

0

R cos t(R−R sin t)R dt = 0

ˆ
Γ

y%(x, y) d(x, y) =

ˆ π

0

R sin t(R−R sin t)R dt =

ˆ π

0

R3 sin t−R3 sin2 t =

(
2− π

2

)
R3

Ebből a tömegközéppont

M

(
0,

4− π
2π − 4

R

)
.

1.13. feladat
T =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣x2 + y2 ∈
[
0, R2

]
, y ∈ [0, R]

}
A tömegközéppont koordinátái

M

(˜
T
x%(x, y) d(x, y)˜
T
%(x, y) d(x, y)

,

˜
T
y%(x, y) d(x, y)˜

T
%(x, y) d(x, y)

)
.

1.13.1. a)

%(x, y) = k
¨
T

%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr dθ dr =
1

2
kR2π

¨
T

x%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr2 cos θ dθ dr = 0

¨
T

y%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr2 sin θ dθ dr =
2

3
kR3

Ebből a tömegközéppont

M

(
0,

4

3π
R

)
.

1.13.2. b)

%(x, y) = k
√
x2 + y2

¨
T

%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr2 dθ dr =
1

3
kR3π

¨
T

x%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr3 cos θ dθ dr = 0

¨
T

y%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr3 sin θ dθ dr =
1

2
kR4

Ebből a tömegközéppont

M

(
0,

3

2π
R

)
.
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1.13.3. c)

%(x, y) = k|y|
¨
T

%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr2 sin θ dθ dr =
2

3
kR3

¨
T

x%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr3 sin θ cos θ dθ dr = 0

¨
T

y%(x, y) d(x, y) =

ˆ R

0

ˆ π

0

kr3 sin2 θ dθ dr =
1

8
kR4π

Ebből a tömegközéppont

M

(
0,

3

16π
R

)
.

1.14. feladat

%(r, θ) = k T =

{
(r, θ) ∈ R2

∣∣∣∣∣θ ∈
[

1

6
π,

1

3
π

]
, r ∈ [0, 2 cos θ]

}
¨
T

%(r, θ)rd(r, θ) =

ˆ 1
3π

1
6π

ˆ 2 cos θ

0

kr dr dθ =
1

6
kπ

¨
T

r cos θ%(r, θ)rd(r, θ) =

ˆ 1
3π

1
6π

ˆ 2 cos θ

0

kr2 cos θ dr dθ =
2π −

√
3

12
k

¨
T

r sin θ%(r, θ)rd(r, θ) =

ˆ 1
3π

1
6π

ˆ 2 cos θ

0

kr2 sin θ dr dθ =
1

3
k

Ebből a tömegközéppont

M

(
2π −

√
3

2π
,

2

π

)
.

1.15. feladat
T =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣x ∈ [0,√1− y2 − z2
]
, y ∈

[
0,
√

1− z2
]
, z ∈ [0, 1]

}
%(x, y, z) = xyz

A nyolcadgömb tömegét az ˚
T

%(x, y, z) d(x, y, z)

integrállal kaphatjuk meg.
˚

T

%(x, y, z) d(x, y, z) =

˚
T

xyz d(x, y, z) =

ˆ 1

0

ˆ π
2

0

ˆ π
2

0

r5 sin3 ϕ cosϕ sin θ cos θ dϕdθ dr =

=
1

48
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1.16. feladat

%(r, θ, ϕ) = kr| cosϕ| T =

{
(r, θ, ϕ) ∈ R3

∣∣∣∣∣r ∈ [0, 3], θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈
[
0,
π

2

]
Bigg}

˚
T

%(r, θ, ϕ)r2 sinϕd(r, θ, ϕ) =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ π
2

0

kr3 sinϕ cosϕdϕdθ dr =
81

4
kπ

˚
T

r sinϕ cos θ%(r, θ, ϕ)r2 sinϕd(r, θ, ϕ) =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ π
2

0

kr4 sin2 ϕ cosϕ cos θ dϕdθ dr = 0

˚
T

r sinϕ sin θ%(r, θ, ϕ)r2 sinϕd(r, θ, ϕ) =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ π
2

0

kr4 sin2 ϕ cosϕ sin θ dϕdθ dr = 0

˚
T

r cosϕ%(r, θ, ϕ)r2 sinϕd(r, θ, ϕ) =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ π
2

0

kr4 sinϕ cos2 ϕdϕdθ dr =
162

5
kπ

Ebből a tömegközéppont

M

(
0, 0,

8

5

)
.

1.17. feladat
F (x, y) = (y, x) Γ =

{
(−1, 1)→ (2, 3)

}
Vegyük észre, hogy a vektormező potenciálos, potenciálja f(x, y) = xy így

ˆ
Γ

F (r) dr = 7.

1.18. feladat
F (x, y) =

(
x2 − 2xy, y2 − 2xy) Γ =

{
γ(t) =

(
t, t2

)∣∣∣t ∈ [0, 1]
}

ˆ
Γ

F (r) dr =

ˆ 1

0

〈(
t2 − 2t3, t4 − 2t3

)
,
(
1, 2t

)〉
dt = − 7

30

1.19. feladat
F (x, y) =

(
x2 + y2, x2 − y2

)
Γ =

{
γ(t) = (t, 1− |1− t|)

∣∣∣t ∈ [0, 2]
}

ˆ
Γ

F (r)r =

ˆ 1

0

〈(
2t2, 0

)
,
(
1, 1
)〉

dt+

ˆ 2

1

〈(
t2 + (2− t)2, t2 − (2− t)2

)
,
(
1,−1

)〉
dt =

=
4

3

1.20. feladat

F (x, y) =

(
x+ y

x2 + y2
,
x− y
x2 + y2

)
Γ =

{
γ(t) = (R cos t, R sin t)

∣∣∣t ∈ [0, 2π]
}

ˆ
Γ

F (r) dr =

ˆ 2π

0

〈(
1

R
cos t+

1

R
sin t,

1

R
cos t− 1

R
sin t

)
,

(
R sin t, R cos t

)〉
dt =

=

ˆ 2π

0

(
cos2 t− sin2 t− 2 sin t cos t

)
dt = 0
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1.21. feladat
F (x, y) =

(
x2y − xy

)
Γ =

{
γ(t) =

(
t3, t4

)∣∣∣t ∈ [0, 1]
}

ˆ
Γ

F (r) dr =

ˆ 1

0

〈(
t10,−t7

)
,
(
3t2, 4t3

)〉
dt = − 19

143

1.22. feladat
F (x, y, z) =

(
y + z,−x2,−4y2

)
Γ =

{
γ(t) =

(
t, t2, t4

)∣∣∣t ∈ [0, 1]
}

ˆ
Γ

F (r) dr =

ˆ 1

0

〈(
t2 + t4,−t2,−4t8

)
,
(
1, 2t, 4t3

)〉
dt = −13

10

1.23. feladat

F (x, y, z) =
(
x2, xy, z2

)
Γ =

{
γ(t) =

(
sin t, cos t, t2

)∣∣∣∣∣t ∈
[
0,
π

2

]}
ˆ

Γ

F (r) dr =

ˆ π
2

0

〈(
sin2 t, sin t cos t, t4

)
,
(

cos t,− sin t, 2t
)〉

dt =
π6

192

1.24. feladat

F (x, y, z) = (x, y,−z) Γ =

{
γ(t) =

(
t2, t

1

t

)∣∣∣∣∣t ∈ [1, 2]

}
Vegyük észre, hogy F potenciálos, potenciálja f(x, y, z) = 1

2x
2 + 1

2y
2 − 1

2z
2. Ekkor

ˆ
Γ

F (r) dr = f

(
4, 2,

1

2

)
− f(1, 1, 1) =

75

8
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