Analizis II. 1. CSORGO 7. HET

1. Csorgd 7. hét

1.1. feladat

Fz,y)=a¥ -y =0 (2,4)

Mivel a fiiggvény differenciadlhato, és a (2,4) pontban %—5 # 0, igy az implicit fliggvény tétel miatt létezik egy

y = f(x) implicit fiiggvény. Ekkor

OF x —
Plo)——ox _yy—y T 222
%—5 2¥lng — xye! o 2In2 -1

1.2. feladat
F(z,y) =2 +y® —3azy =0  a,20,y0 >0
A fiiggvény differencialhatd. Ahhoz, hogy létezzen egy y = f(x) implicit figgvény, kell, hogy

F
5’—23342—3aac;«fé0
dy

legyen, azaz y? — ax # 0. Ekkor létezik az implicit fiiggvény, és

ay — 22 ayo — 3
= .
Yo — aZo

fi(x) =

y?2 — ax

(z0,Y0)

1.3. feladat

F(z,y) =xsiny — cosy + cos2y =0 (1,g>

Mivel a fliggvény differencialhatoé, és az (1, g) pontban %—Z # 0, igy az implicit fliggvény tétel miatt létezik egy
y = f(x) implicit fliggvény. Ekkor

, siny
= =—1.
f(z) —xcosy — siny + 2sin (2y) (L3
1.%)
1.4. feladat
F(z,y) = 2ye” — xe¥ (0,0)
Mivel a fiiggvény differencialhato, és a (0,0) pontban %—I; # 0, igy az implicit fiiggvény tétel miatt létezik egy
y = f(x) implicit fuggvény. Ekkor
rooy €Y —2ye” _1
)= 2e* — xeY B
(0,0)
1.5. feladat
22+ 2y —y? — 1
F(z,y) = (1,2)

I’Q + y2
Mivel a fiiggvény differencialhato, és az (1,2) pontban %—5 £ 0, igy az implicit fliggvény tétel miatt létezik egy
y = f(x) implicit fuggvény. Ekkor

—22y 4+ 22y% + x + 18

=3.
_ 3 2 2 _
3+ 22%y + 2y —y 1.2)

f'(x) =
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Analizis II. 1. CSORGO 7. HET

1.6. feladat
In (m3y2)

F(z,y) = ”

=0 (1,1)
Mivel a fliggvény differencialhato, és az (1,1) pontban %—5 £ 0, igy az implicit fliggvény tétel miatt létezik egy
y = f(x) implicit fuggvény. Ekkor

In (%y)—3

n(:z;ny) _yln (Jc3y2) — 3y 3

!/ —
f'(@) = EhGRY 20— ol (a¥y?)

(1,1)

1.7. feladat
_Z Yy _
F(x,y) = yarctgx =0 (1,1)

Mivel a fiiggvény differencialhato, és az (1,1) pontban %—5 # 0, igy az implicit fiiggvény tétel miatt 1étezik egy
y = f(x) impicit fiiggvény. Ekkor

_z 1 Y
flo) = TR vty @
_ = _ _1
ik I

1.8. feladat
fley) =2y ol@y)=2z+y—-1=0
Els6 megoldas
A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen
F(z,y,A) = f(z,y) — Xp(z,y) = zy — Az — Ay + A
Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.
OF

— =y—A=0
oz 7
OF
—=z—-A=0
dy o

OF

— = —x— 1=0

B rT—y+

Az egyenletrendszer megoldasa x =y = A = % Ko6nnyen lathato, hogy ekkor maximumot kapunk, a szdmtani

és mértani kozép kozti egyenldtlenséggel igazolhato. A fiiggvényérték f (%, %) = i.

Masodik megoldas

A feltételbsl y = 1 — x. Ekkor
f(w,y) =a(l—a) = —a® +a.

Tudjuk, hogy egy masodfoku kifejezésnek szélsGértéke van a két gyok szamtani kozepénél, tehat x = y =

[l ol

szélséérték. Tovabba a masodfoku tag elGjele negativ, igy a szélsGérték maximum. A fiiggvényérték f (%, %)
1

I
1.9. feladat

fley)=2+y> oy =x+y—8=0
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Analizis II. 1. CSORGO 7. HET

Els6 megoldas
A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen
F(z,y,\) = f(z,y) — Mo(z,9) = 22 + 9> — Az — Ay + 8.
Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.
oF

& o —a=0
or v
OF
T oy A=0
dy 4

oF

Az egyenletrendszer megoldésa * = y = 4 és A = 8. Konnyen lathatd, hogy ekkor minimumot kapunk, a
szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenséggel igazolhato. A fliggvényérték f(4,4) = 32.
Masodik megoldas
A feltételbsl y = 8 — x. Ekkor

f(z,y) = 2%+ (8 — 2)* = 22 — 16z + 64.
Tudjuk, hogy egy masodfoku kifejezésnek szélsGértéke van a két gyok szamtani kozepénél, tehat x = y = 4
szélséérték. Tovabba a masodfoka tag elGjele pozitiv, igy a szélsGérték minimum. A fiiggvényérték f(4,4) = 32.
1.10. feladat

Y _1=0

X
f(xay):$2+y2 Qp(xay):5+g

Els6 megoldas

A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen
Fle,y,3) = f(e,y) = Aple,y) =22 +97 = A= = A+

Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

oF A
—=2x——=0
oz v a
oF A
— =2y—==0
dy L

OF x Yy

el A AN

oA a4 b

Ebbdl azt kapjuk, hogy =z = %, y = % és \ = 5;’322. Lathato, hogy ez a szélsGérték minimum. A

ab? a’b )_ a’b?

fliggvényérték f(a2+b27 =) = ae

Masodik megoldas
A feltételbsl y = b — La. Ekkor

b \2 b2 b2
f(x,y):m2+(b—x> =(2+1)x—2x+b2.
a a a

ab?
a? +b2 I

Yy = a;’—ibe széls6érték. Tovabbéa a masodfoku tag elGjele pozitiv, igy a szélsGérték minimum. A fliggvényérték

f ab? a’b _ a3
a2+b27 a2+b2 - a2+b2 .

Tudjuk, hogy egy masodfoku kifejezésnek szélsGértéke van a két gyok szamtani kozepénél, tehat x =
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Analizis II. 1. CSORGO 7. HET

1.11. feladat
fley)=2"+y>  ox,y)=2y—3=0

Els6 megoldas
A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen

F(x,y,A\) = f(2,y) — Mp(z,y) = 22 + 4% — Ay + 3\
Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

OF
7:2 — =
o r—Ay=0
oF
— =2y —x =
ay Y z=0
OF

Ebbél x = y = 0, vagy A = £2. Nyilvan © = y = 0 nem lehet a harmadik egyenlet miatt, igy A = £2, amibégl
azt kapjuk, hogy = = y = ++/3. Konnyen lathato, hogy ekkor minimumot kapunk, a mértani és négyzetes kozép
kozti egyenlStlenséggel igazolhato. A fiiggvényértek f(++v/3,4+v/3) = 6.
Masodik megoldas
A feltételbsl y = % Ekkor
9
f(x7y) = xQ + ﬁ

Derivalas utan lathato, hogy az egyenletnek minimuma van az = y = ++/3 pontokban. A fiiggvényérték

f(EV3,£V3) = 6.
1.12. feladat
fz,y, 2) =222 + 29% + 222 4 2y oz, y,2) =2+ +22—-1=0
A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen
F(x,y,2,)\) = f(z,y,2) — \p(x,y, 2) = 22% + 2y + 222 4+ 22y — Ma® — \y? — X2 + A\
Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

F
8—:41:—2)\33—1—23;:0
oz

F
a—:4y72)\y+2x:0
Ay

oF
F
O w10

Az egyenletbdl z = 0, vagy A = 2. Azonnal latjuk, hogy A = 2 mellett a feltétel nem teljesiilhet, igy z = 0.
Ekkor a feladat visszavezethetd kétvaltozos fliggvényekre. Legyen ugyanis

flay) =22 +2y° + 22y p(z,y) =2>+y* —1=0.

Ekkor ennek a fliggvénynek a szélsGértéke a megadott feltétel mellett megyezik az eredeti fiiggvény szélsGérté-
kével. A ¢ feltétel mellett
flz,y) =2+ 2axy.

Ekkor a mértani és négyzetes kozép kozti egyenlGtlenség miatt
2ay < +y? =1

igy f(x,y) < 3. Maximuma nyilvan akkor lesz, ha z =y = :I:%.
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1.13. feladat
fley,z)=2a+y*+2° olr,y,z2)=2"—-2y—4=0

A feltételbol 22 = x2y + 4. Ekkor
fla,y) =a® +y* + 2%y +4

szélsGértéke megegyezik az eredeti fliggvény szélsGértékével. Lokalis szélsGértékhez V f = 0 kell.

g—i:?m—kzry:()
of 9
7:2 =
2y y+x 0

Ebbsl y = —1 és ¢ = +/2, vagy © = y = 0. Lathatjuk, hogy y = —1 esetén a Hesse matrix determinansa
negativ lesz, igy * = y = 0. Ekkor a Hesse méatrix

_(2+2y 2z
H_<2m 2>_@oo@.

Mivel det H > 0 és % > 0, igy (0,0) lokalis minimum. A minimumeérték f(0,0) = 4.

1.14. feladat

f(l‘,y)zx go(ﬂc,y):x3_y2:0

Azonnal lathatjuk, hogy a fiiggvénynek nincs maximuma. Mivel a feltételben 2 > 0 kell, nyilvaAn minimum
akkor lesz, ha x = 0, ekkor f(0,y) = 0.
1.15. feladat

fay) =ty  olzy)=2>-y* =0

Azonnal lathatjuk, hogy a fliggvénynek nincs szélsGértéke.

1.16. feladat

fley)=y @@y =2">—y" =0

Azonnal lathatjuk, hogy a fliggvénynek nincs szélsGértéke.

1.17. feladat
flz,y) =2? olx,y)=y—22=0

Azonnal lathatjuk, hogy a fliggvénynek nincs szélsGértéke.

1.18. feladat
flz,y)=sin(z+y) o,y =2>+y>—-1=0

Tudjuk, hogy a vizsgalt fliggvény korlatos, igy elég megmutatni azokat az értékeket, melyekre a fiiggvény felveszi
a szélséértékeit. Ekkor x =y = % esetén maximum van, hiszen f(%, %) =1, tovabba x =y = f% esetén

minimum van, hiszen f( — %, 7%) - _1.
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1.19. feladat

Legyen a téglalap két oldala a,b. Ekkor K = 2a + 2b, amibdl b = % Forgassuk meg a téglalapot a b oldala
koriil! Ekkor nyilvan

V(a) = gaQ(K — 2a).

Derivaljunk!

V'(a) = ma(K — 3a) =0
K

o

Ekkor a # 0 miatt a = %, illetve ebbdl b =

K s

1.20. feladat

Mivel V" (%) < 0, igy a széls6érték maximum. A fliggvényérték

Kossiik 0ssze az (a,b, ¢) pontot a gomb kozéppontjaval! Ez az egyenes két pontban metszi a gdmbot. Ekkor a
kozelebbi metszéspont a legkdzelebbi pont lesz a feliileten, a tavolabbi pedig a legtavolabbi. Ez elemi titon, akar
a haromszog egyenl6tlenséggel konnyen igazolhatd. Ekkor a ponthoz legkozelebbi gombfeliileten elhelyezkeds
pont koordinatai

3a 3b 3c
V202 +2 Va2 + 02+ 2 Va2 + b2 + 2

illetve a legtavolabbi gémbfeliileten elhelyezkedd pont koordinatéai

3a 3b 3¢
Va2 +02+c2 Va2 + 07+ Va2 b2+ )

1.21. feladat
flay) =20y =3y  oi(z,y) =y=0 @a(z,y)=y—2>=0 @s(v,y)=2-2=0
Legyen D a megadott gorbék &ltal kozrezart tartomény!
Elsé 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket int D-ben! Ehhez Vf = 0 kell.

of .
ox ~ V=0
of

Ebbél x = % és y = 0. Ez a pont nincs benne intD-ben, tgyhogy nem vizsgalunk tovabb.
Masodik 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket 0 D-ben! A Lagrange-féle multiplikator szabalyt fogjuk alkalmazni.

1. Lathatjuk, hogy a ¢ feltétel mellett f(z,y) = 0.

2. Legyen
Fy(z,y,A) = f(z,y) — Apa(z,y) = 22y — 3y — Ay + Az®.

Ekkor VF, = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

OF:

=2 =242 =0
Ox

OFy

T2 _9,-3-A=0
dy v
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Analizis II. 1. CSORGO 7. HET

or,
o\
A masodik egyenletbsl A = 2x—3, illetve a harmadik egyenletbél y = 2. Behelyettesitve az elsé egyenletbe

=-y+22=0

6x(z —1)=0.
Ekkor z = 0, vagy x = 1. = = 0 esetén y = 0-t kapunk, amire f(0,0) = 0. « = 1 esetén y = 1, ekkor
f(1,1) =—-1.

3. Legyen
Fy(z,y,A) = f(z,y) — Aps(z,y) = 2zy — 3y — Az + 2\

Ekkor VF3 = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

0F3

— =2y—A=0

Ox Y

O0F3

— =2r—-3=0

Oy v

0F3
—— =— 2=0

B T+

Azonnal lathatjuk, hogy ez ellentmondésra vezet, hiszen a méasodik egyenletbdl x = %, de tudjuk, hogy

r=2.

Harmadik lépés

Vizsgaljuk meg a ¢y, feltételek végpontjait! Azt kapjuk, hogy lokalis maximum van (2, 4)-ben, ahol a maximum
értéke f(2,4) = 4.

ésszegzés

Azt kaptuk, hogy a fiiggvénynek lokalis minimuma van (1, 1)-ben, ahol a minimum értéke f(1,1) = —1. Lokalis
maximuma van (2,4)-ben, ahol a maximum értéke f(2,4) = 4.

1.22. feladat

flay)=2>-y’ -2  pzy) =2"+y*-1=0
Legyen
D= {(;z:,y) € R2’x2 +y? < 1}.

Elsé 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket int D-ben! Ehhez V f = 0 kell.

of

of
—_— = —2 e
oy y=0

Ebbél x = % és y = 0. Ekkor a Hesse matrix

Mivel det H < 0, igy (%, 0) nyeregpont.
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Masodik 1épés

Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket dD-ben! A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen

F(z,y,\) = f(z,y) = Mp(z,y) =a2° —y> —z — Aa® — Ay” + A

Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

A masodik egyenletbdl y = 0, vagy A = —1.

F
8—:2:{:—1—2)\35:0
ox

oF

— =2y —-2\y=0
By Y Yy

oF 9 9
9T 2 1=
B T Y-+ 0

1. y =0 esetén x = £1. Ekkor f(1,0) =0, illetve f(—1,0) = 2.

2. A= —1 esetén az elsd egyenletbsl z = I, amibsl y = ﬁ:@. Lathato, hogy f(i, +

Osszegzés

Azt kaptuk, hogy a fiiggvénynek lokélis minimuma van (i, + %F’)—ben, ahol a minimum értéke f (%, +Y

—%. Lokalis maximuma van (—1,0)-ban, ahol a maximum értéke f(—1,0) = 2.

1.23. feladat

flz,y) =2 —32° — 3

Ko6nnyen lathato, hogy az egyenesek altal kdzrezart tartomany

Elsé 1épés

D:{(m,y)eRg‘—lggmx—lgygél}.

Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket int D-ben! Ehhez V f = 0 kell.

of . o _
%—31' 6x =0

of B

Az egyenletrendszer megoldasa x = y = 0, a feltételek mellett. Ekkor a Hesse matrix

= (70 5)= (3 %)

Mivel det H > 0 és % < 0, igy (0,0) lokalis maximumhely. A maximum értéke f(0,0) = 0.

o1z y) =y—c+1=0 @(z,y)=2+1=0 p3(z,y)=y—4=0
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Masodik 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket 0 D-ben! A Largrange-féle multiplikator szabalyt fogjuk alkalmazni.
1. Legyen
Fi(z,y,\) = f(z,y) = dpr(a,y) = 2° =32 —y® = Ay + dy — .
Ekkor VF} = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.
o,
ox
oF,

y
oF,
— =— —-1=0
ax y+x
A masodik egyenletbél A = —2y, illetve a harmadik egyenletb6l A = —2y = 2 — 2. Behelyettesitve az

els6 egyenletbe
4++10 1++v10
30 —8r4+2=0 = z = 3 y=—g—

Lathato, hogy ekkor (%, @) lokalis minimumbhely, ahol a minimum értéke

=322 —6z+A=0

=-2y—A=0

4410 1++10 —83 — 20V/10
! 3 0 3 - 27 :

4—+v10 1-+10
3 3

Lokalis maximumhely ( ), ahol a maximum értéke

4—/10 1-+10 —83 4+ 20v/10
! 3 7 3 - 27 :

2. A s feltétel mellett f(x,y) = —4—y?, aminek lokalis maximuma van (—1,0)-ban, ahol a maximum értéke
f(=1,0) = —4.

3. A 3 feltétel mellett f(x,y) = 23 — 322 — 16, aminek lokalis maximum van (0,4)-ben, ahol a maximum

értéke f(0,4) = —16. Lokalis minimuma van (2, 4)-ben, ahol a minimum értéke f(2,4) = —20.

Harmadik lépés
Vizsgaljuk meg a ¢y, feltételek végpontjait! Azt kapjuk, hogy lokalis minimum van (—1,4)-ben, ahol a minimum
értéke f(—1,4) = —20. Lokalis maximum van (5, 4)-ben, ahol a maximum értéke f(5,4) = 34.
6sszegzés
Azt kaptuk, hogy a fliggvénynek lokélis minimuma van (—1,4)-ben és (2,4)-ben, ahol a minimum értéke
f(=1,4) = f(2,4) = —20. Lokalis maximum van f(5,4)-ben, ahol a maximum értéke f(5,4) = 34.
1.24. feladat
fay) =2 +y" —2y @@y =y—2=0 @s(r,y)=y=0 ¢s(x,y)=2-4=0

Konnyen lathato, hogy az egyenesek altal kozrezart tartomany

D= {(x,y) e Rz‘x €04,y e [O,x]}.
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Elsé6 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket intD-ben! Ehhez V f = 0 kell.

of B
81;_2:” y=0
of B

Ebbgl x = y = 0. Ez a pont nincs benne ¢ntD-ben, tgyhogy nem vizsgalunk tovabb.
Masodik 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket 0D-ben! A Lagrange-féle multiplikitor szabalyt fogjuk alkalmazni.

1. Legyen
Fi(z,y,\) = f(z,y) — Mp1(z,y) = 22 + y* — 2y — Ay + Az

Ekkor VF; = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

F
b:2:vfy+)\:0
Ox
OF;
7:2 — — =
3y y—x—A=0
0F,
o - yte=0

Ebbél x =y = A = 0. Ekkor f(0,0) = 0. Lathatjuk, hogy ez lokilis minimum.

2. A s feltétel mellett f(x,y) = x2. A fiiggvénynek lokélis minimuma van (0, 0)-ban, ahol a minimum értéke
f(0,0) =0.

3. A 3 feltétel mellett f(x,y) = y? — 4y + 16. A fiiggvénynek lokdlis minimuma van (4,2)-ben, ahol a
minimum értéke f(4,2) = 12.
Harmadik lépés
Vizsgaljuk meg a ¢y, feltételek végpontjait. Azt kapjuk, hogy lokalis maximum van (4, 4)-ben, ahol a maximum
érteke f(4,4) = 16.
ésszegzés
Azt kaptuk, hogy a fiiggvénynek lokalis minimuma van (0,0)-ban, ahol a minimum értéke f(0,0) = 0. Lokalis
minimum van (4, 4)-ben, ahol a maximum értéke f(4,4) = 4.
1.25. feladat
flay)=3c-2y  plz,y)=42"+y> —4=0

Legyen
D= {(x,y) € R2‘4x2 +y? < 4}.

Elsé 1épés

Konnyen lathatjuk, hogy a fliggvénynek nincs szélsGértéke int D-ben.
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Masodik 1épést

Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket 0 D-ben! A Lagrange-féle multiplikator szabalyt alkalmazva legyen
F(z,y,\) = f(z,9) — Mp(x,9) = 3z — 2y — 4 2® — \y? + 4\,

Ekkor VF = 0 esetén lehetséges szélsGértékeket kapunk.

OF
— =3-8 =0
ox o
OF
— =-2-2\y=0
oy Y
oF
—— = —da® — 9 4+4=0
B T Y-+
Az els6 egyenletbsl x = ¢ /\, illetve a masodik egyenletbdl y = —+.. Behelyettesitve a harmadik egyenletbe

2 2
3 1
4( — —] =4
amibgl A = i%. Ebbél x = i%, illetve y = :F%.

Oszsegzés

3

3 _8) _
£ ) ben, ahol a maximum értéke f(g g) =5.

Azt kaptuk, hogy a fiiggvénynek lokélis maximuma van (

_38
5
Lokalis minimum van ( — g, %) -ben, ahol a minimum értéke f ( % g) =

1.26. feladat

flz,y) =2 —2zy+ 2y
o1z y) =2=0 @az,y)=0-2=0 @3(r,y)=y=0 ws(z,y)=y—-3=0

Konnyen lathato, hogy a feltételek altal kozrezart tartoméany

D= {(x,y) c RQ‘x €0,2,ye [0,3}}.

Elsé 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket int D-ben! Ehhez V f = 0 kell.

of
of B

Ebbél x = y = 1. Ekkor a Hesse méatrix

2 =2
n (3 2)
Mivel det H < 0, igy (0,0) nyeregpont.

Masodik 1épés
Keressiik meg a lokalis szélsGértékeket 0 D-ben!
1. A ¢ feltétel mellett f(z,y) = 2y, aminek nincs szélsGértéke.
2. A o feltétel mellett f(z,y) = 2z — 4, aminek nincs szélsGértéke.
3. A @3 feltétel mellett f(z,y) = 2. Ekkor (0,0) lokilis minimumhely, ahol a minimum értéke f(0,0) = 0.
(z,y)

4. A @, feltétel mellett f(x,y) = 22 — 62 + 6, aminek nincs szélsGértéke a megadott tartomanyon.
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Analizis II. 1. CSORGO 7. HET

Harmadik lépés

Vizsgaljuk meg a ¢ feltételek végpontjait! Azt kapjuk, hogy a fliggvénynek lokalis maximum van (0, 3)-ban,
ahol a maximum értéke f(0,3) = 6. Lokalis minimum van (2, 3)-ban, ahol a minimum értéke f(2,3) = —2.
Osszegzés

Azt kaptuk, hogy a fiiggvénynek lokalis maximum van (0, 3)-ban, ahol a maximum értéke f(0,3) = 6. Lokalis
minimum van (2, 3)-ban, ahol a minimum értéke f(2,3) = —2.
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