Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1. Csorgd 6. hét

1.1. feladat
flx,y) =2® + 42 x =sint y=cost

Legyen
F(t) = sin® t + cos? t.

Vegyiik észre, hogy f(t) =1, igy f/(t) = 0.

1.2. feladat
f(z,y) = 2®siny r=s>+1t> y=2st

Legyen
F(s,t) = (s> + t2)2 sin (2st).

Ekkor oF of o o o
or _of or  O0f 0Y o2 2\ s o2
95 or s dy 0Os 4s(s? +17) sin (2st) 4 2t (s* + %) cos (2st)
9 — o0 ot oy ar — (s +17)sin (2s) +25(s% +1%)" cos (21).

1.3. feladat
f(may)=x2+y2 x = st? y:32sint

Legyen
F(s,t) = (st2)2 + (s sint)2.
Bkkor OF of oz of 0
or _ 9] 9t 9 %Y _ g4 3 42
Js Oz 3s+0y s 2587+ dssint
OF _0f O 08 Oy an,
% — 9z Bt +(9y 9 = 4s°t” + 5" sin (2t).

1.4. feladat
flx,y) = 2P (4 — 2 —y) = 42®y® — a'y? — 2%y°
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

gi = 1222y — 4a3y? — 32%°® = 222 (12 — 42— 3y) =0
x

0
6—f = 83y — 22ty — 323y = 23y(8 — 20 — 3y) =0
Y

Lathato, hogy x = 0 esetén barmilyen y jo, illetve hasonléan y = 0 esetén barmilyen x j6. Ezekre a pontokra
a Hesse matrixok szemidefinit matrixok, ezért elemi meggondolésokkal fogjuk belatni, hogy ezek a pontok csak
nyeregpontok. Amikor z = 0, vagy y = 0, akkor f(z,y) = 0. Mivel a fiiggvény polinom, ezért folytonos is.
Tovabba a szorzatalakbol latszik, hogy a tengelyek kornyezetében pozitiv, illetve negativ értékeket is felvesz a
fliggvény, igy a 0 nyilvan nem lesz szélsGérték.
Legyen tehat x # 0 és y # 0. Ekkor

12—42 -3y =0

8—2x—-3y=0

amibsl x =2 és y = %. Ekkor a Hesse matrix
- 24xy? — 12x[2y2 — 623 24x2y — 823y — 92%y? _ —26%6 -&
2422y — 823y — 9x2y? 8z — 2% — 623y 4 32 )"

Mivel det H > 0 és % <0, igy (2, %) lokalis maximumbhely. A maximum értéke f (2, %) = 22576 .
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1.5. feladat

flr,y) =2 —zy+y* + 30 -2y +1
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

of
— =2z. 3=0
ox rY+
or =—z+2y—2=0
dy
Az egyenletrendszer megoldasa x = f% ésy = % Ekkor a Hesse matrix

H— <_21 —21>.

Mivel det H > 0 és % > 0, igy ( — %, %) lokélis minimumbhely. A minimum értéke f( — %7 %) = —

ol

1.6. feladat
)= +ay+yP 4+ o 4o
Ty

A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

of 8
7:2 —_—— T
oz Tty 2 0

of

8
A pa—
dy vy y?

Az egyenleteket atalakitva
223 + 22y —8=0
zy? +2y2 —8=0.
A két egyenletet kivonva egyméasbol,
20° — 2y + 2%y — 2y® = (z — y)(22® + 3zy + 29%) = 0.

Lathatjuk, hogy = = y vagy 222 + 3zy + 2y = 0. A Hesse matrix
16
(= t2 1
i = ( 1 oy 2> ~

Elsé eset

Legyen 222 + 3zy + y2 = 0. Mivel y # 0, igy

o(5) #o(5) 2o

Ennek az egyenletnek nyilvan nincs valés megoldasa.

Masodik eset
T =y esetén

30 —8=0 = z=y =

8 1
)
Mivel det H > 0 és % > 0, igy (%, %) lokalis minimumhely. A minimum értéke f(%\/g, 3%/5) = %—\/% + 8/3.

2
NED
Ekkor
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1.7. feladat

flz,y) =2 +y° = 3uy
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

of 4 2 _
of _ o 9 _

Az elsé egyenletbsl y = 22, igy a mésodik egyenlet 3-al valo osztas utan
14—x::z:(x3—1):0

amibsl x =y =0 vagy z = y = 1. A Hesse matrix

Elsé eset

x =1y =0 esetén det H < 0, igy (0,0) nyeregpont.

Masodik eset

z =y =1 esetén a Hesse matrix
6 -3
(% )
Mivel det H > 0 és % > 0, igy (1, 1) lokalis minimumhely. A minimum értéke f(1,1) = —1.

1.8. feladat

fla,y) =2® +y° — 9ay + 27
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy Vf = 0 legyen.

of

— 2.2 _ —
ax—Sx 9y =0
of 2

Az els6 egyenletbdl y = 322, igy a masodik egyenlet 3-al valé osztas utan
gt =27z =2(2® —27) =0

amibdl x =y = 0 vagy x = y = 3. A Hesse métrix
6z -3
ne (% )

z =y =0 esetén det H < 0, igy (0,0) nyeregpont.

Elsé eset

Masodik eset

r =y = 3 esetén a Hesse matrix

18 -3
H = <—3 18> ’
8% f

Mivel det H > 0 és 525 > 0, igy (1,1) lokalis minimumhely. A minimum értéke f(3,3) = 0.
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1.9. feladat
flay) =70 (207 + 3¢7)
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

of e o o g

oy = —2we TV (227 4+ 3y7 —2) =0
0 .

a—z — —2ye= " V" (222 4+ 3y® = 3) = 0

Mivel a két zarojelet kifejezés nem lehet egyszerre nulla, azt kapjuk, hogy a megoldasok z = 0 és y = 0 vagy
y = =+1, illetve x = +1 és y = 0. A Hesse matrix

- e~ v’ (8x4 —|; 122362y2 — 2022 — 6y> + 4) . ilxye_””2_y2 (2;102 + 3y — 5) .
dxye=* ~Y (25(}2 +3y% — 5) e v Y (12y4 + 8x2y% — 30y% — 42?2 + 6)
Els6 eset
z =y = 0 esetén a Hesse matrix
4 0
H_@ Q.
Mivel det H > 0 és % > 0, igy (0,0) lokalis minimumhely. A minimum értéke f(0,0) = 0.

Masodik eset
z =0 8&s y = %1 esetén a Hesse méatrix
-2 0
= ( 0 —12) ’

Mivel det H > 0 és gi’; <0, igy (0,=+1) lokalis maximumhelyek. A maximumok értéke f(0,+1) = 2.

Harmadik eset

xz = +1 és y = 0 esetén a Hesse matrix

Mivel det H < 0, igy (£1,0) nyeregpontok.

1.10. feladat
fla,y) = 2® = 3ry +y° +12
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy Vf = 0 legyen.

of
of
_— = — Yy =
3y 3x y=20

Az egyenletrendszer megoldasa x = y = 0. Ekkor a Hesse métrix

n=(% )

Mivel det H < 0, igy (0,0) nyeregpont.
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1.11. feladat

flz,y) = 2" — 4oy +y'
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy Vf = 0 legyen.

of

=473 — 4y =0
ox t y
of
= =4y® —4r =0
oy 4 .

Az els6 egyenletbdl y = 23, igy a mésodik egyenlet
ng:c:m(xsfl) = 0.

Ebbdl x = 0, vagy « = +1. A Hesse matrix
1222  —4
i = ( —4 12y2> ’
Els6 eset

z =y = 0 esetén a Hesse matrix

Mivel det H < 0, igy (0,0) nyeregpont.

Masodik eset

r =y = 1 esetén a Hesse matrix
12 —4
=5 %)
Mivel det H > 0 és % > 0, igy (1,1) lokalis minimumbhely. A minimum értéke f(1,1) = —2.

Harmadik eset

r =y = —1 esetén a Hesse méatrix

n=(" %)
Mivel det H > 0 és g% > 0, igy (—1, —1) lokalis minimumhely. A minimum értéke f(—1,—1) = —2.
1.12. feladat

flz,y) =322 +2¢° — day + 62 —y + 2
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

0
of =6z —-4y+6=0
ox
of
— =4y—4x—-1=0
Ay g

Az egyenletrendszer megoldasa x = 7% ésy = f% A Hesse matrix

m=(0 )

Mivel det H > 0 és % > 0, igy ( — g, —%) lokalis minimumhely. A minimum értéke f( — % —9> =33

2017. november 25. 20:13 ) Vaghy Mihaly



Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1.13. feladat

f(z,y) = 42* + 3y* + 6xy + 5z
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

0
—f:8:1:+6y—|—5:0
Oz

0
9 6y 4 62=0
Ay

Az egyenletrendszer megoldasa x = —2 és y = 3.

5 A Hesse méatrix

ne(30).

Mivel det H > 0 és ngé >0, igy ( — g, g) lokalis minimumhely. A minimum értéke f( - %7 %) = —

1.14. feladat

fla,y) =2t +y' —a® = 20y — ¢
A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy V f = 0 legyen.

a—f:4x3—2x—2y:0
Ox
g:4y3—2y72z:0
dy

A két egyenletet kivonva egymésbol, 4-el valo osztas utan,
w? =y = (z—y)(¢® + 2y +9°) = 0.

Tehat = =y, vagy 22 + 2y + y? = 0. A Hesse matrix
1222 — 2 -2
H‘( =) 12y22)'
Elsé eset

T =y esetén
P —zr=z(®-1)=z(@-1)(z+1)=0

tehit z=y=0,z=y=1vagyz =y = —1.
-2 =2
no(2 ).

1. x =y = 0 esetén a Hesse matrix

Mivel det H = 0, igy tovabbi vizsgalat sziikséges. Tudjuk, hogy f(0,0) = 0. Ezen feliil z = y és |z| < v/2
esetén f(z,y) < 0. Tovabba z = —y esetén f(xz,—z) > 0. Ez azt jelenti, hogy (0,0) koérnyezetében a

fiiggvény felvesz pozitiv, illetve negativ értékeket is. Emiatt nyilvan (0,0) nyeregpont.

10 -2
H‘(—z 10)'

2. x =y =1 esetén a Hesse méatrix

Mivel det H > 0 és % > 0, igy (1,1) lokalis minimumhely. A minimum értéke f(1,1) = —2.

3. x =y = —1 esetén a Hesse matrix

10 -2
i = (—2 10)'

Mivel det H > 0 és % > 0, igy (—1,—1) lokalis minimumhely. A minum értéke f(—1,—1) =

—2.
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

Masodik eset

2% 4 2y + y? = 0 esetén azonnal latjuk, hogy = =y = 0 j6 lenne. Mivel ezt az esetet mar lefedtiik, feltehetjiik,
hogy = # 0 és y # 0. Ekkor
2
(x> +Z41=0.
Yy Yy

Ennek az egyenletnek nyilvan nincs valés megoldésa.

1.15. feladat
flz,y) =y —a® —4y® + 22y
A lokalis széls6érték sziikséges feltétel, hogy V f = 0 legyen.

of
- =2 2y =
9z x+2y=0

of
dy

Az els6 egyenletbdl 2z = 2y, igy a masodik egyenlet

=3y? —8y+22x=0

3y* — 6y =3y(y —2) = 0.

Tehat x =y =0, vagy * = y = 2. A Hesse métrix

-2 2
H(Q 6y—8)'

Els6 eset

z =y = 0 esetén a Hesse matrix
2 2
= ( . _8) .
Mivel det H > 0 és 24 < 0, gy (0,0) lokalis maximumhely. A maximum értéke f(0,0) = 0.

Masodik eset

r =y = 2 esetén a Hesse matrix

=
[

-2 2
2 4
Mivel det H < 0, igy (2,2) nyeregpont.

1.16. feladat

Legyenek a téglatest élei a, b, c. Ekkor 4a + 4b+ 4c = 48, azaz a + b+ c = 12. Ekkor ¢ = 12 — a — b miatt legyen
a térfogat
V(a,b) = ab(12 —a — b).

A feladat az, hogy V(a,b) maximumat keressiik meg. Ehhez az kell, hogy VV = 0 legyen.

a—vzl%—?ab—bz:o
Oa
%—‘;:12@72(1177@2:0

A két egyenlet kiilonbsége
a? —b? +12b—12a = (a — b)(a+ b —12) = 0.
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Analizis II.

1. CSORGO 6. HET

Ekkor a = b, vagy a + b — 12 = 0. Mivel a + b — 12 = —c, igy ezt a részt elvethetjiik, hiszen ¢ pozitiv. Tehat

a = b. Ekkor
12a — 3a* = a(12 — 3a) = 0.

Mivel @ = 0 nem lehet, igy a = b = g = 4. A Hesse matrix

o —2b 12-2a—2b\ (-8 —4
—\12-2b -2 —2q “\4 -8)°

Mivel det H > 0 és 2Y < 0, igy (8,8) lokalis maximumbhely. Tehat a harom él a = b = ¢ = 4, a térfogat pedig

Oa?
V(4,4) = 64.

1.17. feladat

Legyen a téglatest élei a, b, ¢ ugy, hogy a felillet A = ab+ 2bc+2ac. Tudjuk tovabba, hogy abc = K, azaz ¢ = &

Ekkor legyen a feliilet

2K 2K
A(a7b) = — + T +ab
a
Ahhoz, hogy a fiiggvénynek szélsGértéke legyen, az kell, hogy VA = 0 legyen.
0A 2K
— =——+4+b=0
da a? *
% — ,% +a= 0
ab b2 N

ab

Az els6 egyenletbsl b = 25 Ezt a masodikba helyettesitve kapjuk, hogy a = b = /2K. A Hesse matrix

a

4K
(1N (21
=1 )02

Mivel det H > 0 és 24 > 0, igy (\3/ 2K, v/ 2K) lokalis minimumbhely. A fiilke méretei ekkor a = b = ¢ = v/2K.

Oa?

1.18. feladat

Legyenek a trapéz élei a, b, ¢ agy, hogy a + 2b 4+ ¢ = 400. Ekkor b = %, amibdl a trapéz magasséga

ne e () () (7
ren- 25 (520 (5’

A lokalis szélsérték sziikséges feltétele, hogy VT = 0 legyen.
OT  (c—200)(3a+ c—400)

da 4/(a — 200)(c — 200)

OT _ (a—200)(a + 3c — 400)

dc 4y/(a—200)(c—200)
Mivel a # 200 és ¢ # 200, azt kapjuk, hogy

Ekkor a tertilet

3a+c¢c—400=0
a+3c—400=0

amibdl @ = ¢ = 100. A Hesse matrix

(07200)2(3a707800:2 3a+3c—800
7o 8((a_200)(c_200)) 5 8+/(a—200)(c—200) B 3
B 3a+3c—800 (a7200)2(7a+30780:§)) 7%

8+/(a—200)(c—200) 8((a_200)(c_200)) 3

Mivel det H > 0 és 2L < 0, igy (100, 100) lokalis maximumbhely. Ekkor a = b = ¢ = 100.

da?

NN
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

1.19. feladat

Legyen a harom szdm a,b,c € RT. Ekkor a + b+ ¢ = 100 és abc maximumat keressiik. Mivel ¢ = 100 — a — b,
igy legyen
f(a,b) = ab(100 — a — b).

A feladat az, hogy f(a,b) maximumét keressiik meg. Ehhez az kell, hogy V f = 0 legyen.

of _ 1006 — 2ab — b2 =0
Oa

of 2
22— 100a — 2ab — a% =
2% 00a ab—a 0

A két egyenlet kiilonbsége
a® — b* +100b — 100a = (a — b)(a + b — 100) = 0.

Ekkor a = b, vagy a + b — 100 = 0. Mivel a + b — 100 = —c, igy ezt a részt elvethetjiik, hiszen ¢ pozitiv. Tehét
a = b. Ekkor
100a — 3a* = a(100 — 3a) = 0.

Mivel a = 0 nem lehet, igy a = b= 152, A Hesse matrix
—2b 100 — 2a — 2b _200 100
H<100—2b—2a —% )<_1§o _@ :

Mivel det H > 0 és g%{ <0, igy (%, %) lokalis maximumhely. Tehat a hdrom szam a = b =c = %.

1.20. feladat

A feladatot elvethetjiik az el6z6 feladat alapjan. Mivel a harom szdm pozitiv, az el6z6 feladatban targyalt
minimum az egyetlen szélsGértéke a fliggvénynek. Elemi meggondoldsokkal is erre a konkluziéra juthatunk.
Ugyanis a tetszélegesen kozel lehet nullahoz, igy a szorzat is tetszélegesen kozel lehet a nulldhoz, azonban sosem
érheti el azt. Igy a szorzatnak infimuma létezik, de minimuma nem.

1.21. feladat
Legyenek a fedél nélkiili doboz oldalai a, b, ¢ gy, hogy a feliilet
ab+ 2bc 4 2ac =1.2

legyen. Ekkor

_12—ab
T 2012
ahonnan a térfogat
1.2ab — a®b?
Via,b) = ———
(a,) 2a + 2b

A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele, hogy VV = 0 legyen.

al B 2.4b% — 2a%b? — 4ab3 ~0
da 4(a +b)? N

v 2.40” — 2a*b* — 4ab 0
ob 4(a + b)? B

Ebbél
2.40% — 2a%b% — 4ab® =0

2.4a° — 2a%b? — 4a®b = 0.
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Analizis II. 1. CSORGO 6. HET

Mivel a # 0 és b # 0, ezért az elsé egyenletet leoszthatjuk b-el, a masodikat pedig a’-el, igy
2.4 —2a* — 4ab =0

2.4 —2b° —4ab =0
A két egyenletet kivonva egymésbol
2a? — 2b* = 2(a — b)(a + b) = 0.
Mivel a 4+ b # 0, igy a = b. Ekkor
Vo
E

24-6a>=0 = a=0b=

—b*—1.20 —a®b—3a°b%>—ab®+1.2ab V10 V10

H= NG (a+0)? - [T =
—a?b—3a?b%—ab®+1.2ab —a*—1.242 _ Y10 V10 | -

20 10

(a+b)3 (a+b)3

A Hesse méatrix

8\/

w (45°5°)

lokalis maximum. A maximalis térfogat “5z=.

1.22. feladat
Legyen a harom szam a, b, ¢, melyekre a + b + ¢ = 18. Kifejezve c-t, c = 18 — a — b. Ekkor a feladat, hogy a

f(a,b) = a*b*(18 — a — b) = 18a*b> — a®b® — a*b*
kifejezés maximumat keressiik meg. Ehhez V f = 0 kell.

g — 36ab® — 3a%0° — 2ab* = ab(36 — 3a — 2b) = 0
a

of
N

Lathato, hogy a = 0 esetén barmilyen b jo, illetve hasonléan b = 0 esetén barmilyen a j6. Ezekre a pontokra
a Hesse matrixok szemidefinit matrixok, ezért elemi meggondolasokkal fogjuk belatni, hogy ezek a pontok csak
nyeregpontok. Amikor a = 0, vagy b = 0, akkor f(a,b) = 0. Mivel a fliggvény polinom, ezért folytonos is.
Tovabba a szorzatalakbol latszik, hogy a tengelyek kornyezetében pozitiv, illetve negativ értékeket is felvesz a
fliggvény, igy a 0 nyilvan nem lesz szélsGérték.

Legyen tehat a # 0 és b # 0. Ekkor

= 54ab? — 3a>b? — 4a?b® = a®b? (54 — 3a — 4b) = 0

36 —-3a—2b=0
54 —3a—4b=0
amibdl a = 6 és b = 9. A Hesse méatrix
I_ < 203(18 —3a —b)  ab*(108 — 9a — 8b) > _ <—13122 —8748 )
ab?(108 — 9a — 8b)  ab(108 — 6a — 12b) —8748 —11664

Mivel det H > 0 és % < 0, igy (6,9) lokalis maximumbhely.
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