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Legyen adott f(X,y) kétvaltozos fliggvény ¢és ez legyen folytonosan totalisan

differencialhato, azaz l1étezzenek az elsérendii parcidlis derivaltjai és legyenek folytonosak. A
z=f(x,y) egy feliilet. A fiiggvénynek helyi maximuma van az (X,,Y,)pontban, ha az

(X, Y,) helynek van olyan kornyezete, hogy abban minden (X, y) helyre fennall az
f (X, y)_ f (Xo,yo) <0
Egyenlétlenség. A z=f(x,y) felilleten az (X,,Y,,Z,) pont magasabban van, mint a
kornyezet tetsz6leges pontja. A helyi minimumra
f (X, Y)_ f (Xo,yo) >0
Egyenldtlenség teljesiil. Most a z = f (X, y) feliileten az (X,,Y,,Z,) pont alacsonyabban van,

mint a kornyezet tetszéleges pontja, azaz z, kisebb mint a kdrnyezet z értékei.

Kétvaltozds esetben a sz€élséérték helyen athaladé valamennyi az (X,Yy) sikra merdleges
siknak és a feliiletnek a metszetgdrbéjén relativ szélséérték van. Az egyes metszetgdrbék
(X5 Yo Z,) pontbeli értintdje tehat a feliilet ill6 pontbeli érintdsikja parhuzamos az (X,Y)

sikkal. A széls6érték létezésének sziikséges feltétele az elsdrendl parcidlis derivaltak
eltinése, tehat

fX(X,,Y,)=0
fy(XOﬂ yo) =0

Ebbdl az egyenletrendszerbdl kell az X, és Y, ismeretlent kiszdmitani. A feltétel sziikséges,

de nem elégséges. Megmutatjuk egy egyszerii példan, hogy a parcialis derivaltak zérus volta
nem elegendo a szélséérték 1étezéséhez.

Tekintsiik az f(X,y)=(X-Yy)(Xx—2y)=2y> -3xy+ x> fiiggvényt. Erre az

f(0,0)=-3y+2X],=0
f(0,0)=4y-3x |(0,0): 0

Sziikséges feltétel teljesiil a(0,0) pontban. Ha megvizsgaljuk az f fiiggvény eljelét az origd
kornyezetében, azt latjuk, hogy a fliggvény mind pozitiv, mind negativ értéket felvesz, ezért
nincs sz¢€lséértéke az origoban.



A sz€ls6érték 1étezésének elégséges feltételének megallapitasahoz vezessiik be a kovetkezd
jelolést: legyenek a fiiggvénynek folytonos masodrendii derivaltjai az *** kornyezetében,
ekkor

f.=1(=21D)=0

A feliilet (X,,Y,) - pontjat elliptikusnak nevezziik, ha D(X,,Y,) >0,
parabolikusnak nevezziik, ha D(X,, Y,) =0,
hiperbolikusnak nevezziik, ha D(X,, Y,) <0.

Tekintsiik az f fliggvény masodfoka Taylor- polinomjat, azaz

FO0Y) 100 Y0) 1] P0G 0%+ 19043 )(Y = Vo) +

+%|: f ,S(X(Xoa yo)(x_ Xo)2 + flky(xoa yO)(x—xo)(y— y0)+ f'S/y(XO, YO)(y_ yO)z}

A sziikséges feltétel miatt fX(X,,Y,)=0, f¥(x,,Y,) =0, igy az (X,,Y,) pont kdrnyezetében
f (Xa y)_ f (XOa yO) ~

z%[ f IXX(XO: yo)(X_X0)2 + f’ky(xoa yo)(x_ Xo)(y_ yo)"' fW(Xoa yo)(y_ yo)z:l

Alakitsuk at ezt a kifejezést, szorozzuk és osszuk f%x(X,,Y,) # 0 —nal és alakitsunk teljes

négyzette:

f(X, y)_ f(XOJ yO) =
-
2 f IXX(XOJ yO)
+5%y% (%95 Yo )Y = ¥o)* + F5X(Xg, Yo) £ Y (Xos Yo )Y = ¥o)* = TRV (Xos Y)Y = ¥,)* + R, | =

1 K [ 2 2
=0y L L 00 Yo = T 06 Y)Y =) [ +D 0 Y)Y =¥0)" +Ry

[ f ’XXZ(XOa yo)(x_ Xo)2 +2f ’S(y(XOJ YO) f ,XX(XO, yo)(x_ Xo)(y_ YO)+

Itt R, harmadfokon tartalmazza (X—X,)- és (y—Y,) mennyiségeket, mig az eldtte 1évo
kifejezés csak masodfokon. Tehat ha (x—X,) és(y—Y,) abszolut értékben elég kicsi, akkor

f(x,y)— f(X,,Y,)eldjelének eldontésénél R, elhanyagolhat6 az eldtte 1évo kifejezés mellett.
Most mivel

[ 5%k Yo) (X = %) = TRy (X0, Y)Y = o) ] D%y Yo (Y = ¥,)? >0

Ha D(x,,Y,) >0 . Ekkor f(x,y)—f(X,,Y,)eljelét f&x(x,,y,) eldjele donti el.

A kovetkezo esetekben fordulhat elo:
HaD(X,,Y,)>0¢és  f%x(x,,Y,) <0,,akkor f(x,y)— f(X,,Y,) <0,, tehat helyi maximum,

f%X(X,, ¥,) >0, akkor f(X,y)— f(X,,Y,)> 0,tehat helyi minimum,



Ha D(X,,Y,) <0, akkor nincs szélséérték, hanem nyeregpont van,
Ha D(X,,Y,) = 0,akkor csak tovabbi vizsgalatokkal lehet eldonteni, hogy van-e szélsoérték,
vagy nincs.

Osszefoglalva:

A z=f(x,y) figgvény szélsértékének sziikséges feltétele, hogy egy (X,,Y,) helyen fk=0
és fy=0. Az egyenletrendszer megoldasait, a lehetséges széls6érték helyeket, stacionarius
pontnak nevezziik.

Elégséges feltétel, ha ezen kivil még a staciondrius pontokban (a stacionarius
pontban) f%xf §y —(f'%y)’ >0 Ekkor , ha f%x >0 ,akkor ott minimum, ha pedig f%x<0,
akkor maximum van.

Megoldasi menet egyszeriien- segédlet

1)
Adott f(x,y) kétvaltozos fliggvény

0
O} lehetséges sz€lsoérték

Ha D(p)=...... >0 akkor szélsdértek
Ha D(p)=...... < 0 akkor nem szélsoérték!

Vagy
D= f%- fyy—(f%y)’=....

4)
f%x(p)=.... > 0min
< Omax



4.23. Példa
Vizsgaljuk meg, hogy az f(X,y)=3(x+2)’+4(y—1)" fiiggvénynek hol lehe szélséértéke,
van-e a lehetséges helye(ke)n széls6értéke, és milyen ez a sz€lsdérték, ha 1étezik!

Meghatdrozzuk az elsérendii parcidlis derivaltakat:

fX(X,y)=6(x+2)

Ty y)=8(y -1

Es megoldjuk az fX=0 és f{ =0 egyenletrendszert:

6(x+2)=0

8(y-1)=0

Megoldasként x =-2,y=1dodik, azaz P,(-2,1) lehetséges széls6érték helyet kapjuk, ez a
stacionarius pont. Meghatarozzuk a masodrendi parcialis derivaltakat:

fx(x,y)=6
fhy(x,y)=0
fYy(x,y)=8

Mivel a masodrendli parcialis derivaltak konstansok, igy a P, Helyen felvett értékei is
ugyanezek a konstansok.

Megvizsgaljuk — D(x,y)= f%x(x,y)- fy(x, y)—(f%y(x,y))’elgjelét a P,  Pontban
D(-2,1) = f%x(=2,1)- fyy(=2,1) - (f%y(=2,1))> =48 > 0, ezért megallapithatjuk, hogy ebben
a pontban van szélséértéke. Mivel f%x(-2,1)=6>0, ezért f -nek minimuma van. A
minimumérték a figgvényeértek: f . = f(-2,1)=0

(Vadaszné Dr. Bognar Gabriella — Matematika Informatikusok és muiszakiak részére II.)

FELADAT

Hol és milyen szélséértéke van f(x,y)=2x"y+2xy—3y>?

f
Sziikséges feltétel: >



fx=4xy+2y 5 y_2x2+2x_x2+x

fy=2x>+2x-6y 6 3
2 2
4XX +X+2X +X=0
3 3
2
XX (4x+2)=0
3
a)
X*+x=0
X(X+1)=0
X =0;X, =-1
y,=0;y,=0
b.)
4x+2=0
1
X3 = —5
"
N V)
p,(0,0)
Tehat a lehetséges szélséértekek : p,(—1,0)
1 1
pS( 5: E)
fhx =4y
fky =4x+2
fhy=-6
B (O, 0) pz(_la 0) _l _L
Py ( 2,12)
fhx =4y 0 0 1
3
fhy=-6 -6 -6 -6
fhy =4x+2 2 -2 0
Determinans 0 2 0 -2 1
=—4 =—4 —-— 0
2 -6 -2 -6 3 =2
0 -6
Szélsdeértek Nem Nem Szélsdértek
, 1 1 1 , .
f XX(_E’ -——)= -3 <0, tehat maximum hely!



o1 1
fo=f(emym—)=—
o =157 g
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