Figgvények hatvanysorba fejtése, Taylor-sor,

Maclaurin-sor, konvergenciatartomany

1) Allitsuk el az alabbi fiiggvények xo = 0 helyhez tartozé hatvanyso-
rat (esetleg kiilonféle modszerekkel) éa allapitsuk meg a hatvanysor

konvergenciatartomanyat!)

a) A cos bz fliggvény hatvanysora:

A hatvanysor alakja altalanos alakja:

F@=r @+ L0, IO 10

A cosbx fliggvény derivaltjai, és értékei az x = 0 helyen:

4

z=0
f(x) = cosbx 1
f'(x) = —5sinbx 0
f" () = —5%cosbr  —52
" () = 53sinbx 0
YV (z) = 5% cos 5z 5%
YV (z) = —5°sin 5z 0
Vi (z) = —55cosbr  —5°

Ezekkel a behelyettesitésekkel a Taylor-sor:

f(:r):lf—z!x +—4!x —g® T
Konvergenciasugar:

A sorozat altalanos tagja:

& 52kr
2k

an = agg = (—1)

Gyokkritériummal:

n Y
Vlan| = (2k)! ok /(2k’)!.

Ennek a sorozatnak a hatarértéke nem latszik azonnal, ezért megprobalkozuk

a hanyadoskritériummal is:

52(k+1) 9
A2(k+1) QE+1)! 5
= = — 0, hak — oo.
an T2+ )R+ D)



Ezek szerint a sorozat minden x-re konvergens.
Masik modszer:
A cosu soranak ismeretében u = 5z helyettesités vissza kell, hogy adja a

hatvanysort:

cosu = Z (-1)"
k=0

A helyettesitést elvégezve:

2k 2 4 6

ST IR T

@

a5, 50
cos5x:1—§x +Ix —El‘ R

Vagyis a sor minden x-re konvergens.

Az f (z) = sinz cos z fliggvény hatvanysora:

Els6 modszer:

El§ lehet allitani a Taylor-sort kozvetlentil a derivaltak meghatarozasaval, és
behelyettesitéssel.

Masodik modszer:

Tudvan, hogy sinx cosz = % sin
o0 2k+1 3 5 7 9
Ny — Y T A ST
sinu =D (1 G =t T E o '

k=0
Behelyettesités utan:

1 22 24 26 28
§Sin.’13 =T — 5533 + EI‘S - ﬁlj + axg.
Harmadik moédszer:

A cos 2t sorabol tagonkénti integralassal is meghatarozhato a Taylor-sor, hi-
x
1
szen f (x) = /cos 2tdt = 3 sin 2.

A cos 2t sora: 52 o o6
coth:I—Etz—l—ﬂt‘l—atﬁ—k-n .
Tagonkénti integraléssal:
22 3 245 2047
23 W5 6T
Konvergenciasugar:

Hanyadoskritériummal:

22k
a 2k+1)!
2k+1 :(21;;2) 5 0,hak— o0,
a2k—1 2h=D)




tehat a sor minden x-re konvergens.

3) f(x) = cos+/x sorbafejtése:
A lehetséges modszerek koziil legegyszertibbnek tiinik, ha coswu sordba u =

Vx helyettesitéssel allitjuk el6 a kivant hatvanysort.

oo 2% 2 4 6
e L I T I T
COb“_kZ:O( Vag=t"a o a"
s 2 3 4
_ L T
cos V1 = kZ<_1) el Ta T T w T
=0
Konvergenciasugar:
a ﬁ 1
2k+2 2k+2)!
= = — 0, ha k — oo.
asg, (22)! (2k+1) (2k + 2)

Minden z-re konvergens, de z > 0 kell legyen!

4) f(x) = cos (a: - g) sorbafejtése az = 0 helyen:

Tablazattal:
z=0 =0
f@)=ws(z-T) 2 Na—ws(o-T) V2
po=—m(e-5) % Mo-cam(-f) Y
@) =—cos(o=T) Y M) = —cos(a-T) Y2
J" (@) =sin (2= 7) —? £V () = sin () _g

Tehat a hatvanysor:

COS(x—%):Q V2o V227 \/§x3+\/§x4+\@x5

2 211 2 2 2 31" 2 4 " 2 5l
2 S n 2n 2n+1

_ V2 S| A 2 '
2 @n)! " 2n+1)!

n=0
Konvergenciasugar:
1
Ao2n+1|  (@n4+1)! 1 .0 . han — oo
= = ) )
Qon (211)! 2n +1

tehat minden z-re konvergens a sor. (—oo < x < +00)



5) f(x) = sin? 2 hatvanyora az = = 0 helyen:

ElsG lehetéség:

Tablazattal:
z=0
f(z) =sin’z 0
f'(x) = 2sinz cosx = sin 2z 0
f"(x) = 2cos2x 2
f" (x) = —4sin 2z 0
YV (z) = —8cos2z -8
fV(z) = 16sin 2z 0
YV (z) = 32cos 2 32
VI (2) = —64sin 22 0
_ 2. 8 4 32 - 2202 o2
flo) = g2° = g+ g =2 (- (2n+2)!
n=0
Konvergenciasugar:
22n+1 4
a2n+2 (2n+2)!
= = 0,h
asy, T @nt1)(@n+2) Y AT e,

tehat minden z-re konvergens a sor. (—oo < & < +00)

Masik lehetGség:

1-—- 2
A sin?z = # sorfejtésével; cosu sora ismeretében, u = 2z helyette-
sitéssel:
1{1 22} 11i(1)k22k ok L 1,2, 8.4
—{1—-cos2z} = - - — T — 422y
2 2 — (2k)! 2 2 2 4!
I
P (2k+2)

Harmadik lehetgség:
/' (x) = sin 2z ismeretében felirjuk sinu sorat, majd v = 2t helyettesitéssel

sin 2t sorat, majd tagonként integralunk:

00 Qk_l,.l o 22k+1

* — sin2t =Y (—1)F ——¢2FFL
sinu z:: 2k+1) i kzzo( Gy



T
sin® x = ['sin 2t dt alapjan
0

o0 92k+1 .2k+2 o0 92k+1
sin?2 = Z (-1)" S - (—1)F a2
P Ck+1)12k+2 = (2k+2)!
6) f(x)= e~*" hatvanysora az = = 0 helyen:
Elsé lehetéség:
Tablazattal:
z=0

fla)=e
f () = —2ze=" 0
I (x) = =27 + (22)2 e -2
" (z) = dze™ + 8ze™® — (22)% e~ 0
IV (2) = 12e7%" — 243277 — 24226~ — (22) e 12

Innen a hatvanysor:

2 2 , 12 z? ozt

—1_ = 24 -1 -2 4+
e =1 2!1; —|—4!x +...=1 1!—1—2!—}—....
Ez a modszer igen sok munkét iganyel, nem elég hatékony.
Masik lehetéség:

e” sora alapjéan.

ok
x
e” hatvanysora: e* = E —, (oo <z < +00).
k!
k=0
—z . o R
e~® hatvanysora: e~ * = E (-1) R
k=0
oo 2k 2 4
—a? snvsora: e~ — R T
e”® hatvanysora: e~ ¥ = E (-1) i 1 T + o1

k=0

Konvergenciasugéar nyilvan —oo < x < +o00.

f (xz) = V/e® hatvanysora az x = 0 helyen:

Minthogy /e = €3, ezért e* soraban u = % helyettesitéssel kapjuk a kivant

sorfejtést. A konvergenciatartomany itt is nyilvanvald (—oco < z < 400):

f (x) = sh2x sorfejtése az x = 0 helyen:
Az shu sorfejtése alapjan dolgozunk:

ot



u=0
f(u) = shu 0
f'(u) = chu 1
f" (u) = shu 0
f" (u) = chu 1
YV (u) = shu 0
Innen:
1 1 = uPktt
hu=—ut —u+ = -y
shu = u+3|u +5'u +. 2 2k +1)!

Nyilvanvalo, hogy a konvergencia-tartomany —oo < u < +00. Innen:

00 2k+1
2x)

sh 2z = -—
S kz:o(2k+1)!’

ugyancsak —oo < u < +00 konvergencia-tartomannyal.

9) f(x) = ch?x sorfejtése az x = 0 helyen:

h 2 1
A ch?z = % alapjan és a ch 2z sorfejtését felhasznalva:
u =0
f(u) = chu 1
f'(u) = shu 0
" (u) = chu 1
" (u) = shu 0
YV (u) = chu 1
1 1 1 — u?*
ChU—l*i’*u +Eu Jrau + . 2(219)!'

k=0
Nyilvanval6, hogy a konvergencia-tartomany —oco < u < +00.

22k 2k s 2k 2k

ch2x—z Z

k=0 k=1

2k—1
2 Qk

h 2 1
chzac:iC ;+ =1+ E
k+1 )

Konvergencia-tartomanya —oo < ¢ < +00.



10) f (x) = (1 4 x)* hatvanysora az o = 0 helyen.

z=0
fla) =1+ 1
fl@)=30+a" 3
fi@) =601+ 6
" (x)=6 6
YV (@)=0 0

Innen a
(1+x)3=1+%x+§x2+§x3:1+3x—|—3x2+m3

polinom adédik, ami a kdbreemelés eredménye.

11) f(x) = (14 z)~° hatvanysora az = = 0 helyen:
Binomialis sorfejtéssel:

oo

(1+x)32<_k3):ck13x+6x21Ox3+...+<_]€3>xk+...
k=0

-3\ (-3)(3-1)(-3-2)...(-3—-k+1)

k k! '

Konvergenciassugar meghatarozasa:

(=3)(=3—1)(=3—2)...(=3—n+1)(—3—n)
(n+1)!

(=3)(—3—-1)(—=3—2)...(—3—n+1)
n!

an+1
A

-2 n+1
n+1 n+1
S~ =

—0 —1

— 1,

tehar R = 1. A konvergencia-tartomany: —1 < z < 1.

12) f(x)=(1+ x)% hatvanysora = 0 helyen:

Binomialis sorfejtéssel:

%_Oo AV 1 Lo, 5 3
(1+x) —go K —1+§$—§m —&—%x —+....



Két példa a binomidlis egyiitthatokras:

oy (3 L (3\_sG-YD_ 5 _ 1
0 1 3 \2 2! 2! 9
N\_3G-DG=-2_ (53 %5
3

A konvergenciatartomany meghatérozasa:

()14 -nt)

3! 3! 6 8l

1
Ap+1 _ (nil) — nl(n+1) % —n — % — ntl
an (3) (5)(5-1)(5-n+1) n+1| |n+1l n+l1
n n!
Innen R =1, a konvergencia-tartomany: —1 < x < 1.
13) f(z) =1In(1 + z) sorbafejtése az x = 0 helyen:
Tablazattal:
z=0
f@)=In(1+x) 0
1
!
= 1
r@=r
11 T _ _1
[ (@) (12+ R
1" ) = 2
/o (1 +6x)3
v
x —6
@) (1+ J:)6
Innen az In (1 4+ x) Taylor-sora:
- j—1 "
n(1+2) =Y (-0 T
k=1
ugyanis
1 1 2
ln(l—&—x)—l'x—?lj 51‘3_13}4—{—— =
22 23 gt oy zF
=r——+———+—...+ (-1 —
s- g -t +(=1) X

sorfejtése az x = 0 helyen:

1) [ o) = 11



Minthogy H% = {In(1 + )}, ezért az el6bbi sort tagonként differencialva
kapjuk a kivant sorfejtést:
1 _ Z (71)1@—1 ﬂi / _ i (71)k—1 o1 — Z (71)k =

14z k! Pt =

Konvergenciasugar: R = 1, tartomany: —1 < x < 1.

1
15) f(z) = 1.2 sorfejtése az x = 0 helyen.
A sorfejtéshez sziikséges derivaltak:

, _ 2x
@)=

1 (a) = 2(1-2%)° +20-2(1-2%) 20 _2-2°+8> _ 24622
(1-a2) -  (1-a2)
() = 120 (1-2%)°+ (2+62%)3(1—2%)" 20 _ 120 —120% + 122 + 362
(=2 (122

24z + 243
-
(24 +720%) (1—22)" +4 (1 —2?)” 20 (240 + 240)

v
f (37) = (1 _ $C2)8
24— 2422 + 7222 — 722* + 19222 + 1922* _
B (1+2)° a
_120z* 4 24027 + 24
GRS
Ezek értékei az © = 0 helyen rendre: f(zx=0) = 1; f/(x=0) = 0;

f"(x=0)=2; f”(x=0)=0; fIV(z=0) = 24. Innen a kérdéses Taylor-

SOr:

1 2 24
7:1—1-—952—1——;34—1—...:1+:r+ac4—|—...:E z2F,
2 i I
(14 22?) 2! 4! P

A konvergencia-tartomény: —1 < x < 1.

16) f(z) = ﬁ sorfejtése az x = 0 helyen

Mivel 5
/ xX
[ln (1—|—:U2)] = 1122

ezért In (1 + xz) soranak tagonkénti differencidlasaval nyerjiik a kivant sor-

fejtést. Vagyis a 13. feladat alapjan:



Tehat:

o
r k 2k+1
1+a22 Z (=17
k=0
A konvergencia-tartomany: —1 < z < 1.

17) f(z) = m sorfejtése az = 0 helyen.

Els6 lehet&ség:

(1 — x)~? binomialis sorfejtésével:

(1) =
k=0
Masodik lehet&ség:

oo

k=0

1

(2 ke qyk 2, 4.3 _ k
Z(k)x (D" =142432"+42%+... =) (k+1)a".

1 >, 1y
A 14. feladat alapjan. T—= = ];)l‘k sorfejtésbdl, (1 —m) = (

alapjan, tagonkénti differencislassal:

”:ikxk_l :i(k—&-l)xk.

-2 k=1 k=0
Konvergencia-tartomany: —1 < x < 1.

18) f(z) =1In(1 — z) sorfejtase az x = 0 helyen.
x

ln(l—x):—/ ! dz

1—2x

0

alapjan és

1
sorabol (17. feladat).
-z

integraljuk:
1 -
-z kzox '
Ebbdl kapjuk:
o k1 ok
In(l—z)= _Zk—i—l :—Z?.

0
Konvergencia-tartomany: —1 <z <1

19) f(z) =In (1 — 2?) sorfejtése az = = 0 helyen.
1

w s . 2% (_ p
Els6 lehetSség: 2= kz_ox (=1 <z < 1) sorbol.

€T

1n(1—x2):/%dx
0

10

1—x)

A kovetkez§ kifejezést tagonként

2



felhasznalasaval ((—2x)-szal szorozva és tagonként integralva)

1 1_ 2 Z 2m2k+1
— X

Innen: L2k42 L2+
— 2 e
In (1 x ) kzo %o 5 = kZ::

A konvergencia-tartomany: —1 < x < 1.

Masodik lehetsség: In(1—2?) = In(1—2)(1+2z) = In(l—=2) +
In(1+ ) alapjan, a In(1 —x) és In(1+ ) soranak Osszegeként. (13. és
18. feladat.)

> Lk R T
n(1 S T A
+ ) Z 3 T 5 + 3 1 + 5 +
k=1
ok 2 3 4 5
x ¢ oz ot o
m(l-a)=-S T - , 2 * 2 ¥
n(lon) ==} =y oy o
k=1
FEzen sorok Gsszege:

4 6 % 2(k+1)
In(1—a?)=-—a2-2% 2% - %7
n(l-a) = —at =25 =25 kz:%k—s—l

20) f(z) =In (1 + 2?) sorfejtése az « = 0 helyen
o0 k
In(l+4+2x)= (—1)F %, (=1 <z < 1) sor alapjan (13. feladat):
k=1
o0 2%k
1+x Z %

k=1

ugyancsak —1 < x < 1 konvergencia-tartomannyal.

1
21) f(z) =1Iny/ T Rk sorfejtése az = 0 helyen:
-z

1 1 1
In 1i_§ :§ln(l+x)—§(1—x) alapjan:

11



Innen:

1+.’£ 1 3 5 s 2k:+1
1 2x 2— 2—
Wi (e ) =X g

Konvergencia-tartomany: —1 < z < 1.

22) f(x) = arctgx sorfejtése az x = 0 helyen:

Az arkusz tangens derivaltjat fejtjiik sorba, majd tagonként integralunk:

1 o0
(arctga) = 5 = > (-1, (-1<w <)
k=0

Innen:

. 1 oo 2k+1
‘t =
arctg s / — Z

0 —
A konvergencia-tartomény: —1 < x < 1.

Irjuk fel az alabbi fiiggvények Taylor-sorfejtését az o helyen.

23) f(x) = €” sorfejtése az xg = 1 helyen:
Téablazattal:

o = 1

flx)=¢€" e

Fa=e o

" (z) =¢€" e

f/// (:L,) — e(E e

fVi(x)=e" e

Innen a kérdéses sor:

00 1 k
¢ =etgle—1)+ g @1+ +%(x—1)’€+...zzM

A konvergencia-tartomény: —oo < z < +00

24) f (z) = Inx sorfejtése az xp = 1 helyen:
Téblazattal:

12



fx)=lz 0
Fw=1
FEo=-d -
AOET EER
Mo ===-% -6

Innen az In x sora:

2 r—1)°
lnx:O—F%(I—1)+(—1)3%+(—1)4¥+

6(x—1)" k+ 1) (z — 1)
+ (_1)5 u 4.+ (_1)’f+1 M -
4! k!
oy T e
k=1 k
Konvergenciasugéar: GUAZY é -

Tehat R = 1, a konvergencia-tartomany ezek szerint 0 < x < 2, ugyanis

x = 0-nal az Inx derivéltjai nincsenek értelmezve.

1
25) f(x) = 223 — x sorfejtése az zg = 5 helyen:

Tablazattal:
o = %
f(x)=223 -2 -1
1
f(x) =622 -1 5
1 (x) =12z 6
£ (x) =12 12
fV(z)=0 0

Innen a kovetkez6 polinom adodik:
11 1 1\? 1\*
=—=+- - = 3lx— = 2({x— =
f(2) 1 + 5 (x 2) + (;l: 2) + (x 2)

1
sorfejtése az o = —2 helyen:

26) f(x) =

13



Els6 lehet&ség:

A Taylor-formula alkalmazésaval, derivilassal, tablazattal. A derivalast az
z+1

r+3 z+3
Masodik lehet&ség:

A kovetkez6 mértani sor felhasznalasaval:
Q:+1:1_ 2 Z1_9. 1
x+3 x+3 1+ (z+2)

:1—2[1—(m+2)—|—(a:+2)2—(33—5—2)34——...} -

atalakitassal végezziik.

=1+ Qi ()" (z +2)"
k=1

A konvergencia-sugar: R =1

. 2 n+1
A konvergencia-tartomany: Antl) _ (+2) —|=lx+2/<1
an (x +2)
Innen -1 <z+2<1,azaz -3 <z < —1.
1
27) f(x) = 3 sorfejtése az xg = —1 helyen:
r+1 x+3-2 2 _1 2 _1 1
x+3 x+3  xz+3 2+ (x+1) 14+
c x+1 o . . .
A maésodik tag egy q = 5 hanyadostt mértani sor 6sszege. Emiatt:
r+1 . x+1+(x+1)2 ($+1)3+ By 1)(x+1)k+
T+3 2 4 8 2k
_ i (_1)k+1 (1‘ + 1)
2k

A konvergencia-sugar: R = 2

A konvergencia-tartomany: [—1 — R;—1+ R], azaz -3 < z < 1.

1
28) f(x) = 52 sorfejtése az xp = 2 helyen:

1
A x-gal jelolt helyen a ¢ = —% hanyadostt mértani sor Osszegképletét

14



hasznéltuk fel.

f@) ==y 3 T
YT 1% 31 (@-2) 3 1+52
1l w2 (-2 2 (-2 3+ B
3 3 3 3 T
_ i (_l)n (x _ 2)n
- 3n+1

n=0

T —2
Konvergencia-tartomény: ‘3‘ <l=|z-2|<3=-1<2<5

29) Felirand6 az y = tgu fiiggvény 6-odfokn Taylor polinomja az x = 0 helyen:
Az f (z) fuiggvény Taylor-polinomja:

7' (o) £m)
1! 2!

. .+f(n) (o)

n! (= a0)"

T, () = f (wo)+ (& — o)+ o)+

a kovetkezd képlet szerint kozeliti meg az f (x) fiiggvényt:

n+1

HI = 1£ (2) = T, (0)] < 20 a0 (o)

Az egyes derivaltak:

. 2 )
% B coslzx == fo—;ca:os ol tglr =14y

% - % (1+2%) =2y

:11;7 - d% (20y) =2 (v + ")

y @ = %2 (y/2 + yy") =202y" +y'y" +yy")

d
y(s) _ a2 (2y/y// + y/y// + yy///) -9 (3y”2 + 3y/y/// + y/y/// + yy(4))

d
y(6) _ E (Gy//Q + Sy/y/// + ny(4)) _ 12y//y/// + Sy//y/// + 8y/y(4) + Qy/y(4) + ny({i)

15



Az egyes derivaltak értékei az x = 0 helyen:

0)=0
y(0)=1
y"(0)=0
y" (0) =2
y™ (0)=0
y™ (0) =16
y“(0)=0
Innen a Taylor-polinom:
3 25 29
Ts (z) = Ts (z) = F+2 §+16 5——x+§+ﬁx

30) Irjuk fel az y = cos? z fiiggvény Maclaurin sorat!

L2 A . 22
cosz=1-— §+E+ 4+ (-1) (2n)!+'“
Ezzel a kérdéses sor némi atalakitas utan:
1 32 1 1
y:COSQQ;: 7—"_020& i = 5 +§COSQI‘:
1 1 221,2 24.134 n 2271x2n
=—+-(1- _ .. -1
2*2( 2 T +(=1) (2n)!>

Ez a sor is konvergens a —oo < = < oo szdmkozben, mert a maradéktag

(2)"
n!
(Valtakozo el6jeld sor esetében a hiba kisebb, mint a legels6 figyelembe nem

vett tag.)

0-hoz tart, ha n — oo. Ugyanis tetszéleges x esetén

— 0, ha n — oo.

Hasonlé médon adodik, hogy

2132 8.134 _ 2271 1£E2n
g2, e o _\n—l2 &
sin“x = +...+ (-1 2n)!

21 I +...

sor is a —oo < & < 0o szamkozben konvergens.

1
31) Felirand6 az y = ——— fiiggvény Taylor-sora (z = 0 helyen).
V1— 22

16



A binomialis sorfejtés értelmében:

ﬁ = (1-2%)° = <_02) ! (_12> =)+ <_22> o) bt
T DI T D
+(,2) o) = P () R ()
1 1.3 1-3---(2n—1) ,,
:1+§x2+ﬂz4+...+mxz

A sor a —1 < x < 1 intervallumon mindeniitt konvergens.

32) Szamitsuk ki az y = ch4ax hatodfoka kozelité Taylor-polinomjat a 0 hely
kozelében!

A sziikséges derivaltak és azok értékei az x = 0 helyen:

z=0
f(z) = chdx 1
f'(xz) =4shdx 0
f" () = 42 ch 4z 42
" (x) = 43sh4dx 0

fV) (z) = 45 sh4x 0

fV) (z) =4*chdz 4%
fovVD

(r) = 45 ch4x 46

Innen a Taylor-polinom:

42 44 46
TG (1’) =1 + 51’2 + 5134 + EQTG
Ugyanehhez az eredményhez jutunk, ha az y = ch u sordban u helyett 4z-et

frunk:

w2 ut ub

Tﬁ(u)zl‘i‘g‘i‘]*‘g,

ahonnan egyszert behelyettesités utan kapjuk a kivant sort.

33) Meghatarozando az y = e fliggvény 2n-edfoki Taylor-féle polinomja a 0
hely kozelében.
Az y = e* Taylor-polinomja v = 0-ra ismert:
2 n

eu:1+g+u7+._._~_u7+._._
172 nl

17



Itt uw helyébe (—x2)—et helyettesitve:

Ty (z) = 1+ (_13; ) 4 (_;) Fo+ (_z!) :

tehat a kérdéses sor:

T () =3 (-1 &)

k'
k=0

34) Hatarozzuk meg az y = In x n-edfoku polinomjat az 1 pont kérnyezetében!

o — 1
f(x)=lnzx 0
fio)=1 I
f'(z)= -3 -1

f® (z) = (_1.)"+1 L2l _qyntl g ..2 co(n=1)

xn

Ezek alapjan a Taylor-polinom:

1 1

Tn(x):ﬂ(x_m_E(x—1)2+§i(x_1)3+...+
n+1 n—1)! n - 1 x_lk
+ (=) %(w—l) :I;(_n“ %

Néhany fontosabb fiiggvény végtelen Taylor-sora és

konvergencia-intervallumai:

ok
. ezzzx—’, (—o0 <z < 400)
k=0
i 2k+1
. kX
e sinx = Z(fl) ik (—o0 <z < 400)
k=0
o0 .z
® cOST = Z (-1) o (—o0 <z < 400)
k=0 '
o 2k+1
° shx:k_ (2k+1)"( 00 < T < +00)

18
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oo
ka

) chac:Z

(—o0 <z < 400)

'7
k:o(Qk)'
- f—1 "
In(1 = -1 —, (-1 1
eln(l4+z)=>) (-1) = (Fl<z<)
k=1
1. 142 = z?kf!
oarthx:§lnl_x:k;)2k+1,(71<x<1)
35) Meghatarozando Ty (x), ha f (z) = ——
eghatarozando x), ha f(x) = .
s * Vi+z
1 1 1
Mivel ——— = (1 + )2, ezért a kitev6 n = —=. A binomialis egyiitthatok
Vit ( ) 2 8y
kiszamitasa:

)-()-
()-5-m-() -
ARICTRCTCEN.
()-iesti=n_ COC ko

4 1-2-3.4 16 4
5 3_ 5 T_3
16 4 16 8 128
Tehat a Taylor-sor:
1 5 35
Ti(z)=1—-x+-2®— —a*+ ——a*

36) Meghatarozandé az e értéke két tizedes pontossaggal.

Az f (x) = e” sora az xp = 0 helyen, és x = 1-et helyettesitve:

IR 1
e=l+q+g+ o t—+..

A két tizedesjegyi pontossag matematikai feltétele:

1 1 1
e—o+u+m+m+mN=H<Qm5

19



A hibaképlet szerint:

|‘riz0|n+1 n
ne s )

tehdt minthogy zp =0 és x = 1, f**! (x) < 3 a (0, 1)-ban, ezért

I 3
H< 3= < 0,006 =5-1073,
(n+1)! (n+1)!
tehat 2000
S5 =600 < (n+ 1)L
ahonnan n = 5, hiszen (n + 1)! = 6! = 720. T} (z)-szel szamolva:
z  x2 23 ozt 2P 1 1 1 1
Ty (z) = 1 Sl A T | — =
e TR T R TR E A R VI U

=2+0,540,1667 + 0,0417 4 0,0083 = 2,7167

37) Mekkora szakaszon helyettesithets az y = chx gorbe masodfoku parabolé-

val, ha eléirjuk, hogy a hiba kisebb legyen, mint 5 - 10737
A hibatag:

2 4 4 riae
chx—<1+2|)‘§@r(r(}am>)<chx<zpe < 1 < 0,005.

A helyettesités azon az —zg < x < xg szakaszon teheté meg, ahol xg kielégiti
az

z43% =41.0,005, azaz a £*3% = 0,120

egyenletet. Ezt csak kozelit§ modszerrel lehet megoldani, mely alapjan zq
0,5 és 0,6 kozé esik.

Fourier-sorok

Lényegében elegendd, ha csak a 27 szerint periodikus fliggvények Fourier-soraval

foglalkozunk. A Fourier-sorfejtés az adott 27 szerint periodikus fiiggvény az

alabbi fiiggvénysort jelenti:

f(x) =ao+ Z (ay, cos kx + by sin kz) ,
k=1

20



ahol az egyes egyiitthatok:

2
1
a0 =5 /f (z) dx
0
1 2m
ar = — | f(z)coskxdx
™
0
1 2m
b = — | f(z)sinkzdax.
™
0

Konnyen belathato, hogy paros fiiggvények esetében b, = 0, valamint paratlan
fliggvények esetében aj = 0.

1) Legyen f (z) =z, ha—m <z <mwés f (z+2kr) = f(z), (k=0,£1,£2,...).
Abréazoljuk f (x)-et és irjuk fel a Fourier-sorat!

™ y
0
-7 0 ™ 27 3;7 4 5w
Az egylitthatok:
17 1 227"
ao = o rdr = {2}_ﬂ20
1 f 1[ sinkz]™ 1 [sink
ak:f/azcoskxdx:f xsm x _7/8111 xdx:
T T k . T k
1[ sinkz]™ 1 coskz?]”™
— |z — | = =0.
T k e T k e
—_————
0

21



A b egyiitthatok:

™ T

bk:*/xsinkxdx: B +7/005 x
! g kol 'm) ok
- — -7

1{,77%,”%}
= coshm 2 Hzx} =g coskr
—
0

A Fourier-sor tehat:

sin2x  sindzx 1 sinnx
=2 |sinx — — 4. —pntt 2
f(x) [bln:c - + 3 +...+(-1) -
_ _ sinnx.
;( ) —

,ha —m<2<0

O 6 j—
s o ha0<z<na OF@=[(@t2km),
).

2) Legyen f (z) = {
(k = 0,+1,+2,.

Fourier-soréat!

22

dx

Abréazoljuk az f (x) fiiggvényt, és hatarozzuk meg a



Az egyiitthatok:
a—l/ﬂf(x)dm—l/w dx—i[x]ﬂ _7r2—0_i
0= on Top ) T T M T T T

—T

s

1] 17 1 [wsink
ak:/f(m)coskmdx:/wcoskmdx:[Wsm x} =0
T m k 0

™

17 - 1 [ —coska]™
b, = f/f(q:)sink:xdx:f/ﬂsinkxdx:f [WCOSI] =
s 0 0 k 0

1 0 ,hak pa
= ~[—coskr+1] = ; , la K paros '
k 2, ha k pératlan

A Fourier-sor:

™ sinz  sin3z sin(2n+ 1)z
=—-42 i ——+ .. ) =
f(z)2<1+3++2n+1+>
T >~ sin (2n + 1) @
=Dy T T
2 T; 2n+1

0 ,ha —m<x<0
3) Legyen f (x) = 8 TTSEST o f(x) = f(z+2kn),
z ,hal0<z<nm
(k = 0,41,42,...). Abrazoljuk az f (z) fiiggvényt, és hatarozzuk meg a

Fourier-sorat!
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Az a egyiitthatok:

- - 1 [22]7
ao—%/f(x)dx—%/mdx—%{2h—
-7 0

I

T

: / ! 0 ha k pa
ak:*/f(:c)cosk:cdx:f/xcoskzdx: U a k paros
ﬂ- " 0 ——% , ha k paratlan

T

A b egyiitthatok:

™

17 1 -
bk:—/f(x)sinkmdx: /xsinkwdx:{

T ™

g 0

A Fourier-sor:

, ha k paros

= =

, ha k paratlan

2 1 2 1 1

fx)= 27; cosx+sinxf§ sin 2z — %cos3x+§sin3x71 sindx+—....

—7m ,ha —m<z<0
z ,hal0<z<m

(k = 0,41,42,...). Abrazoljuk az f (z) fiiggvényt, és hatdrozzuk meg a

Fourier-sorat!

4) Legyen f (x) = { és f (@) = f (@ + 2km),

-7 i

- 0 n 2m 3 4m 5

A részletes szamitasok nélkiil kozoljiik az eredményeket.
Az a egyiitthatok:

o
apg = —5

_ lcosnm—1 0 , ha n paros
fn = m n? B 7# , ha n péaratlan

24



A b egyiitthatok:

1 1y )
b, = — (1 —2cosnm) = " a n paros
! =, ha n paratlan

A Fourier-sor:

2 1 2 3
f(x) = T Zcosz+3sing — ~sin2r — — cos3z + Ssindz —....
4 2 I 3

—r ,ha0<z<m

5) Legyen f (x) = és f (2) = f (@ + 2km),

—x ,han<z<2rm
(k = 0,41,42,...). Abrazoljuk az f (z) fiiggvényt, és hatarozzuk meg a

VS

Fourier-sorat!

—2r L

Az egyiitthatok:

S
=
|

, ha n paratlan

, ha n péaros

, ha n paratlan

S
3
|

S

3

I

—_—— —— O

|

d

3|

OI\D

o S

, ha n péros
A Fourier-sor:

4 4 4
f(x)=——cosz+2sinz — —cos3z + —sindz — +....
T 9 3

6) Legyen f (z) = 2, ha x € |-, 7] és f (x) = f (x + 2kn),
(k=0,+1,+2,...). Irjuk fel a Fourier-sorat!
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A fiiggvény paros, tehat b, = 0.

, ha n paratlan

$

I |
|
o Sk

, ha n péros
A Fourier-sor:

f@ =T a3 L
xTr) = 3 P nZCOS’I’LZ‘.

0 ,ha —7w<z<0
7) Legyen f (z) = oTsTE

é = 2k
2 ha0<e<n és f () = [ (z+ 2km),

(k=0,+1,42,...). Irjuk fel a Fourier-sorat!

T
ag = 3
2
a, = ()" =
n ( ) TL2
b —= , ha n paros
" - ﬁ , ha n paratlan

A Fourier-sor:
2 4 2
f(x):£—2c08x+ I — sin:z:—l—fcost—zsian——i-....
3 T 4 2

8) Legyen f (z) = |sinz|. Irjuk fel a Fourier-sorat!
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A |sinz| paros fiiggvény, tehat by, = 0. Az a egylitthatok:

s

1 [ 1 1 2
aozﬂ/\sinﬂ dx:;/sinxdx:f[—cosx]gz

™ ™
0
by

s
1 . 2 . *
ar = — [ |sinz|coskxdr = — [ sinxcoskxdzr =
m s

- 0
« 2 —(coskm +1) = B 0 , ha k paratlan
™ kigl —ﬁ , ha k paros

A x-gal jelolt egyenlGség részletesen:

. . sinkx sin kx
sinz coskxr dr =sinz — | cosx dx =
SN—— k

k
[sinka]’ ~——
k coskz ]’
[ k2 ]
. sinkz cosk:cJr 1 . f d
=sinz — Ccosx — [ sinz cos kx dx.
k k2 k2

Az els6 és utolso kifejezés egy egyenletet alkot, amibgl atrendezéssel megha-

tarozhato a x-gal jelolt egyenléségben a hatarozott integral:

1\ [ . . sinkx coskx]™ —(coskm +1)
(1— k'2) /smxcoskxdx: [smx 3 + cosx 2 ]0 = 2
0

Vagyis a Fourier-sor:

. 2 4 cos2kx
|Sln$|—;7;;4k2_l.

sinr ,ha0<z<m
Legyen f(x) = 0 han <z <27

(k=0,+1,42,...). Irjuk fel a Fourier-sorat! Az ag egyiitthato:

és f(x) = f (z + 2knm),

17 1 [ 1 1
ao—%/f(x) dx—% smacdx—g[—cosx]o—;.
-7 0
Az ay, egyiitthatok meghatérozasihoz felhasznaljuk az el6z6 feladat *-os at-
alakitasat:

T
1 . 2 [ *
ar = — [ |sinz|coskxdr = = [ sinxcoskzdr =
7r T
—7

0
« 1 —(coskm+1) 0 , ha k paratlan
T k-1 B —m , ha k paros
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A by egyiitthatokat hasonloan fogjuk meghatérozni, azzal a kiilonbséggel,
hogy a hatarozott integréalra felirt egyenletnél az atrendezésnél k # 1 kiko-

téssel kell, hogy éljlink:

17 -
bk:f/f(x)sinkxdx:f/sinmsinkxdx.
7r T

0

A sin z sin kx primitiv fiiggvénye:

. . . coskx cos kx
sinz sinkx dx =sinz [ — + [ cosx dx =

[7 Coikm]l sin ka1’
[ k2 ]
. cos kx n sinkx+ 1 / . ke d
=sinz | — CcoST——— + — [ sinzsinkz dzx.
k k2 k2
Innen atrendezéssel (k # 1):

cos kx sin kx
Ccos T T

1
(1 — k;2) /sinxsinkxd:p = —sinx

Ebbdl a hatarozott integréllal a by egyiitthatok (k # 1):

k2
™

1 W, ) & (cos z sin kx — k sin x cos kx) "
by = f/smxsmk‘xdx: T -—=0.
™
0

k2 0
Ha k = 1, akkor a by egyszertibb, és rdadasul nem 0, vagyis ez egy lényeges

kikotés volt:

s

s
2_

1 T 1 ﬂl—cosx 1|z sin2x 1
by = — nzdr==- | ———Zdeg == |2 — =—- .
1 7T/smxac 7T/ 5 x 77{2 4]0 - 5

0 0

Tehat a Fourier-sor:
cos 2kx

1 1. 2 &
flo) = +gsmat 20 T

10) Legyen f (z) = sin? z. Hatarozzuk meg a Fourier-sorat!
A fiiggvény paros, tehat by = 0. Az ag az el6z6 feladat alapjan:

17 1/ 1
aoz—/Sinzxdxzf/sin%cda::f.
2T T 2

—T 0

Az aj, egylitthatok:
T

1 .
ar, = — [ sin?zcoskzdz
T

—T
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T

71— cos?
/sin2xcoskxdx:/¥coskxdx:
0

N |

/ coskxdr—
0

K

0
17 1 [sinkz]" 1
— */COSQ!ECOSkxdx _ o | —*/COSQxCOSk(de.
2 2 ko ]y 2
1 —_—— 0
0
Az eredményben szerepl§ hatarozott integralt hasonldéan hatarozzuk meg,

mint az el6z6 két feladatban:

L . k T T( . k

/cos 2x coskx dr = |:COS szm m] +2/Sin stmk x dx =
0

0

e k
[smkk:c] _O,_/
2 [ P _coskz]™ 4 [
= %/sinlﬂ sinkx dx = T [sin2:1:C(]):$}0 —l—ﬁ/cos%ccoskmdx.
0 [7coskka:]/ 0
0

Az els6 és utolso kifejezést egyenl6vé téve és atrendezve — a k # 2 kikotéssel

élve — az alabbi egyenletet kapjuk:

4 U
(1 — k;2> /cos2xcoskxdm =0.

0

s
Innen az kovetkezik, hogy k # 2 esetén [ cos 2z cos kz dz = 0, vagyis aj, = 0.
0

Ha azonban k = 2, akkor az egyiitthato:

™ ™
1 1 /1 4 1 indx]"
GQZ—*/COSQ2$dLL’:—*/MdZ‘:—* x+51n =
T T 2 T2 8 o
0 0
1 1
T 22
Osszefoglalva: aO:%,alz(), ang%,agzo,...,akzo. A Fourier-sor:

1 1
2
= = — — — 2
f(z)=sin"z 5 ~ 5 cos2a,
vagyis a sor egy véges trigonometrikus polinom.
11) Legyen f () = sin® z cos 2x. Hatarozzuk meg a Fourier-sorat!

Az f (z) fuggvény paros, ezért by, = 0. Az ag egylitthato:

1 1 1
ag = — sinzxcos2xdx:f/sin20052xdx:—f,
2 T 4

- 0
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ugyanis

T

[1—cos2 [ cos? [ cos?2
/SinQJJCOSQ.’L‘dx:/#COSQCEdJ}:/COS x —/COS2 xdx:
0 0 0 0
sin2z1™ 1 [ sin2x x sindz]”
= - = 1 4x) dx = - — =
[4}0 4/(+cosx)a:{4 1 16]0
0
m 7T
=0—-——-0-0+0+0=—-—.
4 O 4
Az aj, egylitthatok:
1 . 9 2 . 5
ar = — [ sin”“xzcos2x coskxdx = — | sin®x cos2x cos kz dz
7r_7r T ) y
. El6szor egy atalakitast végziink el az intergrandusban:
. 9 1 — cos2x cos 2x — cos? 2x cos2x — %
sin“xcos2r = ———
2 2
_cos2x 1 cosdx
2 4 4
Ezzel az eredeti kifejezés:
2 [ 1] 1] 1]
ar=— [ Ide=— | cos2zxcoskxrdx —— [ coskrxdr —— | cosdxcoskxdx.
T 7r 7r T
0 0 0
N
T hak=2 [=5=]5=0 T hak=4
0 ,hak#2 0 ,hak#4
Tehéttaoz—%,al =0, a2:%,agz(),cu:—i,%:07a6:0,...,ak:O.
Vagyis a Fourier-sor a
1 1 1
sin? z cos 2z = ~1 + 5 cos2x — — cosdx
véges trigonometrikus polinom.
12) Legyen f (x) = sin4z. Hatéarozzuk meg a Fourier-sorat!
A fiiggvény paros, tehat by = 0. Az ag egyiitthato:
s s 2
1 1 1 1-— 2
a():f/sirflxdsc:7/[sin2x]2dx: / L cosey dx =
2w T ™ 2
- 0
17 1 1T 4
= (1 —2cos2z + cos® z) dxzﬂ[xfsirﬂx]o+ﬂ/$dxf
0 0
1[ .2]ﬂ+[m]ﬂ+ sinda ™ 1+ 40 3
= — [r —sin2x — == =—.
4 0 8mlo 32 |, 4 8

30



A t6bbi ai kiszamitasahoz az alabbi atalakitast hasznaljuk fel:
4 (1—cos2z\® 1-—2cos2y tegsdr

sin®x = 5 = 1 =3 5¢

Ezzel az ay egyiitthatok:

1
0s 2T + 3 cosdzr.

™

1 3 17 17
ap = f/sin4xcoslmdx: — [z]~ ——/cos2xcoskxdm+—/cos4xcoskxdx,
m 8T T 27 8T

—T

0 ,hak#2 0 ,hak#4
1 _ 1 _
-3 ,hak—? 3 ,hak—4
ahonnan ag = %, a1 =0, ax = %, az = 0, a4:—%, as; =0, a6 = 0,...,

ar = 0. A Fourier-sor a

sintz =

| w

1
cos2x + 3 cosdx

N | —

véges trigonometrikus polinom.

13) Legyen f(z) = €, ha 0 < 2 < 27 és f(z+2km) = f(z), (k=0,£1+
2,...). Allitsuk el6 a Fourier-sorat!

2m
1 T 1 z12m 1 27
aozﬁ/e dx:%[e]o Z%(e -1)
0
2m
1 1 1
ak:;/e‘”coskxdxze P IR
0

ugyanis

/eIcoskxdx:ewsmkx —l/exsinkxdx:

k k
B zsinkx+ gcoskz 1 * coskrd
= — ¢ 2| € zdx.

Innen az eredeti integral meghatérozhato atrendezéssel, azaz a kiévetkezd

egyenlet megoldasat kell visszairnunk az ag-ra felirt kifejezésbe:

1 sinkxr coskx
1 x — x
( +k2>/e coskxdr =e { 3 +7k2 },

ahonnan koévetkezik, hogy

27
l/ ® cos ke d L[ et sinkx+c0skx e
o AR T FIFR N Ry 2 -
0

0

1 e’r 1 1 1 em —1
[ [ - —_ = - = Q.
r\l+% B 1% ) ®@rnr "



A by, egylitthatok:
2

1
b = f/exsinkxdsc
T

0

. Az integral primitiv fliggvényét ismét egy egyenlet felirasaval kapjuk meg:

5 k 1
/ezsinkacdat::—e“”COb x—|—f/excosk;xdx:

k k
wcoskx_’_ LSinkz 1
EC TR R

e” sin kx dz,

ahonnan az egyenlet:

K2 +1
k2

L COS kx oo Sin kx
k k2

/ex sinkxdr = —e

vagyis az egylitthato:

1 < (sinka_kcos k) 1 7 Eoo /e 1
SR A =ES U 2R m '

k2
A Fourier-sor pedig;:

1 o0

, ™1 k ksink
R [ ZCOS x sin kx

2 2
T 2 k:11+k 1+k

Nem 27, hanem 2/ szerint periodikus fliggvények Fourier-sorba fejtése:

14) Legyen f(z) =z, ha 0 <x <1,és f (v +k) = f(2), k € Z. Allitsuk els a
Fourier-sorat!

A periodus: 2] = 1. Ezek szerint az egytitthatok:

1
1 21" 1
a0:2l/f(m)dm:/xda:={2}022,
0

0
21 1
1 T
ak_7/f(q:)cos—dm:2/m0052k7m:dx:0,
0
) 21 i 1 1
b, = 7/f(a:)sin%xdac:2/:rsin2k7mcdfr=—E,
0 0
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ahol felhasznaltuk az alabbi integralokat:

h - L1
/a:cos?knrzdx: xSln?sz] 7/811121?#93 4y —
0
0

| 2km 2km N
~————— 0
0

1
| cos kaﬂ o 1-1
| (2km)? |, (2km)°

: 1
[ 2k 2%
/xsianm;dx = _mcos 77517] /cos mc
0
1

0 L

_;1+ sin2kmx | L
T %%k (2k7r>2 0_ 2k’
0
Innen a Fourier-sor:
1 1 o= sin kz
f@) =5 EZ k

15) Legyen f(x) = 2%, ha —1 < 2 < 1és f(z+2k) = f (), k € Z. Allitsuk
el a Fourier-sorat!

A fiiggvény paros, tehat by = 0, a periodus 21 = 2, azaz [ = 1. Az egyiittha-
tok:

apg =

1
ik 1 ik
k—Q/x coslmr:rdx—Q[ 25 wm] —Q/szm dex:
kr |, km

N -
[N}
o\
8
o
o,
8
|
O\H
8
]
o,
8
|
| —
wl| &,
—_
o =
Wl =

0 —_— 0
k / bra 1)F . 4 inkre] (—1)F-4
cos kmx coskme | -1)"- sin kra -1)"-
[x + / L2n2 [ (km)? L k22
0 —_——

0

A Fourier-sor ezzel:

4 & k
722 COS mr

CO\*—‘



