2. gyakorlat - Hatvanysorok €s Taylor-sorok
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1. Adjuk meg az itt szerepl§ sorok konvergenciasugarat és konvergenciainterval-
lumat!
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A konvergenciasugar meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meghataroz-

nunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 1. Az biztos, hogy a (-1,1) nyilt
intervallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg

kell még vizsgalnunk.
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A fenti sor divergens, mivel nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele
(az éltalanos tag 0-hoz tartasa).
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Az el6z6hoz hasonldan ez a sor is divergens lesz, hisz itt sem teljesiil a
konvergencia sziikséges feltétele. Tehat a konvergenciasugar 1, a konver-
genciaintervallum: (-1,1).
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A konvergenciasugar meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meghatéroz-
nunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara oo, a konvergenciaintervallum: R.
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A konvergenciasugar meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meghataroz-

nunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 1. Az biztos, hogy a (-1,1) nyilt
intervallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg

kell még vizsgalnunk.
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A fenti sor konvergens, ami majordnskritérium segitségével lathato.

Ez a sor is konvergens lesz, hisz Leibniz tipust (az altaldnos tag abszolut
értékben monoton csokkendleg tart a 0-hoz). Tehat a konvergenciasugar 1,
a konvergenciaintevallum: [-1,1].
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A konvergenciasugdr meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meghataroz-

nunk.
Anal Vn? +3

= " 51
Gn Vi + 12 +3

Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 1. Az biztos, hogy a (-1,1) nyilt
intervallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg
kell még vizsgalnunk.

x=1 i;
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A fenti sor divergens, ami minordnskritérium segitségével 1athato.
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Ez a sor is konvergens lesz, hisz Leibniz tipust (az altaldnos tag abszolut
értékben monoton csokkendleg tart a 0-hoz). Tehat a konvergenciasugar 1,
a konvergenciaintevallum: [-1,1).
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A feladat megoldasa elott at kell alakitanunk a fent megadott sort ténylege-
sen hatvanysor alakba.
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A konvergenciasugar meghatarozashoz a kovetkezd hatarértéket kell meghataroz-
nunk.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara %. Az biztos, hogy a (%, %) nyilt

intervallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg
kell még vizsgdlnunk.
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A fenti sor divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
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Ez a sor is divergens lesz, mert nem teljesiil a konvergencia sziikséges

feltétele. Tehat a konvergenciasugar 1—16, a konvergenciaintevallum: ( %, %).

2. Mely x-ek esetén konvergens az
1 1( 3)+1( 3 4.+ 1n( 3"+
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végtelen sor? Mi a sor Osszege? Melyik sort kapjuk tagonkénti derivadlassal?
Mely x-ek esetén konvergens az dj sor?
A fenti sort irjuk fel szumma alakban:
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Ebbdl mar egyszertien megallapithatjuk a konvergenciasugart a kovetkezd hatarérték

meghatdrozdsaval.
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Azaz a hatvanysor konvergenciasugara 2. Az biztos, hogy a (1,5) nyilt inter-
vallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg kell még

vizsgdlnunk.
x=1
n=0

A fenti sor divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
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Ez a sor is divergens lesz, hiszen itt sem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
Tehat a konvergenciaintervallum: (1,5).
A sor 0sszegének meghatarozasdhoz a geometriai sor 0sszegképletét hasznaljuk.
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A tagonkénti derivalassal kapott dj sor:
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A konvergenciaintervallum meghatarozasdhoz itt is a kovetkezd hatarértéket kell
megvizsgalnunk.
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Azaz a hatvdnysor konvergenciasugara 2. Az biztos, hogy a (1,5) nyilt inter-
vallum része a konvergenciatartomanynak, de a hatarpontokat is meg kell még

vizsgalnunk.
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A fenti sor divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

x=5 i(—l)"n
=1

Ez asoris divergens lesz, hiszen itt sem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
Tehat a konvergenciaintervallum itt is: (1,5).

3. Hatédrozzuk meg az f(x) 4ltal (a jelzett helyen) generdlt Taylor-sort!

(@)
f(x) = x> —2x+4, a=0

Fx)=32-2  f0)=-2



ff)y=6x  f7(0)=0
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f(x) = 0Vn >4

Tehét a keresett Taylor polinom:
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Ebbdl azt a kovetkeztetés vonhatjuk le, hogy polinom Taylor-sora énmaga.
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Teljes indukcidval igazolhatd, hogy a fenti f fiiggvény n-edik derivaltja a

kovetkezs alaku: (—1)"( 1!
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f ( ) +2

FP) = (1" + !

Ennek segitségével mar egyszertien felirhat6 a Taylor-sor.
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A fenti f(x) fliggvény n-dik derivéltja:
fMw=e fPR)=¢

Ennek segitségével mar egyszerien felirhat6 a Taylor sor.
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T(x) = Z —(x 2y
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f(x) =1In(1 + x), a=0

A fenti f(x) fiiggvény n-dik derivéltja:
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Ennek segitségével mar egyszeriien felirhat6 a Taylor sor.
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(e)

f(x) = arctan 2x, a=2

A fenti f(x) fiiggvény derivaltja:

fx= )

1+ 4x2

Ezen fiiggvény Taylor sorét fel tudjuk irni egyszeriien, se ebdl tagonkanti
integrdlassal megkapjuk az arctan 2x fiiggvény Taylor-sorit is.
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[gy mér egyszertien felirhat6 a Taylor-sor:
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4. Adjuk meg a fiiggvények Taylor-sorat az x=0 helyen!
A feladat egyszerfien megoldhatd, hogy ha ismerjiik a nevezetes fiiggvények
Taxlor-sorat. Amennyiben nem emléksziink rajuk, gy a fenti feladatban leirt
mddszerrel dolgozzunk!

(a)
f(x) = xe*
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f(x) = xcosmx
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flx) = xcos? x

A megoldis sordn felhasznaljuk a kovetkezd linearizalé formulit: cos? x =

1+cos 2x
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(d)

1
f(x)=m



A feladat kéféle médon is megoldhat6. A binomadlis sor képletének fel-

haszndldsval, vagy az ]TIX sor onmagdval vett Cauchy-szorzataként. Itt most
az elsé valtozatot hasznilom.
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5. Irjuk fel a megadott fiiggvények binomialis soranak elsé négy tagjat!
A feladat megolddsa sordn a binomidlis sor kovetkez§ dltaldnos alakjat hasznaljuk:
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fx)=(1-2x)°
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6. Sorok segitségével szamitsuk ki a hatarértékeket!
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In(1 + x?)
x>0 1 —cosx
A keresett hatarérték: 2.
7. Sorok segitségével adjunk 10~ pontossdgi becslést az aldbbi hatdrozott inte-
gralokra!
Minden esetben a fiiggvények 0 pont koriili Taylor-sorat hasznéljuk kozelitésként.

Minden esetben elég a sor elsé harom tagjat tekinteniink, ugyanis akkor mar a
megadott pontossagu lesz a kozelitésiink.
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Az integral utdni fliggvény Taylor polinomja:
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A Taylor-sor ismeretében most mar kozelithetjiik a fenti integralt.
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Az integral utdni fliggvény Taylor polinomja:
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A Taylor-sor ismeretében most mar kozelithetjiik a fenti integralt.
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A Taylor-sor ismeretében most mar kozelithetjiik a fenti integralt.
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