HATARERTEKSZAMITASI FOGASOK KETVALTOZOS FUGGVENYEKRE
( Osszedllitotta: Csorgd Istvdn, 2009. )

Ebben az iratban olyan fogasokat ismertetiink, melyeket jél hasznosithatunk
a kétvaltozos fiiggvények hatarértékének kiszamitasanal. A jegyzettel 0sszhangban
csak véges helyen vett véges hatarértékekkel foglalkozunk.

A feladat a kovetkezo:

Adott az f R? — R tipusu fiiggvény, tovabba a Py(xg,yo) € R? pont,
melyrdl feltessziik, hogy az f értelmezési tartomanyénak (D g-nek) torlédési
pontja.

Kérdés, hogy létezik-e a

lim  f(z,y)

(z,y)—(x0,y0)

véges hatarérték, és ha igen, akkor mennyi.

1. (konstansfiiggvény) A konstansfiiggvény hatérértéke minden pontban
a helyettesitési érték. Fz a hatarérték definiciéjabol azonnal kovetkezik
(e-hoz barmely § > 0 j6). Tehét a konstansfiiggvények folytonosak.

2. (Lipschitz-tipusi becslés) Azt, hogy (lim) f = L sokszor igy bizonyitjuk:
0,0

Az | f(z,y) — L] eltérést feliilrél becsiiljiik a véaltozdk ||(z, y) — (zo, yo)||
eltérésének valamely O-hoz tarté figgvényével, pl. ||(z,y) — (zo, yo)|]
konstansszorosaval (1d. jegyzet 24. oldal, Lipschitz-folytonossag),
azaz bebizonyitjuk, hogy

[f(z,y) = LI < K - [[(z,y) — (20, %0)l]
A becslés soran sokszor felhasznaljuk az aldbbi észrevételt:
V(a,b) €R*: lal <||(a,0)]] & [0 <[|(a,D)]l.  (1.1)
melyek egyszeriien igazolhatok. Példaul az elso:
la| = Va2 < Va2 + 12 = ||(a,b)]].

Az egyenlétlenségek geometriai tartalma az, hogy a derékszogii haromszog
befogdinak hossza legfeljebb akkora, mint az atfogdé.
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Példa:

Vegyitik az z-tengelyre valé meroleges vetitést:

fle,y) =2z ((z,y) e R?).

Tetszéleges (o, o) € R? pontban a hatarérték xo, ugyanis:

(2, y) — xo| = |& — xo| <||(z =20, y = wo)ll = [|(z, y) = (w0, 50,

tehat teljesiil a Lipschitz-tipusu becslés a K = 1 konstanssal.

Az z-tengelyre valé merdleges vetités tehat folytonos fiiggvény. Ha-
sonldan igazolhatd, hogy az y-tengelyre valé meroleges vetités is folytonos.

(Kissé bonyolultabb az elézénél.)

_ % — xy?
hm —_— =
(z,y)—(0;0) 22 + y?

9

ugyanis:
ad -y ol = |23 — xy?| < |z + |z - |y|? <
22+ 42 2% + o2 22+ 42

G, )1 + )l - )l 2- (I y)l°

< ERIE = Mg~ 2 Ievlli=

=2 ||(z,y) — (0; 0)Il.

Az els6 becslést a haromszog-egyenlétlenség, a masodikat pedig a (1.1)
egyenlotlenség alapjan végeztiik.

. (felépités) A hatarérték és az algebrai miiveletek kapcsolatat kife-
jez6 szabdlyok (6sszeg, szorzat, hdnyados hatarértéke) alkalmazdsdval
egyszeriibb fiiggvényekbol bonyolultabbakat épithetiink fel. Nem al-
kalmazhaté a mddszer, ha f egy olyan tortfiiggvény, melynek szamléléja

is és nevezdje is 0-hoz tart (6 tipusi hatarérték).

. (folytonossag) Ha az f fiiggvény a vizsgdlt (o, yo) helyen folytonos (pl.
folytonos alapfliggvényekbdl épiil fel folytonossagtartd miveletekkel:
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Osszeg, szorzat, hanyados, kompozicid), akkor hatarértéke nyilvanvaléan
a helyettesitési értékkel egyenlo.

Példa:
2 3 7
Az f(x,y) = % fiiggvény az alabbi médon épiil fel folytonos
s —aYy
alapfiiggvényekbol:
_ 9192+ G3-91+ g5
9292+ 9o * g4
ahol
g1($,y) :27 92<I,y) =, gg(x,y) = 9,

g4(x>y) =Y, gS(xvy) = 77 96($7y) = _5a

ezért

lim  f(z,y) = f(3; 2) = —19.

(z,y)—(3;2)

. (az értelmezési tartomdny felosztdsa) Az egyvaltozés fliggvények bal
és jobb oldali hatarértékének kétvaltozos megfeleljeként alkalmazhato
az alabbi eljaras:

Az f értelmezési tartomanyat felosztjuk két halmaz unidjara:
Dy=AUB

ugy, hogy az (zg,yo) pont mindkét résznek torlédasi pontja legyen.
Jelolje g az f fliggvény A-ra, h pedig a B-re vald lesziikitését.

Ha
lim g= lim h=1L,

(w0,y0) (w0,y0)

akkor lim f = L.

(z0,y0)

Példa:

Tekintsiik az alabbi feladatot:

lim 2 o
(z,y)—(0;0) Y
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Szeretnénk a tortet x-szel béviteni, hogy alkalmazhassuk az egyvéltozds

. sinzx
lim =1
z—0

nevezetes hatarértéket. Ehhez azonban fel kell tenniink, hogy = # 0,
azaz az y-tengely pontjait masképpen kell kezelniink.

Legyen tehat A az értelmezési tartomanynak az y-tengelyen kiviili
része, B pedig az értelmezési tartomanynak az y-tengelyre eso része,
azaz:

A={(z,y)|z#0, y#0},  B={(0,y) |y #0}.

Nyilvanvaléan Dy = AU B. Jelolje g az f A-ra, h pedig a B-re val6
leszlikitését. Ekkor — mivel (z,y) € A esetén x # 0:

. _ sin xy ) sin xy
lim g(z,y)= lim = lim =x- =
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) Yy (z,y)—(0,0) xy
— lim z- lm Y _0.1=0

(zy)—(0,0)  (zy)—(0,0) TY

Felhasznaltuk, hogy (z,y) — (0,0) esetén -y — 0-0 = 0.

Mésrészt:

in 0
lim A(z,y)= lim f(0,y)= lim Y~ lm 0=o0.
(2,y)—(0,0) (2,4)—(0,0) (zy)—(0,0) ¥y (2,y)—(0,0)

A két hatarérték megegyezik, tehat

lim x,y) =0.
(z,)—(0,0) f@:9)
Nyilvanvaléan alkalmazhaté az eljards abban az esetben is, ha D-
et tobb, de véges szamu halmaz unidjara bontjuk. Végtelen szamu
halmaz uniéjara valé felbontas azonban altalaban nem vezet helyes
eredményre, erre a kovetkezd pontban mutatunk példat.

. (a kétféle tartds modszere) Végiil egy gyakran hasznalt , tritkk”, amely
annak megmutatasara alkalmas, hogy nincs hatarérték. Alapja az az
észrevétel, hogy ha egy fiiggvénynek egy pontban van hatarértéke,
akkor ., barmilyen médon” tartva a ponthoz, ezt a hatarértéket kell
kapnunk.

Ha tehat taldlunk két olyan ,, tartdsi médot” az (zo, yo) pontba, hogy a
fliggvényértékek nem ugyanoda tartanak, akkor a fiiggvénynek ebben
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a pontban nincs hatarértéke. A | tartasi mod” azt jelenti, hogy az
(20, yo) ponthoz valé kozeledéskor nem 1épiink ki egy elére megadott
halmazbdl. Pl. kozeledhetiink az adott pontba egyenesek, félegyenesek,
parabolaivek, vagy egyéb més halmazok mentén.

Példa:

Vegyiik az alabbi feladatot:

lim it =7
(z,9)—(0;0) T — Y

A fliggvény értelmezési tartomanya az y = = egyenestdl megfosztott
sik. Kozeledjiink az origoba az y = mx egyenes mentén, ahol m # 1
tetszélegesen rogzitett valds szdm (az egyenes meredeksége):

rmx mx

flame) = = 0 (@),

tovabbé az y-tengely mentén

f(O,y):OO_—yy:O—N) (x — 0).

Azt kaptuk tehat, hogy a fliggvény minden egyenes mentén 0-hoz tart.

Azonban kozeledjink az origéba az y = % hiperbola mentén:
x

2

x T
a’:.
T x+1 x+1
f(x’x—irl) oot ?+r—x -

Tehét talaltunk kétféle (0,0)-ba tartdasi médot (egyenes mentén és
hiperbola mentén) 1gy, hogy a fliggvényértékek nem ugyanoda tar-
tanak. Ezért a keresett hatarérték nem létezik.

Megjegyzés: A vizsgalt végtelen sok egyenes unidja kiadja az értelmezési
tartomanyt, a fliggvény barmelyikiikre valé lesziikitése ugyanoda tart
(a 0-hoz), mégsincs hatarérték. Ez bizonyitja azt, amit az el6z6 pont
végén megjegyeztiink, vagyis azt, hogy az el6z6 pontban leirt modszer
nem mikodik végtelen sok halmazra val6 felbontas esetén.



