Flggvényrendszerek 2. rész

2018. aprilis 9.



FlOggvényrendszer. Ismétlés.

R C R? tartomany, és ®, ¥ : R — R két fliggvény.

(x,y)eR esetén legyen

Az F: (x,y) — (&,n) leképezés FUGGVENYRENDSZER.

F = <$> : R — R? az a fiiggvény, melyre

F(va) = (q)(X,y),W(X,y)) = (5»77)‘



Jacobi matrix. Ismétlés.

Ha F : (x,y) — (&, n) koordinatafliggvényei ¢,V : R —+ R
differencialhatok, akkor az F vektormez® DIFFERENCIALHATO,

JACOBI MATRIXa:

Vy(x.y) ®)(x.y) ) . ( grad 9(x, ) ) |

J(x,y) =
(x,¥) ( Vi(x.y) W(x.y) grad W(x, y)

A J(x,y) matrix determinansa a JACOBI DETERMINANS:

D(Xay) = q’g((xy}’)w}(X»J’) - W}(x,y)d)ﬁ,(x,y).

A Jacobi determinans formalis jelélése: D(x,y) =



Flggvényrendszer invertalhatosaga. Ismétlés.

Tth F : R — R2 differencialhatd, és Jacobi matrixa nem

szingularis az (xo, yo)eint R pontban.

Ekkor F az (xp, yo) egy kérnyezetében invertalhaté. Az inverz

rendszer ilyen alaku lesz:

x = g(&n)

Flo(6m) = (x.y), :
y = h(&n)

Ekkor az inverz rendszer fliggvényei is differencialhatok.



Fla(&m) = (x.y),

Az inverz rendszer Jacobi matrixa:

g:(&m)  9y(&m)
K(&n) =
he(&.m)  hy(&m)

Tétel. Az inverz rendszer derivaltja igy irhato:

K(&n) =Ty~ (y) < (&n)

Specialisan, a Jacobi determinansokra:

den) , /dx.y)
dx.y) 1/ dEn)




Analdgia: Ha f'(xg) # 0, akkor xp kérnyezetében f invertalhato:

o . g
Most F = R — S, inverze F~' = :S— R
v h
o e
F = ( ) derivalt-matrixa:
v

d(x,y) ®y(x,y)

J(x,y) =
Vi(x,y) V(X y)



F-1 = ( g ) derivalt-matrixa:
h

9:(&m)  gy(&.m)
K(¢,n) =

he(&m)  hy(&,m)

Osszefliggés a Jacobi matrixok kdzott:

K(En) = (T(x,y)",  ahol (&n)=F(x,y).

Analégia: (1) (y) = y y = f(x).



1. Példa. Linearis koordinata-transzformacio.

A homogén lineéris leképezés

& = ax+by p ab
n:cx+dy7 c d/

A Jacobi matrix konstans:

JO,y)=A  V(x,y)eR?.
Ezért a Jacobi determinans:
D = det (A) = ad — bc.

A leképezés invertalhatd, ha A nem szingularis.



2. Példa

Tekintsik a polarkoordinatak esetét. Ekkor a fliggvényrendszer:

r=y/x2+y? ( =%(xy))

f = arctan % +c ( =V(x,y).)

Ennek Jacobi matrixa:
X y
VXByR /xR yR

J(x,y) =
Ezért a Jacobi determinans:

x2 y? 1

= = pr— I
(2 +y2pR O ye T e T



Az inverz rendszer

x = rcosf ( =g(r,0))
y = rsing ( =h(r,09))
Az inverz rendszer Jacobi matrixa

g,(r,0) gy(r.0) cosf® r(—sind)
K(ra 9) = =
h.(r,0) hy(r,0) sinfd  rcosd

Ennek determinansa

det (K) = rcos?6 + rsin?g = r.



X =rcosd, y=rsind

X y

VXE+y? X+ yR

J =

1
Lattuk, hogy det J = ———
gy i
X
VX2 +y?
J =
Yy

X

. Ezért

cosd

sin@

X -y
xX24+y? |\ /x24y2
y X
x24+y2 | /x24y2
—rsinf
=K.
rcosé



Koordinata transzformacié harom
dimenzidban



Flggvényrendszer IR3-ban.
R c R3 tartomany, és ¢, W, A : R — R harom fliggvény.
(x,y,Z)eR esetén legyen

6 = CD(X?.ya Z)
= V(x,y,2)
= Ax,y,2).

(x,y,2) — (&n,0) 3-dimenziés FUGGVENYRENDSZER.

$
v | : R— R3az afiliggvény, melyre
A

F(x,y,z) = | ®(x,y, 2), (x,y,z),A(x,y,z)) =(&n,0).



Jacobi matrix

Ha F: (x,y,z) — (& n,0) koordinatafliggvényei
o, ¥, A : R — R differencialhaték, akkor az F vektormez6
DIFFERENCIALHATO, JACOBI MATRIXa:

dL(x,y,2) ®y(x,y,2) (X, y,2)
T(X,y,2) = | Vi(x,y,2) V(x.y,z) Vy(x,y.z) | =

Ne(x,y,z)  NJ(x,y,2) Ny(x,y,2)

= | grad V(x,y,2)
grad A(x, Yy, 2)

A JACOBI DETERMINANS: D(X, y, z) := det J(x,y, Z). A Jacobi
. i _d(€,n,0)
determinans formdlis jeldlése: D(x, y, z) = dx,y.2)



Példa koordinatatranszformaciéra

A homogén linearis leképezés

§ = anX+apy+asz
= agiX + asppy + a3z

= aziX + azy + assz
A Jacobi matrix konstans:

air a2 ais
J(Xayaz):A: do{ do2 Ado3 V(X,y,Z)ERS.

dz1 dsz2 ass



GOmbi polarkoordinatak

Szférikus (=g6mbi) koordinétak R3-ban.
Egy (x,y,z)eR® pont GOMBI KOORDINATAI (r, ¢, §):

> r=/x2+ y2 + z2 > 0, a pontba mutaté vektor hossza.
> ©€[0, 7], a pontba mutaté vektor és a z* tengely szoge.

> 0¢e[0,27), a pontba mutaté vektor (x, y) sik-vetliletének és az x+

tengely sz6ge.




x(1,0,0)

Je

X
A gémbi koordinatakkal az (x, y, z) pont igy irhatd le:

X = rsing cosf
y = rsing siné

Z = rcose.



GOmbi polarkoordinatak.

X =

y:

Z =

rsiny cosé
rsing sing

rcos .

Hatarozzuk meg (r, ¢,0) — (x,y, z) Jacobi matrixat:

J(r,p,0) =

sinpcos

sinpsinf

cos ¢

rcos pcos 6

rcos psiné

—rsing

—rsingpsing

rsinpcosé

0

A fenti matrix determinansa det J(r, ¢, 0) = r? sin .




Hengerkoordinatak.
Egy (x, y, z) pont HENGERKOORDINATAI (r, 6, z), melyeket a
kovetkezbképpen adunk meg:
» (r,0) apont (x,y) sikra vett vetlletének polarkoordinatai,

» z a harmadik Descartes koordinata.
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Hengerkoordinatak.
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X rcosd
y rsiné
z Z.



Hengerkoordinatak.

X = rcosf
y = rsind
z = z

A henger-koordinata transzformacié Jacobi matrixa

cosf —rsing O
J(r>972): sind rcos 6 0 ;
0 0 1

tehat a megfeleld Jacobi determinans

D(r,0,z) =r.



