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Flggvénysor, ismétlés

Taylor sor: Specialis fiiggvénysor, melynek tagjai:
cfa(x) = cx”, n=0,12,...

Allitas. "Bizonyos feltételekkel minden f eldallithaté”:
f(x) = cax".
n=0

Hasonlo allitast adunk, ha a fliggvénysor tagjai

acos(mx), bsin(nx), nm=0,1,2,...



Trigonometrikus polinomok

Definicio.
Az f fiiggvény n-ed foku trigonometrikus polinom, ha eléall

az alabbi alakban:

n
f(x) = % + 37 (accos(kx) + bysin(kx)), xR
k=1

valamely ay, by valds egylitthatokkal.



f(x) =sinx + %sin(Zx)
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Trigonometrikus polinom, példa

Plot:

0.5 /\/\
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f(x) =sinx + % cos(2x)



Trigonometrikus sor

Definicio.
Trigonometrikus sornak az alabbi végtelen sort nevezzlik:
?0 + ; ax cos(kx) + bxsin(kx)),  xeR,

ahol (ax), (bx) valés egyditthatok.



Trigonometrikus sor 0sszege

0 oo
=3 +; ax cos(kx) + by sin(kx)) .

Milyen fliggvény allithato el trigonometrikus sor segitségével?

A végtelen 6sszeg minden tagja
27 szerint periodikus és folytonos.

— az 6sszegfliggvény 27 szerint periodikus lesz.

#+= az 0sszegfliggvény folytonos.



A trigonometrikus fliggvényrendszer

Definialjuk az alabbi alapfliggvényeket:



A trigonometrikus fliggvényrendszer

Lemma (ortogonalitas)

Tetszbleges n = m mellett

i dn(X)pm(x)dx = 0.

—Tr

Hatter: Adott a C([—m,n]) := {f : [-7, m] — R folytonos} fliggvénytér.

Ebben a vektortérben a skalarszorzat:

t.9)= [ fg0ax



[T dn(X)pm(x)dx =0, n # m.

Bizonyitas. Ha n = 0, vagy m = 0, akkor
¢j(x)dx =0, Jj>0.

Egyébkeént trigonometrikus azonossagokat hasznalunk:

cos(nx) cos(mx) = cos((n+ m)x) er cos((n — m)x)

cos(nx)sin(mx) = sin((n + m)x) ersin((m - ”)X),

cos((n— m)x) — cos((n+ m)x).

sin(nx) sin(mx) = 5



A trigonometrikus fliggvényrendszer

Az alapfliggvények "hossza”:

Lemma

Tetszbleges n mellett

2r, han=0,
¢a(x)ax =

—T

, ha n# 0.



/ G2 (x)ax =

Bizonyitas. n = 0 esetén az azonosan 1 fliggvényt integraljuk.
n > 1 esetén egyrészt
/7r cos?(nx)dx = /7r sin?(nx)dx,
masrészt
/7r (cosz(nx) + sinz(nx)) dx = /7r 1dx = 27.

Ezeért
/ cos?(nx)dx :/ sin?(nx)dx = 7.



A trigonometrikus fliggvények 6sszege

Tétel.

Tegylik fel, hogy
?O +; ax cos(kx) + b sin(kx)),  Xxe[—m, ).

egyenletes konvergenciaval. Ekkor

1 T
- f(x) cos(kx)dXx, k=0,1,2,...

s

ag

—T

by = 1 f(x) sin(kx)dx, k=1,2,....
s

—T



A trigonometrikus fliggvények dsszege, bizonyitas

Szorozzuk meg az egyenletet cos(mx)-el, majd integraljunk:

’ f(x)cos(mx)dx =

—T

= /_: <a2° cos(mx) + {i ax cos(kx) + by sin(kx)} cos(mx)) ax

p
=5 / cos(mx) dx+Zak/ﬂcos (kx) cos(mx)dx+

™

+Zbk/ sin(kx) cos(mx)dx = am/ cos?(mx)dx = apr.

-7



A trigonometrikus fliggvények dsszege, bizonyitas

Tehat:

f(x)cos(mx)dx = ...amm.

—Tr

Az integralas és a végtelen 6sszegzés sorrendjét felcseréltik!

Hasonléan igazolhatbak az ay-ra, illetve by, k > 1-re vonatkozé

képletek.

Megjegyzés. Az egyenletes konvergencia nagyon eros feltétel.



Fourier sorok



A trigonometrikus fiiggvények dsszege. Ujra

Tétel.
Tegylik fel, hogy

?O + ; ax cos(kx) + b sin(kx)),  Xxe[—m, ).

egyenletesen konvergenciaval. Ekkor

1 T
- f(x) cos(kx)dXx, k=0,1,2,...

s

ag

—T

by = 1 f(x) sin(kx)dx, k=1,2,....
m

—T



Fourier egyUtthatok

Definicio.
Legyen f 27 szerint periodikus fliggvény, mely integralhato
[—7, w]-ben. Az f fiiggvény Fourier egyiitthatoi:

ax = % f(x) cos(kx)dXx, k=0,1,2,...
by = 1 f(x) sin(kx)dx, k=1,2,....

—T



Fourier sor
Definicio.
Legyen f 27 szerint periodikus fliggvény, mely integralhato
[—m, 7]-ben. Az f fliggvény Fourier sorat (formalisan) igy

értelmezzik:
f~ 23" (acos(hx) + by sin(kx)),
k=1

ax = — f(x) cos(kx)dx, bk = 1 f(x) sin(kx)dx

T J)_r T J)_r

a fent definialt Fourier egyditthatok.

Megjegyzés. f értékei véges sok pontban médosithato.



Fourier polinom

Definicid.

A Fourier sor kézelitése az n-dik Fourier polinom:

n
a .
Sh = ?0 + k§1(ak cos(kx) + by sin(kx)).



Fourier sor, példa

1. Példa. Tegyuk fel, hogy f paros fliggvény. Ekkor f Fourier

soraban
bk :1 f(x) sin(kx)dx = 0,

T J—x

igy .
agp
f~ > + Z ay cos(kx).
k=1
Tovabba a parossag miatt
ax = / f(x) cos(kx)dx.
0

s



Fourier sor, példa

2. Példa. Hasonloképp, ha f paratlan, akkor Fourier soraban
Va, = 0, ezért:

f~ Y bysin(kx),

k=1
ahol

bk = 2 /Wf(x) sin(kx)dx.
T Jo



Eljel fliggvény
3. Példa. Legyen

1, ha 0<x<m,
f(x)=¢ 0, ha x=0, 7, —m,

-1, ha —7<x<0,

és f(x) = f(x + 27) egyébkeént.

-2m - T 2




Eldjel figgvény Fourier egyttthatoi

A
o——o 1¢———» CR—
éﬂ ;r ;r Z*TF g
6 - 14 — 5
f paratlan figgvény. ax = 0.
2 [T . 2 [7 . K
by :/ f(x)sin(kx)dx = = — [ sin(kx)dx = —(1 — (—1)%)
T Jo T Jo km



Eljel figgvény Fourier sora

Ezért
4 A

box =0, bog1=—_ 5 —-

igy f Fourier sora:

4i3|n (2k — 1)x)
T 2k —1 )




Eljel figgvény Fourier polinomjai

Bemutatjuk az elsé néhany Fourier polinomot.
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Eljel figgvény Fourier polinomja n = 20 taggal.
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Derivaltfiggvény Fourier sora

Tétel.

Az f: R — R fliggvény 2x szerint periodikus, és

differencialhatd.

Ekkor az f' fliggvény Fourier sora:

f' ~ > (—axksin(kx) + bk cos(kx)).
k=1

Tehat f’ Fourier sora tagonkénti derivalassal szamithato.



Derivaltfiggvény Fourier sora

Bizonyitas. f’ Fourier egyditthatdit jelblje ax és S.
Ekkor ' Fourier sora:
a o0
i St D (akcos(kx) + By sin(kx)),
k=1
ahol a definiciét felhasznalva:

ak = — /_7r f'(x) cos(kx)dXx, Bk = 1 /7r f'(x) sin(kx)dx

T T )



f' Fourier egyUtthatoi

Parcialisan integralunk.

ax = % f'(x) cos(kx)dx =

_ :T[f(x) cos(kx)r + : / £(x) sin(kx)dx= 0 + kby.

—T

By = —kay-ra a szamolas hasonlé. Osszefoglalva

f' ~ ) (bkk cos(kx)—akk sin(kx)).
k=1



Derivaltfiggvény Fourier sora, altalanos eset.

Tétel.

Az f: R — R fliggvény 2r szerint periodikus, Tfh. a [—x, 7]
intervallumon a fliggvény véges sok pont kivéetelével folytonos,
és a szakadasi pontok els6faju szakadasok.

Tth. véges sok pont kivételével differencialhato. Ekkor az f'

fliggvény Fourier sora:

f' ~ > (—axksin(kx) + bk cos(kx)).
k=1



9(x) = |x| Fourier sora

Példa. Legyen g(x) = |x|, ha xe[—m, 7], egyébként 27 szerint

periodikus.

Mivel g paros, ezért by = 0.



9(x) = |x| Fourier sora

by = 0 minden k-ra. A tobbi egyltthaté:

2/7r Z[er
a =— xdx = —|=| =m.
™ Jo T 2],

a :2/ x cos(kx)dx = Z[Xsm(kx)] —21/ sin(kx)dx =
T Jo ™ k 1o mklJo
0 ha k=2n>0,
2 [—cos(kx)r B
K k 0 4
——— ha k=2n+1.

k2



9(x) = |x| Fourier sora

0 ha k=2n>0,

dp =, ak

4

igy g Fourier sora:

T 4 cos(x) + cos(3x) N cos(5x) N
9~5 32 52 I




f(x) =sgn(x) €s g(x) = [x|

Hasonlitsuk 6ssze:
f(x) =sgn(x), és g(x) = |x|, ha

periodikusak.

\/ \

xe[—m, 7],egyébként 27 szerint
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f(x) =sgn(x) és g(x) = |x| Fourier sora

f(x) =sgn(x), és g(x) = |x|, ha xe[—m, 7], egyébként 27 szerint

periodikusak.

A Fourier sorok:

4 (o sin(8x)  sin(5x) sin(2k — 1)
f 7_‘_(Slﬂx—f— 3 + 5 ‘l—ﬁ R I

cos(3x)  cos(5x)
2 Tt

T_4 cos(x) +
g 2 7w
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