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Pontok és pontsorozatok IR?-ben.



R? pontjai

Ismétlés: R a valos szamok halmaza.

9-8-7-6-5-4-3-2-1 01234567809
R?: szamparok halmaza:

R2=R xR = {(x,y) : x,yeR}

Azonositas.
A szamsik pontjai =

rendezett szamparok

P:(X,y)




Tavolsag

Definicid.
P = (x,y) és P' = (X', y') két pont R2-ben. Ezek tavolsaga:

PP = \Jlx =X +(y = yP.

Tovabbi jeldlések: p(P, P'), |P — P'||. Az origobol az (x, y)

pontba mutaté vektor hossza

1O = /X2 + y2.

Haromszdg egyenlétlenség

166, 9) + Oy GG+ T YO



r-sugaru "gomb”

Definicio.
Legyen adott a CeR? pont, C = (a, b), és az r > 0 valds szam.

A C pont Kortili r-sugaru gémbét igy definialjuk:

S(C,r) = {PeR?: PC < r}.

Egy koérlemezt kapunk C

k6zépponttal.




Pontsorozat a sikon
Definicio.
Pontsorozat alatt sikbeli pontok sorozatat értjlik:
Pn = (Xn, ¥n), n=1,2...
1. Példa. Két pontsorozat:
P =(n.r?), PP =((-1)"2).

Megjegyzés: A sorozat tagjai nem feltétlentl kiilénbdznek.



Pontsorozat korlatossaga

Definicid.
A (Py) sorozat korlatos, ha létezik egy olyan S(C, r) gémb,

amely a sorozat minden elemét tartalmazza.

(Pp) korlatos, ha létezik C = (a,b) és r > O:

\/(Xn —a2+(yn—b2<r VPn = (Xn, Yn)-

1. Példa. (folytatas)
_ P,(,1) = (n, ) nem korlatos;
— PP = ((-1)", 2) korlatos.



Pontsorozat konvergencigja

Definicid.
A (Pp) C R? sorozat konvergens és hatarértéke QeR?,ha

lim [P, — Q| =0. (1)
Ezt igy jeldliik:

lim P, = Q.

n—oo

Megjegyzés. Az (1) egyenletben szamsorozat konvergenciaja

szerepel.



Pontsorozat konvergencigja

Definicio. (Ekvivalens)
A (P,) sorozat konvergens és hatarértéke Q, ha Ve > 0-hoz

dN(¢e), hogy minden n > N(e) esetén:
1Pr— Q| <e.

Masképp fogalmazva: Minden ¢ > 0 esetén az S(Q, £) gbmbdn

kivil csak véges sok pont van (véges sok index).

Kévetkezmeény. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.



Pontsorozat példa

2. Példa. Legyen P, = (e~"/*cos(n), e~"/*sin(n)), neN.

or;

[1Pn = (0,0)[| =[|Pnll = \/e"'/2 cos2 n+ e~"/2sin’n =

=\ e—n/2: e—n/4 _— Ilm Pn _ (O, 0)
n—o0



Pontsorozat koordinatai

Allitas. Tekintstk a P, = (Xn, ¥n) elemekbdl allo6 sorozatot.

Ekkor az alabbi két allitas ekvivalens:

1. (Pn) konvergens és

lim P,=Q=(x,y).

n—o0

2. Az (xp) és (yn) sorozatok konvergensek és

lim x, = x; lim =y.
n—oo n n—>ooyn y



(Pn) = ((xn, yn)) konvergenciaja. Bizonyitas

1. = 2. A pontsorozat konvergenciaja miatt Ve > 0-hoz IN(¢)
index, hogy ||Pn, — Q|| < e, han> N(e). Ekkor

|Xn — X| <\/(xn X2+ (yn—y)? <e,
és hasonléan |y, — y| < ¢ is teljesll.
2. = 1. Ve > 0-hoz IN(e) kiuszébindex, hogy Vn > N-re:

9 9

9 n < —.

|Xn — x| <

1Po— Qll = /(0 — X)2 + (¥ — y)2 < e.



Cauchy-féle feltétel

Definicid.
A (Pn) sorozat teljesiti a Cauchy-féle feltételt, ha minden

Ve > 0-hoz IN(e) kidszdbindex, amelyre Yn,m > N esetén

|Pn — Pl < e.

Allitas. A (P,) pontsorozat pontosan akkor konvergens, ha

teljesiti a Cauchy-féle feltételt.



Cauchy < konvergens

Bizonyitas. <—

Tfh a sorozat konvergens. Legyen ¢ tetszbleges. Akkor IN

kliszdbindex, amelyre
|Pn— P|| <e/2 vn > N.
Ekkor ha n,m > N, akkor
1Pn = Pml| <[[Pn = Pll+ |P = Pml| <e/2+e/2=¢

A masik iranyt nem bizonyitjuk.



Bolzano-Weierstrass tétel IR?-ben

Tétel.
Legyen (Py) korlatos pontsorozat a sikon, P, = (Xn, Yn)-

Ekkor van konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Ha (P,) korlatos, akkor (x,) és (¥n) is korlatosak.

Ezért létezik (xp)-nek konvergens részsorozata: (xm, ),

és (¥m, )-nak is van konvergens részsorozata: (yy, ).

Ekkor (Pp,) konvergens.



Halmazok IR?-ben

R? részhalmazait tartomanyoknak is nevezziik.

Példa. Téglalap. Legyenek a < b és ¢ < d adott valés szamok:

T={(x,y): a<x<b, c<y<d}=]|ab]x][cd.



Halmazok IR?-ben

Példa. Gémb. (Ez kétdimenzidban egy kdérlemeznek felel meg.)

Legyen r > 0 valés szam és C = (a, b)eR? sikbeli pont adottak,

S(C.r) = {(x.y): \/(x — @2+ (y - b2 < 1.

a.5)
/—\Iy]
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Kornyezet

Ismétlés. 1-dimenzidban az acR pont kérnyezetei:
U= (a—c¢e,a+e¢),tetszbleges ¢ > 0 esetén.
Definicid.

P = (x,y) pont kérnyezetei U = S(P,r) C R?



S c R? tartoméany
Definicio.
QeS belsé pontia S-nek, ha Q-nak 3U kdrnyezete: U C S.
QcR? kiils6 pontia S-nek, ha Q-nak 3U kérnyezete: UN S = .

QeR? hatarpontja S-nek, ha Q YU kérnyezetére:
IPeU : PeS,3P U : P'ES.

Kévetkezmeény.

Tetszbleges S halmaz esetén a sik 3 diszjunkt részre oszthato:

S = ext(S) Uint(S) U 0S.



Halmazok IR?-ben

Definicio.
Az S halmaz zart, ha minden hatarpontjat tartalmazza. S nyilt,

ha minden pontja belsé pont. Az S halmaz lezarasa:

S=SUdS.

Példa. Az S(C, r) gémb nyilt halmaz. (Miért?)Ennek

hatarpontjai, ill. lezarasa:
0S(C,r)={P: |[P-C| =r},

S(C,ry={P: |P-C| <r}.



Halmazok IR?-ben

Példa. Legyen S = {(x,y) : x,yeQ}. Ekkor S = R?.

Definicio.

P az S halmaz torlodasi pontja, ha 3(P,) C S sorozat, melyre
Pn# P és lim Pn=P.

Torlédasi pontok lehetnek belsd pontok és hatarpontok.

Zart halmaz minden torlédasi pontjat tartalmazza.



Folytonos vonal R?-ben
Definicio.
Legyen P, P'¢R?. Az ezeket 6sszek6t6 FOLYTONOS VONAL egy

flggvény, melyre

vile,B] = RE A(a)=P, y(B)=P.




Folytonos vonal R?-ben

A ~(1)eR? pont koordinatait jelélje (1) =: (x(t), y(t)).
X,y :le, 5] = R

Tth az (x(t), y(t)) koordinata-figgvények folytonosak.

Egy {1(t) : te[a, 5]} vonalat is R2-beli részhalmaznak tekintiink,

természetes modon.
Definicio.
S Cc R? 0SSZEFUGGO , ha barmely két pontjat kivalasztva

tartalmaz egy Oket 6sszekoté folytonos vonalat.



Szakasz IR?-ben

Definicid.
Legyen P = (x,y), P' = (X', y')eR?. A két pontot 6sszekté
SZAKASZT az alabbi figgvény irja le:

~:[0,1] —>]R2, v(t) =P+ t(P - P).
Specialisan tehat v(0) = P, v(1) = P".

Definicio.
Az S C R? tartomdnyt KONVEXnek nevezziik, ha barmely két

pontjaval egylitt az 6ket 6sszekotd szakaszt is tartalmazza.



Szakasz R?-ben: (t) := P + t(P' — P)
A szakasz is folytonos vonal, az alabbi

koordinata-fliggvényekkel:

x()=x+tx"=x),  y(O)=y+ty —y).

A

v




Definicid.
Egy (x, y)eR? pont polarkoordinétai (r, 0), melyek:
- r: a pont origotdl vett tavolsdga, reR™ U {0}
- 0: az origdbol a pontba mutato vektornak az x tengely

pozitiv részével bezart szége, 0¢[0, 2).

\ .
‘ y Ha r és 0 adottak, akkor
2 P () x = rcos(f), y = rsin(6).
// I
-7 I<
o 12 A hozzarendelés egy-egy-
-7 1
e 9\ ! értelmd, kivéve a (0,0) pon-
rcosf x
tot.




Kétvaltozos fliggvények



Flggvény megadasa

Példa. Téglalap terllete. T=x-y. T = T(x,y).

Példa. Mozgasi energia. E = %mvz. E = E(m,v).

Adott S ¢ R? tartomany. f: S — R
f:(x,y)— u, (x,y)eS.

u=~fxy)
(x, y): fuggetlen valtozok, u: fiiggd valtozo.

Példa. u = sin(xy) vagy u = In(y? + cos(x/2)). ...



Legegyszerlibb példak

1. Linedris fliggvény. f(x,y) = ax + by + ¢, Dy = R2.

2. Masodfoku polinom.
f(x,y) = ax® + bxy + cy®> + dx + ey + €9, Df=RZ.

3. Polinom = monomialok dsszege.

Egy monomial: an,x™y". Egyitthatdja ampeR, foka: m+ n.
Polinom foka =

Egy polinom homogén, ha a monomialok foka ugyanaz.

Példaul homogén masodfoku polinom

f(x,y) = X* +2xy + y.



Geometriai reprezentacié

Egyvaltozos fliggvény ~ gorbe két dimenzidban

Kétvaltozos fliggvény ~ felllet harom dimenzidban

Az f : S — R flggvényt a térben az (x, y, u) szamharmasok

irjak le, ahol u = f(x,y). Az

{(va’ U): u= f(Xay)7 (X,y)ES}

pontok fellletet alkotnak a térben.



Példa fellletre

Legyen f(x, y) = x2 + y?. A felllet egy darabja:
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Példa fellletre

Legyen f(x,y) = x> — y?. A megfeleld feliilet egy darabja:
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Szintvonalak IR?-ben

A sikban abrazoljuk azokat az (x, y) pontokat, melyekre

f(x,y) = k rogzitett keR-ra. Ezek a SZINTVONALAK.

Példa. f(x,y) = x?> 4+ y2. A szintvonalak koncentrikus korok:

u=x>+y>=k




Szintvonalak IR?-ben

Példa. f(x,y) = x?> — y2. A szintvonalak hiperbolak és

egyenesek: U= x? — y? =k




