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10 1. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK
1.1. IR? topologiaja
1.1.1. Pontok és pontsorozatok IR*-ben.

A sik pontjait rogzitett koordinata-rendszerben megadott rendezett szampéarokkal
jellemezziik: P = (x,7). Ezen pontok halmazat IR*vel jeloljiik.

1.1.1. Definicié. Legyen P = (xz,y) és P = (2',y) két pont IR*-ben. Ezek
tavolsaga:

PP = \/(z—a2')*+ (y — )

Két pont tavolsaganak jelolésére szokas még az alabbiakat is hasznélni:
o(P.P),  |P—P.
1.1.2. Definicié. Legyen adottak CelR?, C = (A, B), € > 0 valds szim. A C
pont korili e-sugari gombot
S(C,e) = {PelR*: PC < ¢}

definidlja.

Igy egy korlemezt kapunk C' kdézépponttal.
Pontsorozat alatt sikbeli pontok sorozatat értjiik:

P, = (T, yn), n=12...

Példa. P, = (n,n?), P, = ((—1)",2).

Megjegyzés: A sorozat tagjai nem feltétleniil kiillonboznek.

1.1.3. Definicié. A (P,) sorozat korldtos, ha létezik egy olyan S(C,e) gomb,
amely a sorozat minden elemét tartalmazza. Tehdt ez azt jelenti, hogy (P,) kor-
latos, ha létezik C = (A, B) és € > 0 hogy minden P, = (x,,y,)-re teljesiil,
hogy

V@ — A2+ (yo— B2 <.
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Példa. : PV = (n,n?) nem korlatos; P = ((—=1)",2) korlatos.

1.1.4. Definici6. A (P,) sorozat konvergens és hatdarértéke Q, ha

lim P,Q = 0.
Ezt igy jelolyik:
lim P, = Q.

Ezzel ekvivalens definicio:

1.1.5. Definicio. A (P,) sorozat konvergens és hatdrértéke (QQ ha minden € > 0-
hoz létezik eqy N(g) kiiszobindex, hogy minden n > N esetén:

[P, —Qf <e.

Masképp fogalmazva: Minden € > 0 esetén az S(Q, ) gombon kiviil csak véges
sok pont van (véges sok indext).

Kovetkezmény. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.

Példa. Legyen P, = (e”™*cosn,e ™*sinn), n =1,2,.... Ekkor

1P, — 0| = | ]| = Ve 2cos2n + e /2gin?n = Ve /2 = e /4,

lgy P, — 0.

1.1.1. Allitas. Tekintsik a P, = (x,,y,) elemekbdl dllo sorozatot. Ekkor az

alabbi két allitas ekvivalens:

1. (P,) konvergens és
lim P, = Q = (z,y).

n—oo

2. Az (z,) és (yn) sorozatok konvergensek és

lim z, = x; lim gy, =v.
n—oo n—oo
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Bizonyitas. 1. = 2. Minden € > 0-hoz létezik egy N(¢) index, hogy || P, — Q|| <
g, han > N(e) . Ekkor nyilvan |z, — x| < € és |y, — y| < € is teljesiilnek.

2. = 1. Tetsz6leges € > 0-hoz létezik egy kiiszobindex, hogy minden n > N-re:

5 €
|z, — 2| < — lyn — y| < —.

V2’ V2

Ekkor |z, — x| + [y —y|* < igy |P — Qll = V]zn — 2P + [y —y[> < e .

Cauchy-féle feltétel

A (P,) sorozat teljesiti a Cauchy-féle feltételt, ha minden ¢ > 0-hoz létezik N (¢)
kiiszobindex, amelyre minden n,m > N esetén

| P, — Pl < e.

1.1.2. Allitas. A (P,) pontsorozat pontosan akkor konvergens, ha teljesiti a
Cauchy-féle feltételt.

Bizonyitas. Csak az egyik irdanyt bizonyitjuk. Belatjuk, hogy ha a sorozat
konvergens, akkor teljesiti a Cauchy-féle feltételt. A konvergencia miatt e-hoz
letezik N kiiszobindex, amelyre

|P, — Pl <¢/2

minden n > N esetén. Ekkor ha n,m > N, akkor a haromszogegyenlGtlenséget
felhasznélva azt irhatjuk, hogy

| Py — Pl < ||Pn— P||+||P— Pl <e/2+¢/2=¢

Bolzano-Welierstrass-tétel

1.1.1. Tétel. Legyen (P,) korldtos pontsorozat a sikon. Ekkor létezik konvergens

részsorozata.

Bizonyitas. Ha (P,) korlatos és P, = (¥, ¥yn), akkor (z,,) és (y,) is korlatos
sorozatok. Ekkor létezik (z,)-nek konvergens részsorozata, legyen ez (z,,,), il-
letve létezik (y,, )-nak is konvergens részsorozata, ez legyen (v, ). Ekkor nyilvan
((@n,,, Yn,)) is konvergens.
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1.1.2. Altalanositas IR"-re

Az n dimenzios IR" elemeit rendezett szam n-esek jelentik: P = (z1, ..., x,)elR",
P’ = (2], ...,z )elR". Ezeket hivjuk az n dimenzios tér pontjainak.

1.1.6. Definici6. A két pont tdavolsaga:

n

IP— P = | 3w — a2 =

1=1

= p(P.P) = \J(ay = a2+ (2 = 05 o+ (2 — 7))

1.1.3. Halmazok IR*-ben

1.1.7. Definicié. IR? részhalmazait tartomdnyoknak nevezziik.
Példa. Téglalap. (Ez a két dimenzios intervallum) Legyenek a < b és ¢ < d
rogzitett valos szamok:
T={(z,y): a<x<b c<y<d}
Az intervallumot direkt szorzat alakban is irhatjuk: [a,b] X [c, d]

Példa. Gémb. (Ez 2 dimenzioban egy korlemeznek felel meg) Legyen € > 0 valos
szam és CelR? sikbeli pont adottak,

S(Cre) = {(z.y) : V(& — AP + (y — B)* <e}.

Emlékeztetiink arra, hogy egy dimenziéban egy a pont kérnyezetei az a kozép-
ponti (a—e, a+¢) intervallumok voltak, tetsz6leges € > 0 esetén. Ezt dltalanosit-

juk.

1.1.8. Definicié. Egy P = (x,y) pont kirnyezetei azon SCIR? tartomdnyok,
melyek P kézepponti gombok.

Tekintsiink egy tesz6leges SCIR? tartomanyt.
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1.1.9. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy QeIR? hatdrpontja S-nek, ha a Q pont-
nak minden U kornyezete rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgqgal: létezik P'eU, me-
lyre P'eS és létezik P eU melyre P ¢S.

Ha () nem hatarpontja S-nek, akkor van olyan U kornyezete, melyre az alabbi
két eset koziil valamelyik teljesiil
1. vagy U C S, ezek a bels6 pontok,
2. vagy U NS =, ezek a kiils6 pontok
1.1.1. Kovetkezmény. Tetszdleges S halmaz esetén a sikot 3 diszjunkt részre
osztjuk:
- kiilsd pontok,
- belsd pontok, ezek halmazdt : int (S) jeldli. (Ez az “interior’ szdbdl ered. )
- hatdrpontok, ezeket halmazat 0S jeldli. Lehetnek hatdrpontok, amelyek ele-
met az adott halmaznak, és lehetnek, amelyek nem eleme.
1.1.10. Definicié. Az S halmaz zart, ha minden hatdarpontjdt tartalmazza. Az
S halmaz nyilt, ha minden pontja belsé pont. Az S halmaz lezdrdsa:

S =SuUads

Példa. A gomb nyilt halmaz. Ennek hatérpontjai:
0S(C,r) ={P: |P—-C| =r},

és igy lezarasa:

S(C.r)y={P: |P-C| <r}.

Példa. Legyen S = {(z,y) : =,yeQ}. Ekkor a halmaz lezarasa S = IR? .

1.1.11. Definici6. P az S halmaz torlédasi pontja, ha létezik olyan (P,) sorozat,
meyre (P,)CS, p, # P, éslim,_. (P,) = P.
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Torlodési pontok lehetnek: belsé pontok és hatarpontok.
1.1.3. Allitas. Ha P hatdrpontja az S halmaznak, akkor torléddsi pont is.

Bizonyitas. Minden n-re S(P,1/n) tartalmaz S-beli pontot. Legyen ez P,.
Ekkor lim,,_.., P, = P.

1.1.12. Definicid. Legyen P és P két R2-beli pont. Oket dsszekitd folytonos
vonal eqy olyan

vile, B — R

fiigguény, mely eqy korldtos és zdrt [a, 3] walds intervallumon van értelmezve,
értékkészlete IR?-beli,

v(a) = P, v(8) = P".
Feltessziik tovdbbd, hogy a ~y(t) = (x(t),y(t)) koordindtafiggvények,

r,y:lo, B — R

folytonosak.

1.1. abra. Két pontot 6sszekotd vonal.

1.1.13. Definicié. Az S C IR? tartomdnyt dsszefiiggdnek nevezzik, ha barmely

két pontjat kivdlasztva tartalmaz eqy dket dsszekotd folytonos vonalat.

1.1.14. Definici6. Legyen P és P’ két IR*-beli pont. A két pontot iGsszekitd
szakasz eqy
v:[0,1] — IR?
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fuigguény, melyre
v(t) .= P +t(P' = P).

Specidlisan tehdt v(0) = P, v(1) = P'.

A

1.2. abra. Két pontot 6sszekots szakasz.

1.1.15. Definicié. Az S C IR? tartomdnyt konvexnek nevezzik, ha barmely két
pontjaval eqyetitt az dket 0sszekotd szakaszt is tartalmazza.

1.2. Kétvaltozoés fiiggvények

Adott S C IR? tartomény. f: S — IR kétvaltozos fiiggvény, amely S elemeihez
egy valés szdmot rendel. Ertelmezési tartomanyat D -fel jeldljiik (="domain"),
értekkeészletet Ry-fel (="range").

Fiiggvény megadésa azt jelenti, hogy megadjuk az értelmezési tartoményt (ha ez
megvaltozik, méar egy masik fiiggvényt adunk meg) és a hozzarendelés modjat. Ez
mindig egyértelmi, példaul az v = arctan(y/x) fliggvény esetében meg kell adni,
hogy a f6ag értékére gondolunk. FElnevezések: (x,y): fiiggetlen valtozo, u: fiiggs

valtozo.

Legegyszertibb példak:
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1. Linedris fligguény.
f(x,y) =ax + by +c,

ahol a, b, ceIR rogzitettek. Ertelmezési tartoméanya IR .
2. Masodfoki polinom.

fz,y) = ax® + bry + cy* + dx + ey + f,
ahol a, b, ¢, d, e, felR rogzitettek. Ertelmezési tartomanya IR?

3. Polinomokat két dimenzioban gy értelmezziik, mint monomialok 6sszege. Egy
monomidl altaldnos alakja:

WY
Egyiitthatoja a,,.€IR, foka a benne levé fokok 6sszege: m +n. Egy polinom fokat
ugy definidljuk, mint a legmagasabb fokd monomialjanak foka .

Egy polinom homogén, ha a polinomban szerepld monomialok foka ugyanaz.
Példaul homogén mésodfoki polinom

flx,y) = 2+ 2xy + y2.

Tovabbi példa kétvaltozos fiiggvényre:

flz,y) =log (1 —a° —y?),

ennek értelmezési tartomanya {(x,y) : 2% + 3> < 1}.

1.2.1. Geometriai reprezenticio

Az f S — IR fiiggvényt a térben az (x,y,u) szamharmasok irjak le, ahol
u= f(z,y). Az {(x,y,u) : u= f(z,y), (x,y)eS} pontok feliiletet alkotnak a
térben.

Példa. Legyen f(z,y) = x> +y* A feliilet egy darabja a 1.3. dbran lathato.

Példa. Legyen f(x,y) = x°> — y>. A megfelels feliilet egy darabja a 1.4. abran
lathato.

Szintvonalak segitségével torténé abrazolas:
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1.3. dbra. Az f(z,y) = 2% + y? fiiggvény grafikonja.

A sikban abrazoljuk azokat az (x,y) pontokat, melyekre f(z,y) = k valamely
rogzitett kelR mellett.

1.2.2. Folytonossag

Azt fogjuk megfogalmazni, hogy mit jelent az a tulajdonsag, hogy egy f fliggvény
folytonos a Py = (xg,y0) pontban. Heurisztikusan, azt varjuk, hogy ha P kozel
van a Py-hoz, akkor f(P) is kozel van f(F)-hoz.

1.2.1. Definicié. Legyen Py az f fligguény értelmezési tartomdnydnak eqy pontja.
Az f fiigguény folytonos a Py - ban, ha f(Py) tetszdleges U kornyezezetéhez létezik
Po-nak olyan V' kérnyezete, hogy minden PeV -re PeDy esetén f(P)eU.

Figyelembe véve a kornyezet definicidjat, ezt igy atfogalmazhatjuk:

1.2.2. Definicié. Legyen Py = (xg,y0) az [ fiigguény értelmezési tartomdnydnak
eqy pontja. Az f fiigguény folytonos a Py pontban, ha tetszdleges € > 0-hoz létezik
egy 0 > 0 szdm, melyre minden (z,y)eDy és \/(x — x0)? + (y — y0)? < I esetén
|f(@,y) — f(@o,y0)| < e teljesiil.
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1.4. 4bra. Az f(z,y) = x* — y? fiiggvény grafikonja.

1.2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiigguvény sorozat-folytonos a Fy-ban,
ha minden (P,) C Dy sorozatra, melyre lim,,_., (P,) = Py, teljesil hogy lim,, . f(P,) =
f(F).

A kétfajta fogalom ekvivalencidjarol szol az alabbi tétel:

1.2.1. Tétel. Az f figguény akkor és csakis akkor folytonos Py-ban, ha ott sorozat-
folytonos.

Bizonyitas. HF

1.2.4. Definicié. Ha eqy fiiggvény valahol nem folytonos, akkor ott szakaddsa

varn.

Példak folytonossagra:

1. Legyen

ha y #0
flzy) =
0 ha y=0
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Ertelmezési tartoméanya IR?, szakadés az y = 0 egyenes mentén van, hiszen a
fliggvény tetszbleges (x,y) pontban folytonos, kivéve ha y =0 .

2. Legyen
2y

212 ha (z,y) # (0,0)

flay) =
0 ha (z,y) = (0,0)
A fiiggvény folytonos, ha sem x sem y nem 0. Ha y # 0, akkor f(z,y), mint x
tiiggvénye folytonos, és
lim f(z,y) = 0.
Ha x # 0, akkor f(z,y), mint y fiiggvénye folytonos, és

lim f(x,y) = 0.
y—0

Tekintsiik az © = y egyenest. Ezen egyenes mentén f(z,x) = 1. Tehat ha ennek
az egyenesnek a mentén egy sorozattal tartunk 0O-ba, akkor a fiiggvényértékek
sorozata azonosan 1 lesz, igy a hatarérték is. f tehat nem folytonos a (0,0)-ban.

1.2.5. Definicié. Eqgy adott (:U,y)elR2 pontot megadhatunk a poldrkoordindtdk
segitségével. Eqyrészt a pont origotol vett tdvolsdga: r, mdsrészt az origobol az

pontba mutato vektornak az x tengellyel bezdrt szoge: 6
Igy tehét a polarkoordinatakra relR™, 0¢l0, 2m).

1.2.1. Allitas. A fenti hozzdrendelés eqy-eqyértelmi megfeleltetés.  (Kivéve a
(0,0) pontot.)

Bizonyitas. Ha adott (z,y), akkor r = /22 + y? és 6 = arctan(y/x), ennek a
"foaga". Ha r és 6 adottak, akkor x = rcos(6); y = rsin(6)

3. Példa. Legyen

—_ ha (z,y) #(0,0)
fz,y) =

0 ha (x,y) = (0,0)
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Folytonos-e a (0,0) pontban?

A sorozat-folytonossagot igazoljuk. Legyen lim,, . (P,) = 0 egy sorozat, és (P,)
polarkoordinétéi legyenek P, = (ry,,6,). Ekkor nyilvan lim, ... 7, = 0, mig a
(6,,) sorozat barmilyen lehet. A fenti allitdsnak megfelelen f(z,y) igy irhato, ha
(x,y) # 0: N

flz,y) = Lo (9)2 sin”(6) = r? cos?(0) sin?(f)

r

Ezért valoban
lim f(P,) =0,

n—oo

tehat a fliggvény folytonos.

1.2.2. Tétel. (Bolzano tétel) Legyen f : S — IR adott folytonos figguény, SCIR?
osszefiiggd tartomany. Legyen a tartomdny két tetszdleges pontja P = (x.y) és
P = (2',y), melyekre példdaul

&:f(ﬂf,y) < f(xlvy/) =b.

Ekkor tetszdleges ce(a,b) szamhoz létezik eqy olyan Q = (xo,y0)eS pont, melyre
f(xo,90) = c.

Bizonyitas. Az S tartomény osszefiiggésége miatt létezik P-t és P'-t 6sszekotd
S-beli folytonos ut. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan

v [, 3] — IR?

tiiggvény, melyre
@) =(z,y),  (B)=(y),

és a

() = (x(t),y(t))
koordinata-fliggvények folytonosak. Vezessiik de az alabbi valos fiiggvényt:

F:lo,0] - R
to— fz(t), y(t)).

Ekkor F folytonos, és F(a) = a, F(8) = b. Igy az egy-dimenzios folytonos
fliggvényekre ismert Bolzano-tétel szerint 1étezik olyan Ee(a, 3), melyre F (&) = c.

Ezért a @ := v(§)eS pontra f(Q) = c.
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1.2.6. Definicié. Legyen f : S — IR adott figguény, SCIR? tartomdny. Azt
mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos S-ben, ha tetszdleges € > 0-hoz létezik
d > 0, hogy ha P, P'eS pontokra |P — P'|| < 6, akkor |f(P) — f(P")] <e. A

0 = 0(e) szdmot az e-hoz tartozd folytonossigi modulusnak hivjuk.

1.2.7. Definicié. Az f : S — IR kétvdltozds valos fiigguény Lipschitz folytonos,
ha létezik eqy olyan L > 0 szam, melyre

f(P) = f(P)<L-||P—P|
teljesiil minden P, P'eS pontra. (Itt 6 := ) Az L szamot Lipschitz-konstansnak

hivjuk.

1.2.2. Allitas. Ha [ egyenletesen folytonos S-n, akkor S minden pontjdban fo-
lytonos. Ha [ Lipschitz folytonos eqy tartomdnyban, akkor ott egyenletesen is
folytonos.

1.2.3. Korlatos és zart halmazon folytonos fiiggvények

1.2.3. Tétel. Legyen S korldtos és zdrt tartomdny IR*-ben. Tegyiik fel, hogy
f: 5 —= 1R folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitas. Indirekt. Tegyiik fel, hogy a fiiggvény nem egyenletesen folytonos.
Ez azt jelenti, hogy van olyan € > 0 hogy V§ > 0-hoz léteznek P, P’ pontok,
melyekre [|P — P'|| < §, de |f(P) — f(P")| > e. Tekintsiik ezt az e-t. Ekkor a
0= %—hez is létezik P, P!, hogy:

1
IPa= Pl <~ (P = F(P)] > =

Tekintsiik a (P,) és (P)) sorozatokat.

Mivel S korlatos, mind a két sorozat korlatos, ezért létezik konvergens részsoro-
zatuk. Legyenek ezek az egyszertiség kedvéért maguk az eredeti sorozatok:

lim P, = P, lim P! = P'.

n—oo n—oo
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Belatjuk, hogy P = P’. Ezek téavolsagat becsiiljiik a haromszog-egyenlGtlenség
felhasznalasaval:

\P—-P||=|P-P,+P,—P,+P — P <

<P =Bl + 120 = Bl + 12, = P
Legyen 1 > 0 tetsz6leges. Ehhez 1étezik N kiiszobindex, hogy ha n > N akkor

n ) ) n I 7
P, — P| < <, P _p = <
IP—Pl<g, IR -Pl<g —<g

Ezért az el6z6 egyenl6tlenséget folytatva:

n.,on., n
P-Pl<i4+ly42-
IP-Pl<d+ded—y

Ioy P = P’ és S zartsaga miatt PeS. Ezért itt a fiiggvény folytonos. A ki-
valasztott € > 0-hoz létezik § > 0, hogy VQ-ra: ||Q — P|| < 0-bol kovetkezik,
hogy |f(Q) — f(P)| < €, ami ellentmond az indirekt feltételnek. Ezzel az tételt
belattuk.

1.2.4. Tétel. (1. Weierstrass-tétel) Legyen f : S — IR folytonos figgvény, ahol
SCIR? korldtos és zirt. Ekkor f korldtos, azaz értékkészlete korldtos.

Bizonyitas. Legyen H := {f(z,y) : (z,y)eS}. Jelolje ennek supremumét
B =supH. (B = oo is megengedett.) A supremum definicioja miatt létezik
(hn)CH sorozat, hogy

lim h, = 6.

Tudjuk, hogy h, = f(xy, yn), ahol P, = (z,,y,). A (P,) sorozat S-ben van, ezért
korlatos, tehat van konvergens részsorozata, legyen ez (P, ). limg .o (P,,) =
PeS, hiszen S zart. Ebben a P pontban a fliggvény folytonos, tehat f(P,, ) —
f(P), ha k — oco. Masrészt f(P,) — (3, hiszen részsorozata (f(x,,y,))-nek,
ezért B = f(P) < oc.

A fenti tételbdl azonnal kovetkezik az alabbi:

1.2.5. Tétel. (1. Weierstrass tétel) Korldtos és zdrt tartomdnyon folytonos fiigg-

vény felveszi a marimumdt és minimumdt.
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1.2.4. Hatarérték

1.2.8. Definicié. Legyen f : S — IR kétvdltozds valds fiigguény, Py = (0, yo)eIR?.
Azt mondjuk, hogy az f figguény hatdrértéke a Py = (xq,yo) pontban L, azaz

lim  f(x,y) = L,

(z,y)—(z0,Y0)

ha minden e > 0 -hoz létezik & > 0 szam, hogy ha (z,y)eS, /(v — 20)2 + (y — y0)? <
5, akkor |f(x,y) — L| < e

Az egydimenzios esethez hasonléan most is megfogalmazhaté az dtviteli elv:

1.2.3. Allitas.
lim  f(z,y) =1L

(z.y)—(%0,y0)

pontosan akkor teljesil, ha VP, = (x,,yn)eS, P, # Py sorozatra, melyre

lim P, = P,
teljestil,hogy
lim f(P,) = L.

1. példa: Legyen S = IR?\ {(z,0),zelR}, és tekintsiik azt az f : S — IR
tiiggvényt, melyre
fla,y)=e ",

ha y # 0. Legyen Py = (x¢,0) pont, ahol xy # 0 rogzitett. Ekkor

lim e %Y = lime /Y = (
(2,y)—(20,0) y—0

Ha az y = ka? parabola mentén tartunk a 0-hoz, azaz tekintiink egy (x,, kz?) =
P, sorozatot, melyre lim,, . x,, =, akkor

f(Pn) _ e—:cQ/k:cfl _ 6_1/k.

Tehat a (0, 0)-beli hatarérték flige a sorozat valasztésatol, ezért a fliggvény hatérér-
téke nem értelmezhets a (0, 0)-ban.
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2.példa: Legyen
T+ 2y

3r —y

ha 3z —y #0
fz,y) =
0 ha 3xr—y =0
A (0, 0)-beli hatéarértéket kétfajta kozelitéssel probéaljuk meg kiszamolni. Egyrészt,
T+ 2y 1 1

lim lim = lim - = —.
z—0 y—0 3 — Yy x—0 3 3

Mésrészt

9
lim lim 252 jim _2— _9
y—0z—0 31 — Y y—0

Tehat mivel —2 # 1/3 ezért nincs hatéarérték. Megjegyzziik, hogy ha a fenti
hatarértékek egyenléek lennének, az még nem volna elég a 2 dimenziés hatarérték
létezéséhez.

1.3. Differencialszamitas

1.3.1. Parcialis derivaltak

1.3.1. Definicié. Legyen f : S — IR kétvdltozds valds fiigguény. Legyen (xq, yo)
az S halmaz belsd pontja. Ha létezik az

lim f(z,90) — f(o,y0)
T—T0 T — Xy

hatarérték, akkor ezt a menniiséget a fligguény x szerinti parcidalis derivdltjanak

nevezziik az (xo,yo) pontban. Ezt igy jeloljik:

f:;(x()?y())v %f(x()?y())-

Hasonloképpen definidljuk az y szerinti parcidlis derivaltat az értelmezési ta-
romany belsejének egy (g, yo) pontjaban.

Ha a fiiggvény parcialis derivaltjai egy S tartomény minden pontjiban léteznek,
akkor parcidlis derwdlt-fiigguvényrél beszéliink. Megjegyezziik, hogy a parcialis
derivalt-fliggvény ugyanolyan tipusd, mint az eredeti; kétvaltozos, valos fiiggvény.
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1.5. abra. Rogzitett y = 1 mellett egyvaltozos fiiggvényt kapunk.

Ezt a definiciot altalanosithatjuk IR"-re.

1.3.2. Definicié. Legyen SCIR" egy tartomdny, x = (x1, ..., z,)€ int S Az i-dik
valtozo szerinti parcidlis derivdltat igy értelmezzik:
() = if(x) 0 flxy, o mioq, hoxiny . x) — fla, ...,xn),
: ox; h—x; h — x;
feltéve, hogy a fenti hatdrtérték létezik

Példa. Ha f(x,y) = xy, akkor ennek parcialis derivaltjai f;(z,y) =y, f,(z,y) =
.

Ha a parcidlis derivaltfiiggvénynek létezik parcialis derivaltja, akkor masodrendii
parcialis derivaltat kapunk. Példaul:

9 0 0? .,

_ _ o ey + Ay) = filw,y)
a_y(%f(ajvy» — ayaxf(xay) - fxy(xvy) - Algl/lilo Ay

A parcialis derivalast értelmezhetjiik a kovetkezdképpen is. Rogzitett xg mellett
definidljuk az fi(y) = f(wo,y) egyvaltozos valos fliggvényt. Ha (xg,yo) belss
pontja D-nek, akkor yo bels pontja fi értelmezési taroményanak. Ekkor

%f(fo,yo) = fi(vo)-
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Példa. f(z,y) = 2% + y*. Ekkor az els derivaltak

0
fi(z,y) = 5 (@y) =20

fi(ey) = a%ﬂx,y) 9y,

a méasodik derivaltak

o O NN

A parcialis deriviltak kiszdmitasara alapvetGen kétfajta modszert hasznélunk.
Egyrészt az egyvaltozos valos fliggvényekre megismert modszerek alapjan, mas-
részt kozvetleniil a definicié alapjan.

Példa. Legyen

z + 2)?
ﬁ—l—&c—kiﬂ ha (z,y) # (0,0)

flx,y) =
3 ha (z,y) = (0,0)

Léteznek-e a parcialis derivaltak a (0,0) pontban?
Szamoljuk ki a f1(0,0) parcialis derivaltat a definicio alapjan:
£(h,0) — £(0,0) 2h+3-3

/ 1 1
1:(0,0) = Jimy h =

2.

Ugyanezt megtehetjiik az egyvaltozos valos fliggvényre megismert modszerek alapjan.
Ha f(x,0) = fi(z), akkor ez a fliggvény

0(x + 2)?

210 +2x+3=2r+3 ha x#0

fl(ilf) =
3 ha =0

Ekkor f{(0) = 2, vagyis az z szerinti parciélis derivalt létezik.
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Probaljuk meg kiszdmitani f; (0, 0)-t elGszor a definicio alapjan.

BOO = T

és a fenti hatarérték nem létezik. Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az egyvalto-

z6s valos fliggvényekre megismert modszerek alapjan szamolunk. Legyen ugyanis

f(0,y) = f2(y). Ekkor

y(0 +2)? 4
T2 43——43 ha y#0
01 52 Y y #

foly) =
3 ha y=20

Ez a fliggvény nem derivalhaté y = O-ban.

Lattuk, hogy egyvaltozos valos fiiggvények esetén ha egy fliggvény differencidlhato
egy a pontban, akkor ott folytonos is. Kérdés, hogy a ha a parcidlis derivaltak
léteznek, akkor vajon folytonos-e a fiiggvény az adott pontban? NEM FELTET-
LENUL.

Példa. Legyen
2y

212 ha (z,y) # (0,0)

flzy) =
0 ha (z,y) = (0,0)
A parcialis derivaltak léteznek a (0,0) pontban, hiszen

f<h70) B f(0,0)

£1(0,0) = lim S =2 g
0,h) — f(0,0
£0.0) = i [GHZIO0 _,

Mégis azt allitjuk, hogy a fiiggvény nem folytonos (0, 0)-ban. y = kz-et behelyet-
tesitve ugyanis azt kapjuk, hogy
2x - kx 2k
flo k) = =55 = 37
x° + k*x 1+k
vagyis kiilonboz6 egyenesek mentén 0-hoz tarva a hatarérték az egyenes mere-

dekségétol fiigg.

Szemléletesen, a probléma abbol adodik, hogy a parcialis derivaltak megadjak a
fiiggvény simasagat az x ill. az y tengelyek mentén. T6bb informacié nincs.
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1.3.1. Tétel. Legyen f : S — IR kétvdltozds valds fiigguény, (xq,yo)e int S.
Tegyiik fel, hogy az f, és f, parcidlis derivdltak léteznek (zo,yo) valamely UcCIR?
kornyezetében. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a parcidlis derivdltak itt korlatosak, azaz

|folz, )| <M, | f (2, y)] < M,
tetszdleges (x,y)eU — ra. Ekkor f figguény folytonos az (xq,yo)-ban .
Bizonyités el6tt ismétlésképpen kimondjuk a Lagrange-féle kozépértéktételt. Legyen

f :la,b] — IR folytonos illetve belss pontjaiban differencialhato fiiggvény. Ekkor
van olyan £ela, b], melyre

Kicsit méasképpen megfogalmazva: ha f : [a,a+ h] — IR folytonos és differencial-
hato, akkor létezik &ela, a + h], melyre f(a+h) — f(a) =h- f'(§). A =a+0h
jeloléssel, ahol 0 < 6 < 1, azt irhatjuk, hogy

fla+h)— f(a) = hf'(a+6h).

Bizonyitas. Legyen (z,y) = (xo + Ax,yo + Ay). Nézziik meg a fiiggvény
megvaltozasat. A haromszog-egyenlGtlenséget alkalmazva, azt kapjuk, hogy

|f(zo + Az, yo + Ay) — f(20,90)| <
< |f(zo+ Az, yo + Ay) — f(zo + Az, y0)| + | f(z0 + Az, y0) — [(20,90)]- (1.1)
A Lagrange-féle kozépértéktételbsl kovetkezik, hogy
fxo+ Az, yo + Ay) — fzg + Az, y0) = folyo + Ay) — foyo) =

= f5(&)Ay = f,(zo + Az, §,)Ay.

A masodik tag hasonléan frhato:

f@o+ Az, y0) — f(2o,90) = fi(wo + Ax) — fi(wo) = f1(&)Ar = f (&, yo) A

Itt Epe(wo, xo + Ax), Eye(yo, yo + Ay) . Igy az (1.1) egyenlstlenséget folytatva:

< | foEn po)[|A2] + | f1(x0 + Az, &,)]|Ay| < M(|Az] + |Ay)).
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Tehét:
|f(xo + Az, yo + Ay) — f(zo,y0)| < M(|Ax| + |Ayl),

ez pedig maga a Lipschitz-féle feltétel, tehat a fliggvény folytonos (xg, yo)-ban.

Az eldzd példa folytatdsa. Igazoljuk, hogy ebben az esetben nem teljesiilnek a
fenti tétel feltételei, azaz a (0,0) barmely kornyezetében a parcialis derivaltak
nem korlatosak. HF.

Példa. Legyen

f(z,y) = e #F ha (z,y) # (0,0)
flz,y) =
0 ha (z,y) = (0,0)

[gazoljuk a fenti tétel segitségével, hogy f(z,y) folytonos (0,0)-ban.
Meghatarozzuk a parcialis derivaltakat a pontban és kornyezetében.

—1

f(h7 0) - f(07 0) en?

/ o . _ . —
OO =T Tl
= 2z
! — z2+1y2 S —
fx(x7y) € (:132 +y2)27
! — :c2+y2 - - _
fy(l’,y) € (22 + 12)?

Elegendé belatni, hogy ezek korlatosak a (0,0) egy kornyezetében.

Tekintsiink egy r sugart gombdét az origd koriil.

U={(z,y): Va?+y><r}

Itt | f7] illetve |f,| korlatosak. HF.

1.3.2. Tétel. Legyen f : S — IR kétvdltozds valds figguény, (x,y)e int S. Ha

2 5 iz

és az adott pontban folytonosak is, akkor itt a derivdldasok sorrendje felcserélhetd,

a pont eqy kornyezetében léteznek az mdasodrendid parcidlis derivdltak,

azaz
foy(@,y) = fi(2,y).



1.3. DIFFERENCIALSZAMITAS 31

Példa. Adunk ellenpéldat arra, hogy a fenti egyenléség nem teljestiil, ha a tételbeli
feltétel nem igaz. Legyen

22— a2
- 5Ly ha (x,y)#(0,0)
flz,y) = oy
0 ha (z,y) = (0,0)

Meghatéarozzuk a vegyes méasodrendi parcialis derivaltakat a (0,0) pontban:

h2 _y2
T

/ . flhyy) = f(Oy) =y

—-Y,

Forditott sorrendben derivilva

£(2.0) = im L8P = J(@.0)

h—0 h

f2y(0,0) = 1.
HF': miért ellenpélda? (Ld. az abrékat)

:"L‘)

=
N
““\s\\“‘\‘\\
SN
R

[ 77777
e e SN
St

LI
".."."'
Q, ...

QOGN

Y,
QR
:,'0' R
X

"
0
:"
o,

R

J

ZZ
7z
——

oy

00
0
0
X

1.6. abra. A példaban szerepl§ fiiggvény
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1.7. &bra. A példdban szerepl§ fiiggvény vegyes masodik derivaltja , f.

1.3.2. Teljes differencialhatésag

Emlékeztetiink arra, hogy az f(x) egyvaltozos valos fiiggvény esetén azt mondtuk,
hogy f differencidlhat6 az xe int Dy pontban, ha a

oo ot A) — f(@)
Az—0 Az

=A
kiilonbségi hanyados hatarértéke létezik. Ekkor f/(x) = A
Ez azt jelenti, hogy ha Ax elég kicsi, akkor

flx+ Az) = f(x) + AAx + ¢(Az) - Az,

ahol A fliggetlen Az-t6l és
lim e(Ax) = 0.
Az—0

1.3.3. Definici6. Egy h(x) figgvény kisordd a 0-ban, ha
h(z)

lim —= = 0.
z—0 X

Ezt vgy jeloljik, hogy h(z) = o(x).
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1.3.4. Definicio. Legyen f: S — R kétvdltozds figguény, és (x,y)e int S. Azt
mondjuk, hogy f figguény differencidlhato (x,y)-ban, ha léteznek olyan A, B, C
szmok, hogy

flz+ Az,y+ Ay) = AAz + BAy + C + o(/ Az? + Ay?) (1.2)

teljesiil elegendden kicsi Ax és Ay mellett, ahol A, B,C fiiggetlenek Ax-tdl és
Ay-tol.

1.3.3. Tétel. Ha f differencidlhato az (x,y) pontban, akkor ott folytonos is és
léteznek az adott pontban wvett parcidlis derivdltak. Tovdbbd a (1.2) képletben
szerepld konstansok

C=flr,y); A=filzy);  B=f(zy).
Bizonyitas.

1. Valasszunk Az = Ay = 0-t. Ekkor az (1.2) egyenlet fennall:
flz,y)=A-0+B-0+C+0=C.

Tehét a C' megegyezik a helyettesitési értékkel. Ez alapjéan konnyen belathat-
juk a folytonossagot:

lim f(z+ Az, y+ Ay) =
Ay—0

= AhmO AAx + Alimo BAy + C + lim o(v/Az? + Ay?) = C.
S v= ot

2. Igazoljuk az A-ra vonatkozo éllitast. Legyen Ay = 0. Ekkor az egyenlet:
flz+ Az, y) = AAz + f(z,y) + o(|Az]).

Ez alapjan szamoljuk ki a parciélis derivaltat:
o(|Axz|)

Alggo Ax B AI;:IEO(A T A ) =4
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Kivetkezmény.  Ha az f fiiggvény diffferencidlhaté az (z,y) pontban, akkor
elegendGen kicsi Az, Ay mellett igy irhato:

fla+Ar,y+Ay) = f(x,y)+ fio(z,y) Ax+ f(x,y) Ay +o(v/ Ax? + Ay?). (1.3)

A derivalt geometriai jelentése is hasonld az egydimenzios esethez. Ha a fligg-
vény differencialhato egy pontban, akkor a pont kozelében a fiiggvény értékét az
érintGsik segitségével kozelithetjiik. A sik megadasahoz megadjuk egy pontjat -
ez (x,y, f(x,y)) - és megadjuk a stk meredekségét, ami a két parcialis derivalt.

1.3.5. Definicié. Ha az f fiigguény differencidlhaté az (x,y) pontban, akkor eb-
ben a pontban a derivdlt az alabbi kétdimenzios vektor lesz:

grad f(z,y) = (fi(2,v), f,(x,v)).

Ha az f fiigguény egy Sy halmaz minden pontjaban differencidlhato, akkor a de-
rivaltfigguény
grad f: Sy — IR?

tipusi lesz.

1.3.4. Tétel. Legyen f : S — IR kétvdltozds valos fiigguény, (z,y)e int S. Tegyiik
fel, hogy fi(x,y) és f,(x,y) parcidlis derivdltak léteznek egy kdrnyezetben, és fo-
lytonosak ebben a pontban. Ekkor f differencidlhatd (z,y)- ban.

Bizonyitas. A Lagrange-féle kozépértéktételt alkalmazva azt kapjuk, hogy
fla+Az, y+Ay)—f(z,y) = fla+Az, y+Ay)— f(a+Az,y)+ f(a+Az,y)— f(z,y) =
= f,(x + Az, y + 0Ay) Ay + fi(z + 0 Az, y)Ax
valamely 0 < 6,6 < 1 konstansokkal. A parcialis derivaltak folytonossiga miatt:
fo(@+ Az, y + 0Ay) = f(2,y) +e1(Az, Ay)

fi(z+0'Ax,y) = fi(z,y) + e2(Ax),

ahol

Axl’lArgl_)O e1(Az, Ay) =0, Alslxrilo go(Az) = 0.
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Igy az el6z6 egyenldségbe visszahelyettesitve:
flo+Ax,y + Ay) — f(z,y) = fo(z,y)Az + f,(z,y) Ay + Azes + Ayey,

azaz f differencialhato.

Megjegyzés. A (1.3) Osszefiiggés tomoren igy is irhato:

Af(z,y) = fla+Az,y+Ay)—f(z,y) = grad f(z,y)- ( i:; >+0(\/ Ax? + Ay?).

Megjegyzés A fenti tétel feltétele nem szikséges a teljes differencialhatosaghoz.
Legyen ugyanis

fa,y) = |yl
Ekkor
fl@,y) = f(0,0) =0-2+0-y+ |zyl
megfelel a (1.2) feltételnek, hiszen
lzy] = o(v/22 + y?).
Mésrészt konnyen belathato, hogy f7.(0,y), v # 0 és f;(x,0), * # 0 parcialis

derivaltak nem léteznek. HF.

A fenti definiciokat altalanositjuk IR"-re. Legyen S C IR" adott tartomaény, S
elemei: z = (x1,...,2,). Adott egy f: S — IR n-valtozos valos fliggvény.

1.3.6. Definicié. Legyen x belséd pontja S-nek. Az f figguény differencidlhato
xz-ben, ha elegendden kicsi Ax = (Axy, ..., Ax,) megudltozds esetén, ahol x +
AxeS, teljesiil az aldbbi osszefiiggés:

flx + Azx) = f(z) + AAx + o(||Az]]), (1.4)
ahol AeR" fiiggetlen Az-tdl, ||Ax| = \/Ax? + ... + Ax2

Kovetkezmény. A kétvaltozos esethez hasonloan igazolhato, hogy ha f differen-
cidlhato, akkor a (1.4) képletben szerepld konstans

A= (fi (@), . L, (2)):

1.3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy f fligguény parcidlis derivdltjar léteznek és folyto-
nosak eqy adott x pontban. Ekkor f teljesen differencidlhato.
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1.3.3. Iranymenti derivalt

1.3.7. Definicio. Legyen ae|0,2m). Az o irdnyi irdnymenti derivdltat igy értel-

mezzik:

0 . T+ pcosa,y + psina) — f(x,
Daf(x,y)za—af(w,y)zplir&f( P ?JPP ) — f( y))

ha ez a hatdrérték létezik.
Ez azt jelenti, hogy az f(x+ Ax,y+ Ay) fligvényértéket csak megadott iranyban
nézziik, nevezetesen:
Ax = pcosa, Ay = psina,
ahol pelR*.

1.3.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény differencidlhatd (z,y)-ban. Ekkor

itt létezik az irdnymenti derivdlt tetszéleges ae|0, 2) esetén, és

Dof(z,y) = fi(z,y) cosa + f,(z,y)sina.

Bizonyitas. A differencialhatésag miatt

F(z + peosa,y + psina) = f(x,y) + fi(z,y)pcosa + fi(z,y)psina + ofp])

ha |p| elegendGen kicsi. Ebbdl kévetkezik, hogy

o(lpl)

f(z+ pcosa,y + psina) — f(z,y) .
= fu(x,y) cosa + f(z,y)sina + 5

p

melynek hatarértékeként az allitast kapjuk.

Megjegyzés. Specidlis esetben, a = 0 ill. a = m/2-re megkapjuk a parcialis
derivaltakat:

Da:()f(xay) - f:i;(xay)a Dazﬂ/2f(x7y) - fgj(x?y)

Altalaban az iranymenti derivalt:
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1.3.8. Definicié. Adott egy velR? irdny, melyre |[v|| = Jo? +v3 = 1. Aw
irdnymenti derivdltat eqy (z,y) pontban igy értelmezzik:
fl@+ pvi,y + pvo) — f(2,y)

Dy f(z,y) = lim p :

ha ez a hatarérték létezik.

Megjegyzés. A D, f(x,y) iranymenti derivélt valos szam.

Ezt a definiciot altalanositjuk IR"-re:

1.3.9. Definicié. Legyen adott az f : S — IR figgvény, ahol S C IR" egy
adott tartomdny, xe int S belsd pontja S-nek. Adott eqy v irdny, azaz v =
(v1, ..., v,)eR", melyre: (Zn 02)1/2 = 1. FEkkor az f fiigguény v iranyi de-

i=1Yi
rivdltja
Duf(e) — i L) = 1)
p—0+ P

ha létezik és véges.

1.3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy f teljesen differencidlhato x-ben. Ekkor minden
v iranyban létezik D, f(x) és

n

Dyf(z) =vify,(x) + ... +onfl (2) =) vifi(2)

1=1

Példa. Legyen
flxy) = v + 7,

azaz a fliggvény egy ponthoz hozzérendeli az origotol vett tavolsagat.

Adott « iranyhoz tartozo iranyvektor v = (cosa,sina). Hatarozzuk meg a

D, f(z,y) iranymenti derivaltat.

fi(z,y) = ————= = cos/,
V2 + y?
filx,y) = ——2— = sin,
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ahol 6 az (x,y) pont masodik polarkoordinataja. Ekkor:
Dof(x,y) = fo(z,y) cosa+f,(z,y)sina = cosf cosa+sinf sina = cos(f—a).

Megjegyezziik, hogy ha a = @, akkor az irdnymenti derivalt maximalis, mig 6 —
a = /2 esetén az irdnymenti derivalt 0.
HF Hogyan értelmezhetjiik geometriailag ezt a tényt?

1.3.4. Osszetett fiiggvény differencialasa

Adott f(u,v) kétvaltozos fliggvény, ahol az w és v valtozok nem fliggetlenek,
hanem
u=®o(x,y), v ="z, y).

1.3.10. Definici6. Legyenek U, ® : R — IR, R C IR? adott kétvdltozds fiigg-
vények. Jelolje: S = {(u,v) : u = ®(x,y), v = VY(z,y), (x,y)eR}. Ekkor az
osszetett fiigguény, melyet az

F(z,y) = f(2(z,y), ¥(z,y))
képlet definial olyan F : R — IR kétvaltozos figguény , melyre
(@,y) = [(®(z,y), Y(z,y)).
Példa. Legyen
F(z,y) = e%sin(x + y).
Ezt a fliggvényt igy tudjuk Osszetett fiiggvényként értelmezni. Legyenek

u = Oz,y) =y
v = VY(x,y)=x+y

flu,v) = e“sin(v)

A definiciobol kénnyen adodik az alabbi allitas:

1.3.2. Allitas. Ha a ®, U fiigguények folytonosak (z,y)-ban, és f folytonos az
(u,v) = @(2,y), ¥)(z,y))

pontban, akkor F is folytonos (x,y)-ban.
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1.3.7. Tétel. (Lancszabdly.) Tegyiik fel, hogy ®,V differencidlhatok (z,y)-ban,
és [ is differencidlhato az (u,v) = (®(z,y), Y(x,y)) pontban. Ekkor F is diffe-
rencidlhato (x,y)-ban, és parcidlis derivdltjai:

Fo(z,y) = folu,0)®,(z,y) + f,(u,v)V,(z,y),

Fy(z,y) = fu(u,0)®(z,y) + fi(u,0) ¥, (2,y).

Bizonyitas. Irjuk fel az F Osszetett fiiggvény megvaltozasat:
F(z 4+ Az,y + Ay) — F(z,y) =

= [(®(z + Az,y + Ay), V(z + Az, y + Ay)) — f(P(z,y), ¥(z,y)) =

ahol &1(z,y) = o(y/(Az)? + (Ay)?). Itt felhasznaltuk a kiilss fiiggvény differen-
cidlhatosagat. A belss fiiggvények megvatozasait igy irhatjuk:

A® = Oz + Az,y + Ay) — O(z,y) = (2, y) Az + @) (2,y) Ay + ea(z, y),

AV =T (2 + Az,y + Ay) — U(z,y) = V,(2,y)Az + V) (z,y) Ay + &3(7, ),

ahol ea(,y) és e3(x,y) is o1/ (Az)? + (Ay)?) fiiggvények. Mindezeket visszahe-
lyettesitve megkapjuk F' differencialhatosagat.

Példa. (folytatés) A fenti fliggvény x szerinti parcialis derivaltja:

Fl(z,y) = e"sin(v)y + €" cos(v) = €™ (sin(x + y)y + cos(z + y)) .

Altalanos eset. Legyen f(ui,...,u,) n-viltozos fiiggvény, és adottak a ®1(z,y), ...

®, (1, y) kétvaltozos fiiggvények kozos Dp, = R C IR? értelmezési tartomannyal.
Az Osszetett fliggvény igy irhato:

F(z,y) = f(®1(z,y), ... Pulz,y)).
Ha f és ®;, i = 1,..., n differencidlhatoak, akkor F'is differencidlhato, és

F(x,y) = fo, (ur, .. un) @, (2, y) + .o+ f (ur, . un) @ (2, y) =

= Of 0P,
— ;8ul(ula7un) ox (Zlf,y)
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Ey(z,y) = fo, @, (@ y) + ...+ fo (u,. o un) P, (2,y) =

Példa. Legyen
fla,y) = a* + 7~
Helyettesitsiik be z és y helyére a polarkoordinatdkat, legyenek tehét
r = z(r,0) = rcos(f)
y = y(r,0) = rsin(0).
Ekkor az Osszetett fiiggvény

F(r,0) = f(rcos(f),rsin(6)) = r* cos®(0) + r*sin’(9) = r*.

Szamoljuk ki F' 6 szerinti parcialis derivaltjat a lancszabaly alapjan. A képlet,
amit hasznalnunk kell:

OF _0fox  0foy
00  0x 06  Oyob

Ezek a parcialis derivaltak:

of oxr ,
i 2z 0= r(—sin(f))
of Oy

o Y 50 r cos(6)

Igy ezekbol Gsszerakva a derivaltat ezt kapjuk:

aa—];(r, 0) = 2xr(—sin(f))+2yr cos() = 2r cos(@)r(— sin(0))+2r sin(0)r cos(f) = 0.

1.3.5. Implicit fiiggvény tétel

Példafeladat: Adott a sikban egy gorbe, melyet az F(x,y) = 0 implicit alak
ir le. Adott a gorbének egy pontja, (zg,yp). A pont kidrnyezetében keressiik a
gorbe explicit alakjat, egy olyan y = f(x) fliggvényt, melyre F(z, f(x)) = 0 és
f(xo) = yo
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1.3.8. Tétel. (Implicit figguény tétel.) Tegyiik fel, hogy az F kétvdltozds figg-
vény differencidlhato az (xo,yo) pont eqy kirnyezetében, és ebben a pontban

F($07 Z/o) = 0.

Ezenfeliil feltessziik, hogy F,(xo,y0) # 0 (azaz az érintdsik ferde). Ekkor létezik

eqy kétdimenzios intervallum,
I= (513'0—04,5130—{—04) X (90—573/04‘5) :Il X [2

hogy minden wely esetén az F(x,y) = 0 eggyenletnek pontosan eqy y = f(x)
megolddsa van, és yelo. Tehdt létezik eqy

f111—>12

valos fligguény, mely a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

- flzo) = wo.
- f(x)ely, Yrely.
- F(z, f(x)) =0, Vzel.

- Fy(z, f(z)) # 0, Vel

Tovdbbd f differencidlhato I-ben, €s derivdltja igy szdmolhato:

Fi(, f(x))

I =% o)

Megjegyzés. Az implicit fiiggvény tétel a gérbe lokdlis tulajdonsagat fogalmazza,
meg. Masrészt csak egziszteniarol van szo, tehat annyit allit csak, hogy [étezik a

megfeleld fiiggvény, de nem adja meg a konstrukciot.

A fenti tételt nem bizonyitjuk. Ha mar tudjuk, hogy f differencialhato, akkor
derivaltjat kiszamolhatjuk. Derivaljuk az F(z, f(x)) = 0 egyenletet x szerint:

Fi(z, f(x)) -1+ Fy(z, f(2)) [ () =0, (1.5)

ahonnan a Tétel utolso allitasa kovetkezik.
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Példa. Tekintsiik az
F(r,y)=2+y*—1=0

egyenlet megoldasat. Ha ebbdl explicit médon megprobéljuk az y-t kifejezni:
y==+v1-— a2

ami nem egyértelmd. Konkrét (zg,yo) esetén az implicit fliggvény segitségével a
korivnek azt a darabjat kapjuk meg , ahol az adott pont szerepel. Harom eset
lehetséges.

1. Ha zpe(—1,1) és yo > 0, akkor a megoldasfiigvény
f(x) =+1—22
2. Ha xpe(—1,1) és yp < 0, akkor a megoldasfiigvény

f(x) = —v1— 22

3. Ha xo = *1, akkor yo = 0. Ekkor F(ro,0) = 0, és valoban, a megoldas nem
folytathato.

Példa. Tekintsiik a Déscartes-féle gorbét, amelyet az
F(x,y) =2° +y* — 3axy = 0
egyenlet ad meg, ahol a > 0 egy valés paraméter.

A parciélis derivaltakat kiszamolva azt kapjuk, hogy
F!(x,y) = 32 — 3ay, F)(z,y) = 3y* — 3ax.

Vagyis F(0,0) = F,(0,0) = 0, a (0,0) kérnyezetében tehdt nem folytathato
(nem egyértelmi) a megoldds. Barmely més pont a gorbén alkalmas kiindulési
pontnak. Lathato, hogy van olyan z, amihez 1, illetve van olyan, amihez 3 y

tartozik. Derivaltja:

3207 —3ay  ay—a*  af(x)—a?

! = — e —
e y) = 3y? —3ax  y:—axr  f*(x)—ax
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1.8. 4bra. A Déscartes-féle gorbe, mint az z = F(z,y) feliiletnek és az x,y siknak a metszete.

Megjegyzés. Az (1.5) Osszefiiggés ujabb derivilasaval f magasabbrendd derivalt-
jait is ki tudjuk fejezni. Példaul a mésodik derivalt:

Fl (o, f(@) + Fip(a, (@) /(@) + Flya, (@) f'(@)+
B, @) () + Fpy(a, f(2) 1" (2) = 0.

Ebbdl pedig f”(x) kifejezhetd.

1.4. Differencidlszamitas alkalmazasai
1.4.1. SzélsGértékszamitas

Legyen f : S — IR kétvaltozos fiiggvény, S C IR

1.4.1. Definici6. (zg,yo)eS lokdlis mazimum (minimum), ha létezik a pontnak
olyan U kérnyezete, hogy minden (x,y)eU N Dy-re

flx,y) < flwo,0)  (fl2,y) = f(20, %))

Megjegyzés. (xo,yo) lehet az értelmezési tartoméany hatarpontja.
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1.4.2. Definici6. (zo,yo) globdlis mazimum (minimum), ha minden (z,y)eD;

esetén

flx,y) < flwo,0)  (fl2,y) = f(2o, %))

Megjegyzés. A Weierstrass tételbsl kovetkezik, hogy ha S korlatos és zart, akkor

biztosan létezik globalis minimum és maximum.

Példa. Tekintsiik az f(x,y) = 2? + y? fiiggvényt az S = {(z,y) : 22 +y? < 1}
tartomanyon. Nyilvanvaloan a fiiggvény globélis maximumhelyei a {(x,y) : 22 +
y? = 1} korvonal pontjai, és egyetlen globalis minimumhelye a (0, 0) pont.

1.4.1. Tétel. (Szikséges feltétel a szélséérték létezésére) Tegyik fel, hogy az f
fiigguénynek (o, yo)-ban lokdlis szélséértéke van, és tegyiik fel, hogy a fiigguény
itt differencidlhato. Ekkor szikséges, hogy grad f(zo,yo) = 0, azaz

fe(@o, o) = fy;(xOJyO) =0

teljestiljon.

Bizonyitas. Jelolje fi(x) = f(x,y0). Ekkor xy lokélis szélsGértéke fi-nek.

Példa. Legyen f(x,y) = xy, mely mindeniitt értelmezve van. Parcialis derivaltjai:

Vagyis fi(xg) = 0, méasrészt fi(

folry) =y,  filz,y) ==

A (0,0)-ban f;(0,0) = f;(0,0) = 0, mégis ez a pont nem szélséérték, mert
minden siknegyedben mas lesz az elGjele, tehat barmely kérnyezetében van pozitiv
és negativ érték is.

1.4.3. Definici6. Ha grad f(xo,y0) =0, akkor (zo,y0) staciondrius (vagy kriti-
kus) pont.

1.4.2. Tétel. (Altaldnos tétel.) Legyen f n-vdltozds fiigguény, f:S — IR, S C
IR". Ha az xeS szésdérték-helyen a figguény differencidlhatd, akkor grad f(x) =
0
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Példa. Hatarozzuk meg, hogy milyen haromszog esetén lesz a szogek a sinusainak
a szorzata maximalis. Ha a hiromszog két szoge x és y, akkor a harmadik szog
180° — & — y. Igy a minimalizalando fiiggvény:

f(z,y) =sinxsinysin(180 — x — y) = sinx sinysin(x + y),
ahol
f:]0,7] x [0,7] = IR.

El6zetesen megéllapithatjuk, hogy ha 0 < x,y < 7, akkor f(z,y) > 0, egyébkeént
a hatéron f(x,y) = 0. Ezért Dy belsejében f pozitiv, a 0Dg-en az f = 0. Tehat
a fliggvény maximuma létezik (mivel Dy korlatos és zart) és belsé pontban van.

Meghatarozzuk a stacionarius pontokat.
fi(z,y) = cosxsinysin(z + y) + sinw siny cos(z + y) = 0,

f;(xa y) = sinz cosysin(z + y) + sinx siny cos(x + y) = 0.

A fenti egyenleteket egyméasbol kivonva azt kapjuk, hogy tany = tan z, vagyis a
stacionarius pontban x = y. Ezt visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

cos x sin  sin 2x + sin® z cos 2z = 0,
amibdl trigonometrikus azonossagok felhasznéalasaval (és sinx # 0 miatt
cos rsin 2z + sinx cos 2x = sin3x = 0

adodik. Ebbdl azt kapjuk, hogy
s
Tr = = —
y 3 Y

tehat a haromszog egyenlGoldala.

1.4.4. Definicié. Tekintsik az f : S — IR kétvdltozos fiigguényt, és legyen
(xo,y0) belsd pontja S-nek. Azt mondjuk, hogy [ kétszer differencidlhato ebben a
pontban, ha a fiigguény differencidlhato a pont eqy kirnyezetében, és az fi.(x,y) és
az f,(x,y) parcidlis derivdlt figguények is differencidlhatéak az (xo,yo) pontban.
Ekkor értelmezhetdek az fr,(vo,v0), az fr,(xo,%0), fi(T0,%0) € az f,, (xo,yo)

mdsodrendid parcidlis derivdltak.
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1.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidhato az értelmezési tartomdny
belsejében lévd (x,y) pontban. Ekkor itt

foy(@,y) = fr(2,y).

Megjegyzés. Egy fiiggvény els6 derivaltja

grad f(x,y) = (fi(z,y), f,(x,v))

sorvektor. Mésodik derivéaltja matrix:

" "
xx Jyx

2 2
zy  Jyy
A fenti métrixot az adott ponthoz tartozdé Hesse mdtriznak hivjuk. Altalaban,
egy n-valtozos fiiggvény esetén a Hesse métrix olyan n X n dimenziés matrix,
melynek (i, j)-dik eleme:
o0 f
dx;0x;

Hij =

1.4.4. Tétel. (Elégséges feltétel a szélsdérték létezésére.) Tegyiik fel, hogy az
(0, y0) pont staciondrius pontja f-nek, ésitt f kétszer differencidlhato. Ha ebben
a pontban

fg,c/xf;;ly T (fglc/y)2 > 07

akkor a pontban lokdlis szélsdsérték van. Ha emellett f!

Tr

(x0,y0) > 0, akkor lokdlis
minimum, ha fI xo,yo) < 0, akkor lokdlis maximum. Ha

f:;leg;/y T (fa/:/y)2 < 07

akkor nincs szélsdérték. Ha pedig

f:;c/xfgl//y T (f;ly)Q = 07

akkor a szélsdérték eldontéséhez tovdbbi vizsgdlat sziikséges.
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Emlékeztetd: Az A n x n-es matrix pozitiv (negativ) definit, ha minden zelR",
z # 0 esetén 27 Ax > 0 (< 0). Ha létezik zelR", melyre 27 Az > 0 és létezik
yelR" hogy y' Ay < 0, akkor a métrix indefinit. Példaként tekintsiik az

10 -1 0 1 0
A= : B = : C =
01 0 -1 0 —1
matrixokat. Nyilvan A > 0 (pozitiv definit), B < 0 (negativ definit) és C' indefi-

nit.

1.4.5. Tétel. (Az eldzd tétel dtfogalmazdasa.) Tegyiik fel, hogy (xo,y0) egy sta-
ciondrius pontja f-nek. Ekkor ha a H(xq,yo) Hesse mdtriz

pozitiv definit, akkor itt a fliigguénynek minimuma van,

negativ definit, akkor marimuma van,

indefinit, akkor nincs szélsdértéke,

szemidefinit, akkor nem eldonthetd.

SzélsGérték altalanositasa

Legyen S C IR" tartoméany. f : S — IR n-véltozos fliggvény, kétszer differencial-
hato az ze int (5) pontban. Tegyiik fel, hogy grad f(z) = 0. (Ez a sziikséges
feltétel). Jelolje H a pontbeli Hesse matrixot, melynek (i, j)-dik eleme

0> f
8$@'6$]‘

H;j = f(z)

Ha:

1 H > 0, akkor x lokalis mimimum,
2 H < 0, akkor x lokalis maximum,
3 H indefinit, akkor nincs szélsGérték,

4 H szemidefinit, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.
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Specialis esetként vizsgaljuk meg, hogy n = 2-ben mit jelent a definitség.

1.4.1. Allitas. Legyen H eqy kétvdltozds fiigguény Hesse mdtriza az (z,1) pont-

ban, azaz
w(@y) fye(@,y)
H—
(@) foy(@y)
Ekkor

1 H>0 < det(H)>0¢s fIl.>0

Trr

2H<0 < det(H)>0¢és fI! <0

Trr

SH<Owvagy H>0 <& det(H)=0
4 H indefinit & det(H) <0

Példa. Legyen
fla,y) =a® = 3wy + v,
értelmezési tartomanya IR?. Lokalis szélsGérték meghatarozashoz szamoljuk ki a
gradiens-t:
fulw,y) =2x -3y,  fi(z,y) = =3z + 2y.
A gradiensvektor egyetlen pontban tinik el, ez a (0,0) pont. A Hesse métrix
minden pontban ugyanaz:

ﬂlc,a:(x7 y) ;;/x(xa y) 2 -3
H — =
oY) foy (2, y) -3 2

Mivel det H = —5 < 0, ezért a méatrix indefinit, tehat a fliggvénynek nincs lokalis
szélsGértéke.

Példa. Legyen
fla,y) =2 +ay+y’ +a+y,
értelmezési tartomanya IR%. A stacionarius pontokat meghatérozo egyenletrends-

zer
folwy) =20+y+1=0,  flz,y)=2+2y+1=0,
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ennek egyetlen megoldasa
(2,9) = (—3.—2)
x,y) =(—=,—=
7y 37 3

lehetséges szélsGérték. A mésodik derivéaltak
foolzoy) =2,  fr(z,y)=2,  f(z,y)=1
A Hesse matrix

H =
1 2

pozitiv definit, ezért a stacionarius pont lokalis minimum.

1.4.2. Feltételes szélsGérték

Mintafeladat: Legyen adott IR*-ban egy ®(z,vy,2) = 0 feliilet. A feliilet melyik
pontja van az origbhoz a legkozelebb? Mas széval hatarozzuk meg a

min(z? 4 y* + 2?)

értekét, ahol a valtozok nem fiiggetlenek, hanem fennall a ®(x,y, z) = 0 Gssze-
fliggés. Els6 megoldasként a ®(x,y, z) = 0 alakbol explicit modon kifejezziik az
egyik valtozot: z = F(z,y), és minimalizaljuk az

2+t + (F(z,y)?,  (2,y)eDy

kétvaltozos fiiggvényt. Ennek hétranya, hogy egyrészt egyaltalan nem biztos,
hogy explicit megoldas létezik, masrészt énkényesen részesitjiik elonyben az egyik
valtozot. Méasodik megoldasként kozvetleniil optimalizalunk. Ez azt jelenti, hogy
az f(x,y,2) = 22 + y? + 2% fiiggvény megszoritasat tekintjiik az

{(,y,2): ®(z,y,2) =0}

halmazon, és itt keressiik a szélsGértéket. A gondot az okozza, hogy a fenti hal-
maznak altalaban nincs belsd pontja, tehat a korabbi fejezet tételeit nem alkal-
mazhatjuk.

Feladat. Legyen adott az f kétvaltozos differencidlhato fiiggvény, és ennek ker-
essiik azon a halmazon a szélsGértékeit, ahol a ®(z,y) = 0 Osszefligges teljestil.



50 1. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

A sziikséges feltétel el6tt lassuk szemléletesen, hogy mit varhatunk. Képzeljiink
el egy olyan abrat, ahol egyszerre lathato a ®(z,y) = 0 feltétel, és az f(x,y) = ¢
szintvonalak, kiillonboz6 ¢ értékek mellett. Amely c-re van kozos pont, ott van
megoldasa a

(I)(l',y):O, f(l’,y):C

egyenletrendszernek. Mivel f folytonos (hisz differencidlhaté is), ezért a szintvo-
nalak is monoton modon valtoznak. Igy azt a szintvonalat keressiik, ami "utol-
jara" metszi a ®(z,y) = 0 gorbét. Ebben az (z,y) pontban gorbék érintik
egymast, az érint6k megegyeznek, azaz

felzy) Pz, y)

fixy) @ (z,y)
Ezt egy kicsit masképp atrendezve azt kapjuk, hogy van egy olyan A valos szam,
melyre
fol@y) _ flay)
. (z,y) Dy, y)

Tehat szemléletesn azt varjuk, hogy ha (z,y) feltételes szélsGérték, akkor létezik

A

olyan A, melyre:

f(@,y) = A (2,y) =0

teljesiil. Errél szol a kovetkezd tétel.

1.4.6. Tétel. (Szikséges feltétel) Tegyiik fel, hogy az f(x,y) figgvény differen-
cidlhato, és feltételes szélsdértéke van az (xo,yo) pontban a ®(x,y) = 0 feltétel
mellett. Ekkor létezik AgeIR, melyre:

falj(xm yO) - )‘Oq)/x(xm yO) - 07

fg:(x()a y()) — )\0(1)21(3307 yO) - 07

azaz (xo, Yo, No) staciondrius pontja az F': Dy x IR — IR hdronvdltozds fiiggvény-
nek, ahol

F(:U)y) >‘) - f(:U)y) o )\(I)(I,y)
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A fenti tételt atfogalmazva kimondjuk a Lagrange-féle multiplikdtor szabdlyt. Te-
kinsiik az alabbi feltételes optimalizalasi feladatot:

min T, va max r,Y).
{q’(x,y)—O}f( 2 & {<I>(z,y)—0}f( 2

Ehelyett tekinthetjiik az
F(z,y,A) = f(z,y) = A®(z,y),  (2,y)eDy, AR
fiiggvény feltétel nélkili szélsGérték feladatat.

Példa. Legyen f(x,y) = xy, és ennek szeretnénk meghatérozni feltételes szélsGér-
tekét az 22 + y?> — 1 = 0 gorbe mentén. (A gérbe mentén nincs belss pont!).
Alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikitor szabalyt. Eszerint az aldbbi fliggvény
stacionarius pontjait keressiik:

F(z,y,\) = xy — Ma* +y* = 1).

Megjegyezziik, hogy az 2%+ y? — 1 = 0 feltételbsl adodo halmaz korlatos és zart,
tehat biztosan létezik szélsGérték. A fiiggvényértékek nagysagrendjre egy el6zetes
becslést kaphatunk a szamtani-mértani kozép kozti Osszefiiggés alkalmazasaval,

hiszen , ,
L ;y >\ 22y? = |xy|
miatt a feltételi halmazon
1
azaz ,
—5 S fley) <5 (1.6)

A Lagrange fiiggvény gradiense:

Fé(l’,y,A) - y_2)‘$7
EFy(z,y,\) = x—2\y,
F{(z,y,\) = 2% +¢*—1.

A grad F(z,y, ) = 0 egyenletrendszer megoldasaként

A = 0.5, vagy Ay = —0.5
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adodik. Igy visszahelyettesitve a A\-kat négy stacionarius ponot kapunk:

1 1 1 1
(xlayl) = (ﬁ: E): <x2792) = (_Ea _E%
1 1 1 1

($37y3) - (_Ea E)v ($47y4) = (ﬁa _E)

A megfelels fiiggvényértékek:
f(z1,91) = 0.5, f(2,y2) = 0.5,

f(z3,y3) = —0.5, f(z4,y4) = —0.5.

A (1.6) osszefiiggést felhasznalva azt kapjuk, hogy f(x1,y1) és f(x9,y2) globalis
maximumok, f(xs,ys) és f(x4,ys) pedig globalis minimumok.

1

1.9. abra. A példa feltételes szélsGérték szamitasra

1.4.3. Fiiggvényrendszerek

Ebben a fejezetben egyszerre tobb fiigggvényt tekintiink. Specidlisan, a fiigg-
vények szama megegyezik a valtozok szamaval. Legyen R C IR? egy tartomany,
ahol adott két fliggvény, &, ¥ : R — IR. A fliggvényrendszer amit tekintiink:

§ = (I)(xay)
n o= Y(,y). (1.7)



1.4. DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI 53

Ezt ugy értelmezziik, mint IR? térbeli leképezés, mely az (x,y) ponthoz a (&,n)
pontot rendeli hozza .

Példa. Az affin leképezést igy definialjuk:

& = ar+by
n = cx+dy.

Ezzel méar korabban talalkoztunk, mint IR?-beli lineéris leképezés. Tomoren igy

irhatjuk:
<§>A<x>’ A<ab>
1 Y ¢ d

Filiggvényrendszerekkel kapcsolatosan felmeriil6 elsé kérdés, hogy vajon - mint egy

Invertalhatosag

IR2-beli leképezés - invertalhato-e? Legyen B a képtér:

B={(n): {=2(z,y),n="V(z,y)): (z,y)eR}.

Tegytiik fel, hogy a leképezés injektiv, azaz kiilénb6z6 R-beli pontokhoz a kép-
térben kiilonboz6 (€,m) pontok tartoznak. Ekkor a (1.7) rendszer invertdlhato.

Az inverz rendszer ilyen alaku lesz:

r = g(&n)
y = h(&n). (1.8)

Példa. A korabban bevezetett polarkoordinatak spcialis IR%-beli leképezést jelen-
tenek:

£ = Var+y?t €20

n = arctan y, nel0, 27).
x
Ennek inverzét is meghataroztuk:

x = §cos(n)
y = &sin(n).
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Az inverz leképezés differencidlhatosaga

Tegyiik fel, hogy a kiindulo (1.7) egyenletredszer fiiggvényei és az inverz (1.8)
rendszer fliggvényei is differencialhatok.

1.4.5. Definici6. A (1.7) rendszerhez tartozd Jacobi mdtriz-ot igy definidljuk:

o (z,y) Py (z,y) grad @
j(a’,‘)y) = =
Uiz, y) V(z,y) grad W

A fenti mdtrixz determindnsdt Jacobi determindnsnak hivjuk:

Az inverz rendszer Jacobi matrixat igy jeloljiik:

9¢(&m)  g,(&m)
K(&n) =
he(§:m) Ry (&,m)

1.4.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Jacobi determindns nem 0, azaz a (1.7) rendszer

Jacobr matrixa nem szinguldris. Ekkor az inverz rendszer derivdltja igy irhato:

K(&n) =T (z,y),
ahol (z,y) és (§,m) egymads képei.
Bizonyitas. A (1.8) egyenleteket (1.7)-be helyettesitve az alabbi azonosséagokat

kapjuk:

£ = ®(g9(&n), h(& ) (1.9)
n = Y(g(&mn), & mn) (1.10)

Mivel feltettiik, hogy g és h is differencialhatoak, ezért derivalhatjuk a fenti azo-
nossagokat & és 7 szerint.
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Derivaljuk mindkét egyenletet & szerint, majd 7 szerint. Az attekinthetSbb jelolés
kedvéért az argumentumokat nem irjuk ki. Ezt kapjuk:

1 = @gl + DL, (1.11)
0 = Wgc+ W, h (1.12)
O — @/ g/ _'_ @l h/

LI yon
1 — \Ij/ g/ + \I}/ h/

N yn

A (1.11) egyenletet szorozzuk meg W' -vel, és a (1.12) egyenletet szorozzuk meg
®’ -vel majd vonjuk ki egymasbol az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy

/ v
h€: OV — P
y-x Ty

Teljesen hasonléan kapjuk a tobbi derivaltat is:

ge = el
g - )
@;xp{yq; SR

/ T
h77 - I'\Ir! _ H I/
T — P,

(I)/

gy = .

oW — DL

Vezessiik be a
/ / / /
D=9V, -0V,
jelolést. Ekkor a fenti képletek réviden igy frhatok:

\P/ (I)/ \I// (I)/
/:—y /:——y h,:——z h/:_x ].].3
gf D ) 977 D 4 £ D ) n D ( )
Megjegyzés. A inverz fliggvény derivéltjara vonatkozo képletek konnyebb memo-
rizalasa érdekében vegyiik észre az egydimenzios esettel valo analogiat. Ha f
egyvaltozos, differencidlhato fiiggvény, melynek derivaltja nem 0, akkor inverzé-

nek derivéltja igy irhato: ,
W) = 5=
0= s

Most a kétvaltozos fiiggvényrendszer ilyen alaki:

<(D>:R—>S,
1\
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56
és ennek derivalt-maéatrixa:
o’ <I>;
j —
Az inverzfiiggvény
g
S — R,
és ennek derivalt-méatrixa:
9% 9
K=
/ /
h£ hn

Példa. Tekintsiik a polarkoordinatak esetét. Ekkor a fiiggvényrendszer

r=vat+y ( =0(,y),

0 = arctan% ( =Y(x,y).
Ennek Jacobi matrixa:
x Y
V2 oy a4 g2
J =
—y T

$2+y2 332+y2

Ezért a Jacobi determinéns:
2 11
-

z? y
D= T o han -
(22 +y?) VAT

(22 + 42)3/2

Az inverz rendszer
x = rcosf (

y = rsinf (

Az inverz rendszer Jacobi matrixa
g 9y cos r(—sinb)

IC: p—
h!. h! sinf  rcosf
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Ennek determinansa
det(IC) = 7 cos? 6 + rsin?6 = .

Szamoljuk ki a J ! inverz matrixot:

x -y
2 2 D) 2
j—l_ 1 e+ Y* \Jx +vy B
detJ y T
Pyt a2+
T
Va4 2 4 cosf) —rsin6

= = = K.

T sinf) rcosé

A Jacobi determinanst szokas néha igy jelolni:

~d(§n)
b= d(x,y)

Megjegyerziik, hogy ez valoban csak formalis jelolés.

1.4.2. Allitas. Az inverz figgvény Jacobi determindnsa reciproka az eredeti Ja-

d&,n) . d(z,y)
doy) - Ve

cobi determindansnak:

1.4.4. Lagrange-féle kozépértéktétel
1.4.8. Tétel. Legyen f : S — R n-vdltozos fiigguény. Tegyiik fel, hogy f diffe-

rencidlhato az xeS eqy kornyezetében. Legyen helR" olyan meguvdltozds, melyre
(x + h)eS, és a fiigguény itt is differencidlhatd. Ekkor létezik 0[O, 1]:

flz+h) = f(x) =grad f(z+0h)h =) f1(&)h,
=1

ahol &, = x + 6h.
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Megjegyezziik, hogy a fenti tételben grad f(z+ 6h) sorvektor, h pedig oszlopvek-
tor.

Bizonyitas. Vezessiik be az alabbi egyvaltozos fiiggvényt:
F(t)= f(x+th) = f(x1+thy,...,z, + thy).

Ekkor F': [0, 1] — IR folytonos és differencidlhato. Erre a fliggvényre alkalmazzuk
a Lagrange-féle kozépértéktételt. Eszerint létezik 0¢e0, 1], melyre:

F(1)— F(0) = F'(0) - 1.
Mivel a ldncszabaly alkalmazasaval rogzitett ¢-re
F'(t) = fo,ha + .o+ fo, ha,

ebbdl az allitas kovetkezik.

1.4.1. Kovetkezmény. Legyen f : S — IR, ahol S C IR" konvex tartomdny
(vagyis barmely két pontjdt dsszekitd szakasz is benne van S-ben). Feltessziik to-
vabbd, hogy f differencidlhatd és grad f(x) = 0 minden xeS-re. Ekkor a fiigguény
konstans.

Bizonyitas. Legyen x,2’eS két pont. Alkalmazzuk a fenti tételt:
F(@) = Fla') = grad f(z +0(z - 2))(x — o),
valamely 0¢[0, 1] mellett. A konvexitas miatt = + 0(z — 2’)eS, igy
grad f(x +0(x —12")) =0,

ezert f(x) = f(a').

1.4.5. Taylor-formula

Feladat. Legyen f : S — IR kétvaltozos fliggvény, amely elegendéen sokszor
differencialhato valamely (x,y) pontban. Adjunk becslést az

f(x7y> - f(a:(]a yO)
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kiilonbségre az (g, yo) pontbeli derivaltak felhasznéalasaval.

A fenti feladatra egyik megoldast az érinté sik alapjan tudjuk megadni, eszerint

f(x,y) = f(wo,y0) + fr(20,90) (2 — 20) + £, (20, %0) (Y — vo)-
Ez megfelel az els6fokt Taylor-polinonmak.

Magasabb fokt Taylor polinomot tgy adjuk meg, hogy visszavezetjiik az egyval-
tozos esetre.

Legyen
F(t) = f(x() +tAx, yo + tAy),

ahol
Ar = x — x, Ay =y — 1.

Ekkor F': [0,1] — IR elegendGen sokszor differencialhato valos fiiggvény, F'(0) =
f(xo,v0), F(1) = f(x,y). Az F fliggvény t = 0 pont koriili Taylor-formuléjat
fogjuk hasznalni. Ehhez sziikségiink lesz a derivaltakra:

F(0) = f(zo,v0)

F'(t) = fiulwo+tAz,yo + tAy)Ax + f(x0 + tAz, yo + tAy) Ay

F'(t) = fi(zo+ tAz,yo + tAy)(Az)* + 27 (vo + tAz, yo + tAY) AzAy +
+ [ (zo + tAz, yo + tAy)(Ay)>.

Ha feltessziik, hogy F'(t) m-szer differencialhato, akkor indukcioval belathato,
hogy:

" " [ n o f .-
FU () =) ( I ) W(wo + tAz, yo + tAy) (Ax)"(Ay)"*
k=0

A Taylor formula alapjén ezt kapjuk:
f(z,y) = f(zo,90) = F(1) — F(0) =

87’L
= (fiAz + f,Ay) + - Z ( > Ay)”kW;n_k(xo, Yo) + Ly,

ahol L, a Lagrange-féle maradektag.
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Specialisan n = 2 esetén kifrjuk pontosan a tagokat:

f(x,y) = f(xo,y0)+grad f(xo,v0) ( im ) +%(A$ Ay)H (0, yo) ( ix ) + Lo,
Yy Y

Ahol H a Hesse-matrix.

Altalanos masodrendti Taylor-formula. Legyen f(z) n-valtozos, kétszer dif-
ferencialhato fiiggvény S-ben, S C IR". Ekkor tetszéleges x + heS esetén

f(x+h)= f(x)+ grad f(:c)h—l—%hT H h+ Lo,

ahol
' = (hi,..., hy), grad f(z) = (fl,. ... fz,)s

tovabba a Lagrange-féle maradéktag igy irhato:

1 1
Ly =" / H(z + th)dt h.
0
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2.1. Az integral értelmezése

Ismétlés. Egyvaltozos fiiggvény esetén a Riemann integralt hatarértékként de-
finidltuk. Legyen f : [a,b] — IR korlatos fiiggvény. Az [a,b] intervallum egy
felosztasa a = x9g < 11 < -+ - < x, = b. Bevezettiik az adott felosztashoz tartozo
also kozelitG Osszeget:

n

Snzzt[%—l,xz‘]mi, m; = inf f,

i—1 [%71,%‘}

és felsG kozelits Osszeget:

n

Sy = Zt[ﬂiz‘—b%]Mz‘, M; = sup f,

i=1 [Ti—1,74]

ahol t az adott intervallum hossza. Ha az als6 kozelité Osszegek supremuma
és a fels6 kozelité Osszegek infimuma egyenld, akkor mondjuk, hogy a fiiggvény
Riemann-integralhato.

2.1.1. Jordan mérték IR*>-ben

Hasonl6 gondolatmenetet kovetve fogunk IR? bizonyos részhalmazaihoz meértéket
rendelni. Alapkovetelményként megfogalmazunk néhény tulajdonségot, melyet
elvarunk, hogy ez a mérték teljesitsen. R C IR? esetén a mértéket A(R) fogja
jelolni.

Kovetelmények:
1. A(R) >0
2. Ha R egy négyzet, melynek oldala ¢, akkor A(R) = 6%

3. Legyenek Ry,..., R, olyan tartoményok, melyek nem atfedéek, azaz a kozos
pontjaik csak hatarpontok lehetnek. Ekkor

AR U...URy) :zn:A(Ri).
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A mérték definiciojahoz a tartomanyt négyzetekkel toltjiik ki, illetve kiviilrél is
azokkal vessziik koriil. Igazolhatd, hogy a kapott teriilet mérdszam fiiggetlen a
felosztas valasztasatol. Legyen adott egy R C IR? tetszoleges halmaz. Ennek
mértékét tobb lépésben hatarozzuk meg.

0. lépés. Tekintsiik a stk négyzetracsos felosztésat az x = 0,+1,42,... és
y = 0,x1,42, ... egyenesek segitségével. Legyen Ay (R) azon négyzetek szama,
amelyek teljesen benne vannak R-ben és legyen Aj(R) azon négyzetek szama,
amelyeknek van kozos része az R-rel. Nyilvan Ay (R) < Aj(R).

1. lépés. Finomitjuk a felosztast, a négyzetracs oldalait megfelezziik. Legyen
AT (R) = 1/4- azon négyzetek szama, melyek teljesen benne vannak R-ben.
Legyen A7 (R) = 1/4- azon négyzetek szdma, melyeknek van kozos része R-rel.
Mas szoval, A (R) azon négyzetek osszteriiletét jeloli, melyek teljesen benne van-
nak R-ben, A](R) pedig azon négyzetek osszteriiletét, melyek nem diszjunktak
R-tol.

Es igy tovabb. Az n-dik lépéshen 1/2" oldalhossziisdgti négyzetracsos felosztést
hasznalva defnidljuk az

A (R),  AJ(R)
szémokat.

Tekintsiik az (A, (R)) és (AT (R)) sorozatokat n — oo esetén. Mivel (A (R))

n

monoton novs és feliilrsl korlatos sorozat, ezért létezik az

A~(R) = lim A-(R)

n—oo

hatarérték. Hasonloan, az (A} (R)) monoton fogyd és alulrél korlatos sorozat,
tehat létezik

AY(R) = lim AF(R)

n—oo

hatarértéke. A konstrukecié alapjan

A, (R) < AL(R)

n

minden n, m-re , igy a hatarértékekre is

A~(R) < A*(R).
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2.1.1. Definici6. Ha A~ (R) = AT(R), akkor az R halmaz mérhetd, és
A(R) .= AT (R) = A (R)

a halmaz Jordan-mértéke.

Egyszertien lathato, hogy a barmelyik lépésben a kiils6 és belsé négyzetek kozti
kiilonbség tartalmazza a halmaz hatarpontjait, ezért

Af(R) - A;(R) < AL (OR).

Ebbdl kovetkezik, hogy ha A(OR) = 0, akkor a fenti egyenlGtlenségben hatérér-
téket véve

lim (A7 (R) — A-(R)) < lim A*(dR) =0,

n—oo n—oo
tehat a halmaz mérhets. Ez a feltétel egyben sziikséges is, errdl szol a kovetkezs
allitas.

2.1.1. Allitas. Egy halmaz akkor és csakis akkor mérhetd, ha hatdrdnak mértéke
0.

Példa nem mérheté halmazra. Legyen R := {(z,y) : 0 < z,y < 1, z,yeQ}.
Ekkor A7 (R) = 0, hiszen a lefedéshez minden kis részre sziikség van. Mésrészt
nem létezik olyan kis négyzet, amiben ne lenne irracionalis szam, ezért A (R) = 1.
A két hatarérték nem egyezik meg, tehat a halmaznak nincs mértéke. Ezt azzal
is igazolhatjuk, hogy a fenti halmaz hatara

OR =10,1] x [0, 1], A(OR)=1#0.
A definiciobol kénnyen igazolhatok a mérték alabbi tulajdonsagai:

1. A(R) > 0, minden mérhets halmaz esetén.
2. Ha R és S mérhetGek, akkor RU .S és RN .S is mérhetd.

3. Ha R C S és mérhetdek, akkor A(R) < A(S).
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4. Tegytik fel, hogy R és S nem atfedGek, azaz
int (R) N int (S) =0,
vagyis kozos pontok csak a hataron vannak. Ekkor

A(RUS) = A(R) + A(S).

Belathato, hogy a most definidlt mérték valoban kiterjesztése annak a teriilet-
fogalomnak, melyet az integralszamitas kapcsan értelmeztiink.

2.1.2. Allitas. Legyen f : [a,b] — IR" integrdlhato fiigguény. Definidljuk az R
tartomdnyt a kovetkezdképpen:
R={(z,y):a<z<b 0<y< f(z)}

Ekkor )
A(R) = / F(@)da.

Bizonyitas. HF, a definiciobol kézvetleniil lathato.

Megjegyzés. Ugyanez a mérték definialhato n-dimenzios térben is, ekkor n dimen-
7168 négyzetracsos felosztast alkalmazunk.

2.1.2. Integralas kétdimenziés mérhetd tartomanyon

Legyen R C IR? mérhets halmaz, amely korlatos és zart. Adott ezen egy f :
R — IR folytonos fiiggvény. Célunk, hogy meghatarozzuk az f(z,y) feliilet

alatti térrész, azaz a kovetkez6 harom dimenzios tartomany
S={(z,y,2): (x,9)eR, 0< 2 < f(z,y)}
térfogatat, V(.9)-t.

Tekintsiik az R halmaz felosztasat mérheté halmazokra, melyeknek nincs kozos
bels6é pontjuk: R = R U...UR,. Jelolje

mzzlnff(xay)a Mlzsupf(xay)
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Nyilvan azt szeretnénk, hogy

teljestiljon.

2.1. dbra. Az integral kozelitése

2.1.2. Definicié. Egy R C IR? halmaz dtmérdije
O(R) = sup{||z1 — z2|| : x1, z2eR},

azaz két legtavolabbi pontjdnak tdvolsiga. (6(R) = oo is megengedett.)

Legyen a fenti felosztas finomséaga

0 = max J(R;).

i=1,...,n

Tudjuk, hogy f folytonos R-en, ezért ott egyenletesen is folytonos. Tehét tets-
z6legesen megadott € > 0 esetén létezik egy 0 > 0 szam, hogy ha a felosztas
finomséga ennél kisebb, akkor

M, —m; <e¢

teljesiil . Ekkor

S, —sn—ZA )(M; — m;) <ZA — cA(R).

=1
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Ezért
sup{s, : nelN, maxd(R;) — 0} =inf{S, : nelN, maxd(R;) — 0},

tehat az integral értelmezhets. Az imént definidlt térfogatot igy jeloljiik:
vis) = [[ fe.var.
R

Altalanos esetben az integralt a Riemann-féle kozelits osszegek alapjan definial-
juk. Legyen f : R — IR korlatos fliggvény (nem feltétleniil nem-negativ), és
legyen (&, m;)eR; tetszéleges pont, a hozzé tartozo fiiggvényérték f; = f(&,m;). A
felosztashoz tartozo Riemann-féle kozelitd dsszeg:

Vo= fiA(R)).
1=1

Az f fiiggvény Riemann-integralhato, ha

lim V, =V

n—00, maxgs(g,;)—0

/R / (. y)dR.

2.1.1. Kovetkezmény. Ha f olyan folytonos figguény, mely Jordan mérhetd

létezik. Ekkor ezt igy jeloljiik:

tartomanyon van értelmezve, akkor f ezen a tartomdnyon integralhato is.

Specidlis esetként tekintsiink egy R téglalapot, R = [a,b] X [c,d] Az intervallu-

mokon legyenek a felosztasok egyenletesek, n illetve m részre. Az x tengelyen egy
b—a

részintervallum hossza Az =

d—rc

, az y tengelyen egy részintervallum hossza

Ay =

, ezért N = nm. Ekkor a kozelité 6sszeg

Vv = Z Z f(&,mj)AzAy.

i=1 j=1



68 2. FEJEZET. TOBBSZOROS INTEGRALOK

Példa. Legyen f(x,y) = 1 minden (z,y)eR esetén. Ekkor

/R/ 1 dR = A(R).

Példa. Legyen R = [0,1] x [0,1], f(z,y) = z. A kiszamitand6 tartomany a 2.2.
abran lathato.

2.2. abra. Az f(x,y) = x fiiggvény alatti tartomany, félkocka.
Geometriai meggondolés alapjén V' = §—et varunk.

Egyenletes felosztast tekintsiink mindkét irdnyban, N = n?. Az (i, j)-dik résztar-
toméanyon, [x;_1,2;] X [y;—i,y;]-n a Riemann Osszegben hasznélt fiiggvényértek
legyen x; = i/n. Igy
n
1 lnn+1) 1 1
Vi = Sy snrnl) L4
N n;nQ% n? 2 2+2n’
tehat hatarértéke valéban ]
li = —.
leéo Vi 2
Példa. R legyen kétdimenzios intervallum, R = [a, b] X [c, d], és tegyiik fel, hogy
f(z,y) = ®(x)¥(y), azaz a valtozok szerint szeparalhato. Hatérozzuk meg az

[ e@wiwazdy
R
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kettds integral értékét. Egyenletes felosztéasokat hasznélva

Vv =D ) f(&m)Axdy =) ) ®(&)V(n;)Axdy =

i=1 j=1 i=1 j=1
=Y B(&)Az- Y U(n;)Ay.
i=1 j=1

Azt kaptuk tehat, hogy ebben az esetben a kettGs integral két valos integrél szor-
zataként szamithato ki:

//@(m)@(y)dxdy = /ab@(x)dx : /Cd\If(y)dy.

Példa. Legyen az integralando fiiggvény f(x,y) = €Y, az integrélési tartomany
R =[0,1] x [1,2]. Ekkor

/R/ e YdR = /01 erdx /12 e Udy = (e—1)[— (e 2—e V)] = (6_1)(2_?) (1)

2.1.3. A kettés integral alaptulajdonsagai

A definiciobol lathato, hogy f > 0 nem sziikséges az integral értelmezéséher.
Altalanos esetben tn. eljeles térfogatrol beszéliink.

2.1.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy f integrdlhaté R-ben. Ekkor

1. cf is integrdalhato, celR esetén, és

//cf(x,y)dR:c//f(a:,y)dR.
R R

2. Ha g is integrdlhato R-en, akkor f + g is, és

/R/(fntg)dR—/R/dewL/R/ng.
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3. Hao R = Ry U Ry, ahol Ry, Ry nem dtfeddek és mérhetdek, akkor

/R/deél/deﬁ/RQ FdRs.

3a. Ha feltessziik, hogy A(R2) =0, akkor:

/R/de_él fdR,.

Ez azt jelenti, ha f(x,y) értékét eqy O mértékd halmazon meguvdltoztatjuk,
akkor az integral értéke nem valtozik.

/R/dezo.

5. Ha f(x,y) > g(z,y) minden (x,y)eR-re és g integrdlhato, akkor

//de>//ng

Kovetkezmény: Tetsz6leges f integralhato fiiggvényre

/R/de> /R fdR|.

hiszen |f($,y)\ > f(x,y) es If(x,y)\ = —f(l',y>-

4. Ha f >0, akkor

2.1.1. Tétel. (Integrdl kizépértéktétel) Tegyiik fel, hogy m < f(x,y) < M min-

den (x,y)eR esetén. Ekkor
R) §//de§M-A(R).
R

Tovdbba ha f folytonos is, akkor létezik (€, m)eR, hogy

/ fAR = f(€.m) - A(R).
R
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2.1.4. Kettss integral kiszamitasa

Legyen R kétdimenzios intervallum, R = [a,b] X [¢,d]. f: R — IR integralhato
fliggvény (nem feltétleniil szeparabilis).

2.1.2. Tétel. Ragzitett ye[c, d] esetén értelmezziik a

- /abf(fc,y)dx

figgvényt. Ekkor @ : [c,d] — IR és

Forditva is igaz, ha definidljuk a

=fmw@

fiigguényt, akkor V : [a,b] — R is integrdlhato, és

b
/a \Il(x)dx/R/f(x,y)dR

Bizonyitas vazlata. Mivel f integralhato, ezért az egyenletes felosztasokat te-
kintve tetsz6leges € > 0-hoz létezik N kiiszobindex, hogy ha n,m > N, akkor

|2:Z:fx],yZ b;ba —¢) / f(z,y)dR| < ¢.

=1 j5=1

Ha a fenti egyenletben m — oo, akkor az elsé tagban
m
(b — a)
Zf x]ayz (I)(yi)v
j=1
és igy n — oo-re az egész Osszeg hatarértéke

n e d
v = — [ oy

j=1
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Tehat ha R = [a,b] X [c,d] téglalap-tartomanyon integralunk, akkor

b] x
//de //fxydyda:—//fxydxdy

Megjegyzés. Az integral kiértékelése beliilrdl kiviilre megy, azaz

/ b / " flay)dyde = / b ( / ' fa, y)dy) dr.

Példa. Legyen f(z,y) = 2> + 4y, és R = [-2,2] x [1,3]. Ekkor

2 3 2
1
/ / (z® 4 4y)dydx = / [2°y + 2y ] dx = / (227 +16)dz = 2(36 + 32).
—2.J1 — -2

A masik sorrendben elvégezve az integralast ugyanez az eredmény jon ki. HF.
Altalanositani fogjuk a fenti tételt normaltartomanyokra.
2.1.3. Definicié. Egy R C IR? részhalmaz x szerinti normdltartomdny, ha R a

kovetkezd tulajdonsdgi: létezik egy [a,b] intervallum és léteznek @1, Ps : [a, b] —
IR figguények, melyekre @1 < Py, és

R={(z,y):a<x<bh I1(x) <y < Dy(x)}.

Hasonldan, R C IR? y szerinti normdltartomdny, ha létezik [c, d] intervallum és
léteznek Wi, Wy : [c,d] — IR fiigguények, melyekre W1 < Wy, és

R={(z,y):c<y<d, Ui(y) <z <Vy(y)}.

2.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f integrdlhatd R-en, ahol R x szerinti (ill. y

szerinti) normdltartomdny. Ekkor

/ / F(2.y)dR = / b / TT) F (o, y)dydz,
R e

/ / f(.y)dR = / d L @(j)y) F (e, y)drdy.
R 1

wlletve
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yi
o= Y=
i - Ya(x)
g T [~ Palt)
i
|
] SY=Vilx) y-1)
— Y= Yo
0 y
7
X=X, x-X;

2.3. abra. Normaltartoméany.

Példa. Legyen R az egységkor,

R={(z,y): 2*+y*<1}.

V1—22
//f:cydR // f(z,y)dydx.
V1—22

Eddig a norméaltartomanyt konvex tartomanyban vizsgaltuk, most kiterjesztjiik a

Ekkor

nem konvexekre is:

Y]

N
N

2.4. abra. Nem konvex tartoméany, korgyrii.

Példa. Legyen R az alabbi korgytr:

R={(z,y): 1<a®+y*<4]).



74 2. FEJEZET. TOBBSZOROS INTEGRALOK

Ekkor

Va—22 —V1-22
//fa:ydR / / xydydx+// f(x,y)dydx+
Vi—a2 Va—z2
Via—a? Vi—z2
/ / xydydx—lr// f(z,y)dydx.
Vi—a2 Va—z?

Példa. Legyen R haromszog alaka tartomény, melynek cstcsai a (0,0), (a,0) és
(0, a) pontok. Ekkor R mindkét valtozo szerint normaltartomény, éspedig

i~y
I
—
8
s
(e}
VAN

ZC<&, O§y§$}7

R = (z,y): 0<y<a, y<z<a}

. Adott f(z,y) : R — IR, ezen értelmezett fiiggvény. Ekkor

[[ tair= [ [ fdyae = [ / " (. y)dady
R

|
-
|

8 |

I=-Qa

2.5. dbra. Haromszog alaka tartomany.

Ha specidlisan f(z,y) = ¢(y) alaka, akkor

_/Oa /y o(y)dzdy = /0 o(y)(a —y)dy.
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2.2. Integralas helyettesitéssel

Ismétlés (helyettesités egyvaltozos fiiggvényeknél):

/fd:c—/f (u)d,

ha az integralban a x = ¢(u) helyettesitést végezziik. Ezt a formulat dltalanosit-
juk.

2.2.1. Linearis (affin) transzformaécio

Tekintsiink egy linearis transzforméciot:

(0)-=(2)
B_<ﬁ2)

Részletesen kiirva a fenti leképezést

ahol

r = au-+bv

y = cu+dv
Feltessziik, hogy detB # 0, ekkor az affin leképezés egy-egyértelmii.
Els6 kérdés, hogy affin leképezés hatasara egy tartomany teriilete hogyan valtozik?

Kitérd, analitikus geometria. Legyen R az a haromszog alaki tartomany, me-
lynek cstucspontjai az origo és a P = (r1,y1), P> = (%2, y2) pontok. Koénnyen
igazolhato, hogy ennek teriilete

1 T 1
AR) = =det | L - =(T1y2 — Y179).
2 Ty Yo 2

A linearis transzformacio a fenti pontokat a P} = (z,v}), Py = (25, y5) pontokba
viszi, az R haromszog képe R’ lesz.

i) ()= ()
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azaz példaul

Ty = aw + by

Yy, = cry+dy.
Behelyettesitéssel az 4j tertilet
2A(R) = (axy + byy)(cxy + dyz) — (axg + bys)(cxy + dy) =

= 11y2(ad — cd) + x2y1(be — ad) = (ad — be)(x1y2 — x2y1),

azaz

A(R') = (ad — be) A(R) = det(B)A(R).

Ez altaldanos mérhets tartoméanyokra is igaz lesz.

2.2.1. Allitas. Tetszéleges R mérhetd tartomdny esetén

A(R) = det(B)A(R).

Megjegyzés. Ha az affin transzformaciot

r = O(u,v) =au+ bv
y = VY(u,v) =cu+dv

alakban irjuk, akkor

/ /
B=|{"“ I = D(u,v).
c d v

Ez a transzfromécio Jacobi matrixa.

2.2.2. Altalanos transzformacio

Tekintsiink egy

r = D(u,v)
Yy = \Il(u>v)

koordinata transzforméaciot. Tegyiik fel, hogy a Jacobi matrixa sehol sem szin-

gularis, azaz det D(u,v) # 0.
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2.2.1. Tétel. Legyen R C IR? mérhetd tartomdny, és
R ={(u,v): z=®(u,v),y = ¥(u,v),(z,y)eR},

akkor R' is mérhetd, és

A(R) = / / det(D(u, v))dudv.
Pl

Tehat, mivel az R tartomény teriilete

A(R) = / / 1 dzdy,

R

fgy a transzformécio utéan a teriilet
A(R') = // det D(u,v)dudv
R/

lesz.

2.2.3. Integral-transzformacid

Az el676 fejezetben lattuk, hogy egy mérhet6 tartomany teriilete hogyan valto-
zik egy transzformécié hatésara. Ez alapjan megfogalmazhatjuk a tételt, ami a
helyettesitéses integralra vonatkozik.

2.2.2. Tétel. Adott eqy f : R — IR integrdlhato fligguény, ahol R korldtos, zdrt
mérhetd tartomdny. Tekintsiink eqy

r = O(u,v)
y = qj(“?”)

transzformdciot, melyrdl feltessziik, hogy Jacobi mdtriza sehol sem szinguldris,

azaz detD(u,v) # 0 R-ben, ahol

¥, (u,0) P (u,0)
D(u,v) =
v, (u,v) W (u, )
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Legyen
R ={(u,v): (®(u,v), ¥(u,v))eR}.

Ekkor:

// f(x,y)dzxdy = // f(®(u,v), (¥(u,v)))detD(u, v)dudv.
R R

Specialis esetként tekinsiik a polarkoordinatékat. Az aj koordinatak (r, ), ahol

T = rcosf
y = rsinf
A Jacobi matrix determinansa:

cosf) —rsinf
detD(r,0) = det = rcos’f +rsin’f = r.
sinf) rcos6

Igy a megefelels integral- transzformacio:
// f(z,y)dzdy = // f(rcosf,rsinf) r drdf.
R R

Példa. Legyen f(x,y) = 2% — y?, az integralasi tartomany, R, egy nyolcadkor.
(Ld. 2.6. Abrat.)

1.4;

0.5 1 1.5 2

2.6. abra. Korcikk alaki integralasi tartomany
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Az R taromany megfelelGjét igy tudjuk leirni polarkoordinatakkal:
R = {(r,0) : OSTSZ,OSHﬁ%}.

Lathato, hogy a tartomany az (r,0) sikon téglalap lesz. Ekkor

// vt —y d:cdy—/ / (cos? ) — sin® Q)TdeT—/ 3dr/ (cos* @ — sin® 0)df =

BN

Példa. Legyen f(x,y) = xy, az integralasi tartoméany

R={(z,y):y>0,(x—2)°+y° <4}

egy félkor. Polarkoordinatak segitségével
T

H:{m@:ogegz

, 0 <r <4cosb}.

005 1 1.5 2 25 3 35 4
2.7. dbra. Félkor alaki integralasi tartomany.

Lathatoan ez 6 szerinti normaltartomany. Igy

w/2 pdcosf
// xy drdy = / / 2 cos O sin Ordrdd =
0 0
R

p 32
= 64/ cos® 0sin AdH = =—.
0 3
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2.3. Improprius integralok

Eddig feltettiik, hogy f : R — IR korlatos, az R tartoméany mérhets. Két tipusi
altalanositéast tekintiink.

2.3.1. Nem korlatos fiiggvény integralja
Els6ként tegyiik fel, hogy f nem korlatos fiiggvény . Pontosabban feltessziik, hogy
f: R — IR folytonos, kivéve néhény pontot, ahol nincs véges hatarértéke.

Tekintsiik a kovetkezd tartoméanysorozatot: Ry C Ry C ... R, C ... C R, ahol
R,-en az f fiiggvény folytonos és lim, ., A(R,) = A(R)

2.3.1. Definicié. A figgvény improprius értelemben integrdlhato, ha létezik az

I = lim //f(:p,y)dxdy
Rn

hatdarérték, és ez figgetlen az (R,) sorozat megudlasztdsdtol.

2.3.1. Tétel. Tegyiik fel,hogy létezik egy olyan (Ry) halmazsorozat, amelyre f
folytonos Ry,-en, lim, . A(R,) = A(R) , és

[ 116w lazdy < w1,

Ry

valamely n-tdl figgetlen M wvalds szamra. Ekkor f improprius értelemben inte-

grdlhato.

Példa. Legyen f(x,y) = In /22 + 3?2 és az integralasi tartomany R = {(z,y) : 22+
y?> < 1)}. Gondot okozhat, hogy a (0,0)-ban nincs értelmezve, és kdrnyezetében

nem korlatos.

Tekintsiik R kozelitését:

Ry = {(,y) :

<+Va2+4y? <1}

S|
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A halmaz megfelelGje polarkoordinatakban:

R ={(r,0): 0<0<2m; —<r<1}

S|

Az R, halmazon a fiiggvény integralhato, hiszen

27 1
// ()| dady = / / o rrdrdd —
0 1/n

Ry,

1 1
= 27T/ | In7r|rdr < 27r/ | Inr|rdr = M.
1 0

n

Felhasznaltuk, hogy a g(r) = rInr-nek 0-ban van véges hatéarértéke, emiatt inte-
gralhaté. Az improprius integral értéke

I:/ ln\/x2+y2dxdy:27r/

1 1
0
R

rinrdr = ——m.
2

Példa. Legyen
1

Nz

valamely o > 0 mellett, és az integréalasi tartoméany

flz,y) =

R={(z,y): 2*+y* <1}

A fliggvény a (0,0) pontban nincs értelmezve, kornyezetében nem korlatos.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

St ! =
[ 0.2 0.4 0.6 0.8 1

2.8. abra. A hatvanyfiiggvény az origo kozelében oo = 1 esetén.
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Az R tartoményt kozelitsiik az alabbi modon:

<24+ y? <1}

S|

R, ={(z,y):
Ekkor

1 2 1 1
// f(a,y)dady = / / r~%rdfdr = 27r/ riTe < 27r/ ridr.
R L/n 70 1/n 0

Ez az utobbi improprius integral akkor konvergens, ha 1 — a > —1, azaz a < 2.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a hatvanyfiiggvény a < 2 esetben improprius értelem-
ben integralhato.

Ez alapjan megfogalmazhatjuk az aldbbi elégséges feltételt improprius integral

létezésére.

2.3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : R — IR nem korldtos az R mérhetd tar-
tomdny valamely pontjaban, legyen ez példaul az origo. Tegyiik fel, hogy

M
VR

teljesil valamely 0 < o < 2 és M > 0 szdmra, minden (z,y)eR esetén. Ekkor f

[f(z,y)| <

improprius értelemben integrdalhato.

2.3.2. Improprius integral nem korlatos tartomanyon

Tegyiik fel, hogy R nem korlatos és ezen adott az f : R — IR folytonos fliggvény.

2.3.2. Definicid. Tegyiik fel, hogy létezik R-nek olyan kozelitése, melyre Ry C
Ry... C R, R, mérhetd tartomdny, és

O R, = R.
n=1

Ekkor nyilvan minden n-re létezik az

[[ st say
R,
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integral. Ha
lim //f(x,y)dxdy
R,

létezik és fiiggetlen az (Ry,) halmazsorozat megudlasztisdtol, akkor azt mondjuk,
hogy f improprius értelemben integrdalhato, és

[[ rar = i [[ ran,
R R,

2.3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan - a definicidban szerepld - (Ry)
sorozat, melyre

[ 15 ldsdy <

R,
azaz az integrdlok egyenletesen korldtosak minden n-re. Ekkor f improprius érte-
lemben integrdlhatd, és tetszdleges mdasik (Sy) tartomdnysorozat esetén is, mely
kielégiti a fenti feltételeket

s [ s.as, = [[ rein
Sh R

.1‘2—

Példa. Legyen f(z,y) = e V", az integralasi tartomény az egész tér, R = IR2,

Valasszuk az alabbi tartoméanysorozatot:
Ry = {(z,y) : 2* +y* <n’}.

Nyilvan R, korlatos és zart tartomény. A megfelel tartoméany polarkoordinaték-
kal:
R ={(r,0): 0<0<2m, 0<r<n}.

Ekkor
// e_”:Q_dea:dy = // re” " drdf = 27r/ re " dr < 27T/ re " dr.
0 0
R, R,

Igy az improprius integral értéke:

// e*x27y2da:dy = 27r/ re " dr = 21 [—62 ] = .
0

R2
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Mas kozelit6é tartomanyokon keresztiil is ezt az eredményt kapjuk. Legyen tehat
Sm = A{(,y) : [2] < m, [y| <m}.
Nyilvan

S,c...cS,c R S, =R
n=1

// eV dady = / e_xde/ e Vdy = (/ e dr)? — 7.

Sm

Ebbél azonnal kdvetkezik az a jol ismert Osszefiiggés, hogy

/ e dy = ﬁ
0 2

2.3.4. Tétel. Legyen R olyan nem korldtos tartomdny, melynek lezdardasa az origot
nem tartalmazza. Legyen f : R — IR olyan figguény, melyre valamely o > 2

mellett
M

(Va2 +¢?)"

minden (z,y)eR esetén, ahol M konstans. Ekkor f improprius értelemben inte-

1f(z,y)| <

grdlhato.

Bizonyitas. Azonnal kovetkezik abbol a ténybdl, hogy a fenti tartoményon
a > 2 esetén a hatvanyfiiggvény improprius értelemben integralhato (HF).

Kdovetkezmény. Az
1

(Va2 +17)

fiiggvényt tekintjikk az R = IR? tartomanyon. Ez semmilyen o > 0 esetén nem

flz,y) =

integralhaté impropriusan.
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2.4. Kitekintés tobbszoros integralokra

Tekintsiik egy harom dimenziés R C IR? tartoméanyt és egy ezen értelmezett
f:R— IR, f(x,y, z) figgvényt. Az kettds integralhoz hasonloan értelmezhets a

///f(x,y,z)dR
R

harmas integral.

2.4.1. Az integral értelmezése

1 Jordan-mérték értelmezése: Kiils6 és belsd kozelitésekkel, ez 3 dimenzioban
egyre kisebb oldalta kockékkal torténik.

2 Integral értelmezése hasonlo a kétdiemziohoz. Legyen R korlatos tartomany,
f ezen értelmezett haromvaltozos fliggvény. Az R tartomany egy nem atfed6
felosztasa Ul R;. Ha (&;,m;, (i) tetszoleges pont R;-ben, akkor a felosztashoz

tartozo Riemann kozelitd osszeg:
I = Z J(&smi, G)A(R).
i=1

A fliggvény integrélhato ;| ha

lim I,
n—oo,

max(§(R;))—0

létezik és fiiggetlen a felosztas sorozattol. Ekkor ez a hatarérték a
][ sy 21ar
R

Specidlis esetként tegyiik fel, hogy R = l[a,b] X [¢,d] X [e, g] hdromdimenzios
téglalap, azaz

R={(z,y,2) : wela,b], yec,d], z ele, g]}.
a,b,c,d, e, g végesek és valosak. A tartomény zart és korlatos. Legyen f: R — IR
korlatos fiiggvény .
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2.4.1. Tétel. A fenti feltételek mellett

///f(x’y’ Z)dR:Lb/CdLgf(w,y,z)dzdydx.
R

Legyen S C IR? mérhets tartoméany az (z,y) sikon, és adott ezen két fiiggvény,
Fi:S— 1R, Fy: S — IR melyekre Fi(x,y) < Fy(z,y) minden (z,y)-ra.

2.4.1. Definicié. Az R tartomdny normdltaromdny, ha a kévetkezd alaki:

R= {(sc,y,z)|(zc,y)68, Fl(xay) <z< FQ(xay)}'

2.4.1. Allitas. Legyen R a fenti definicidban szerepld normdltartomdny, f
R — IRintegrdlhato fiigguény. Ekkor

/// f(x,y,2)dR = // /:(Q(Z)f(x,y,z)dz ds.
R 4 Ihe

Ha S = [a,b] X [c,d],akkor

b d FQ(xvy)
R a ¢ Fl(x7y)

2.4.2. Koordinatatranszformaci6

Adott f(x,vy,z,...) n-valtozos fiiggvény, értelmezési tartomanya R C IR". At-
tériink 1j koordinatarendszerre, az (z,y, z,...) valtozok helyett az (u,v,w,...)
valtozokat tekintjiik, ahol a transzformaciot leir¢ fliggvényrendszer

r = O(u,v,w,...)
y = Y(u,v,w,...) (2.1)
z = x(u,v,w,...)

A transzformacio hatasara egy R tartomény képe R’ C IR" lesz.
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2.4.2. Tétel. Legyen R korldtos és zdrt tartomdny IR"-ben, f : R — IR in-
tegrdalhatd figgvény. Tekinstink a fenti (2.1) koordindtatranszformdcidt, melyrdl
feltessziik hogy Jabobi mdtrixa , azaz

o D P
J=1 v, v v
nemszinguldris. Ekkor

//.../f(:c,y,z,...)dxdydz...:
R

://.../f(@(u,v,w,...),\P(u,v,w,...),...)detJ(u,v,w,...)dudvdw....
R

Szférikus (=gombi) koordindtdk IR*-ban. Egy (z,vy,z) pont gémbi koordinatai
(r,¢,0), amit a kovetkezSképpen definialunk.

- =12+ 2 + 22 r > 0 a pontba mutaté vektor hossza.
- ¢€[0, ) pontba mutato vektor és az (z,y) sik szoge.

- 6¢[0,27) a pontba mutato vektor (x,y) sikra vett vetiiletének az x egyenes
pozitiv részével bezart szoge.

A gémbi koordinatakkal tehat az (x,y, z) pont igy irhato le:

Z = rcoso
r = rsing cosd
y = rsing sinf.
Hatarozzuk meg az (r, ¢,0) — (z,y, 2) transzformécié Jacobi matrixat:

sincosf rcos¢sinf —rsin¢sinf
J=1] singsinf rcos¢psinf rsin¢cosl

CoS ¢ —7rsin ¢ 0
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Konnyem lathato, hogy a fenti matrix determinansa
detJ = r? sin ¢.

Példa. Szamoljuk ki a gémb térfogatat. Legyen R = {(z,y,2) : 22 +y*+22 < 1}
az egységgomb. Ekkor

1 s 2 1 s A7
/ / / 1 dedydz = / / / 2 sin pdOdedr = 27 / r2dr / sin gpdg = —.
0 0 0 0 0 3

R

Felhasznaltuk, hogy gombi koordinatakkal R’ téglalaptartomany:

R={r<1,0<¢<m 0<60<2r}.
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3.1. Fourier sorok

3.1.1. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Roviden atismételjiik a fiiggvénysorozatokrol, tfiiggvénysorokrol tanultakat. Legye-
nek adottak az f, : D - IR, n=1,2,...és f: D — IR fiiggvények kozos D C IR
értelmezési tartomannyal.

3.1.1. Definicié. Azt modjuk, hogy
lim f, = f,

ha minden xeD esetén

lim f,(x) = f(x).

n—oo

3.1.2. Definicié. A fenti konvergencia eqyenletes, ha tetszdleges € > 0-hoz léte-
zik N kiiszobindex, hogy

|fol@) — f(2)] <&,  Vn>=N,  VuzeD.
3.1.3. Definicid. Azt mondjuk, hogy

an:f7
n=0

ha minden xeD-re fenndll, hogy

lim an(m) = f(x).

N—oo

o0
A Z fn végtelen sort fiigguénysornak nevezzik.

n=0

A fiiggvénysor egyenletes konvergens, ha az

N
Sn(x) =) falx), N=12 ..
n=0
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részletosszegek sorozata egyenletesen konvergens.

Specialis esetként tegyiik fel, hogy a fliggvénysor tagjai hatvanyfiiggvények,
fulz) = enlz — x0)",

rogzitett zo mellett. Feltessziik most az egyszertiség kedvéért, hogy xo = 0. Ennek

megfelelGen a hatvanysor:
(0.9]

flz) = Z cpx”.

n=0

3.1.1. Tétel. Ha a hatvanysor egyenletesen konvergens eqy D halmazon, akkor
ott az f osszegfiigguény differencidlhato is, és

e.¢]

f(z) = Z canz™ L.

n=1

Hasonloképp, ha D korldtos, akkor f integrdlhato, és
flx)dx = / cpxdx.
| s >/

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény végtelen sokszor differencialhatd az xogeD belsd
pontban, akkor definialtuk a

2 £(n)(y
Ty =3 L0 gy

c~ nl
Taylor sort. Ez a feliras lényegében egyértelmten elGallitja a fiiggvényt, errdl szolt

a kovetkezd tétel (xg = 0 mellett):

3.1.2. Tétel. Ha f eldall

alakban, akkor
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3.1.2. Fourier sorok

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy bizonyos fiiggvényeket el6 tudunk &llitani olyan
fiiggvénysor Osszegeként, melyben a tagok hatvanyfiigevények. Ugyanilyen jel-
legt elgallitasra toreksziink most periodikus fiiggvények — sin(nx), cos(nz), n =
0,1,2,... felhasznalasaval.

3.1.4. Definicié. Az f(x) figgvény n-ed foki trigonometrikus polinom, ha elédll

flx) = % + Z (ay, cos(kx) + by sin(kx))
k=1

alakban, valamely ay, by valos egyiitthatokkal.

3.1.5. Definicié. Trigonometrikus sornak az alabbi végtelen sort nevezziik:

f(z) = % + Z (ag, cos(kx) + by sin(kx)) .
k=1

Trigonometrikus sorok mas elnevezése Fourier sorok.

Kérdés, hogy milyen fiiggvény allithato el6 Fourier sor segitségével. Mivel a vég-
telen Gsszeg minden tagja 27 szerint periodikus, ezért azt varjuk, hogy az Osszeg-
fiiggvény 27 szerint legyen periodikus. Vigyazni kell azonban, mert végtelen sok
folytonos fliggvényt Gsszeadva az Osszegfliiggvény nem biztos, hogy folytonos lesz.

Definiéljuk az aldbbi alapfiiggvényeket:

¢0($) =1
¢1(zr) = sinz
¢o(x) = cosx

Gor—1(x) = sin(kx),
Gor(x) = cos(kx)

A fenti fliggvényeknek a [—m, w]-re valo lesziikitést tekintjiik, de barmilyen mas

27 hosszisaga intervallum jo lenne.
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3.1.1. Lemma. Tetszdleges n # m mellett

/ O () () = 0

Megjegyzés. Ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy a (¢,,) fiiggvényrendszer ortogoné-
lis.
Bizonyitas. Ha n = 0 vagy m = 0, akkor
/W cos(nx)dx = 0, /W sin(nx)dr = 0.
Egyéb esetekben az alabbi trigonometrikus azonossédgokat hasznaljuk fel:

cos(n +m)x + cos(n — m)x
2

cos(nx) cos(mz) =

sin(n + m)x + sin(m — n)x
2

cos(nz) sin(mx) =

cos(n —m)x — cos(n +m)x

sin(nx) sin(mx) =

2
3.1.2. Lemma. Tetszdleges n mellett
- 2m n=>0
GO .
" T n#0

Bizonyitas. n = 0 esetén az azonosan 1 fiiggvényt integraljuk. n > 1 esetén

/COSQ(mc)dx:/ sin?(nx)dz,

-7 -7

egyrészt

MmAasrészt,

/_7T (cos?(nz) + sin®(nz)) dz = /7r ldx = 27.

™ -7

3.1.3. Tétel. Tegyiik fel,hogy

— ?0 T ; ai cos(kx) + by sin(kzx)), (3.1)
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és a fenti fligguénysor egyenletes konvergens a [—m, | intervallumon. Ekkor

ap = l/ f(x) cos(kx)dz, k=0,1,2,...
T —T

1 ™
by, = —/ f(z)sin(kx)dzx, k=1,2,....
T -7

Bizonyitas. Szorozzuk meg az (3.1) egyenletet cos(mx)-el majd integréljuk a
[—7, 7] intervallumon:

o

/W f(x) cos(mx)dx = /W (% cos(max)dx + Z (ak cos(kz) + by sin(kz)) cos(mz))dx =

k=1

% /Z cos(mx)da:—i—i (ak /7 cos(kx) cos(mx)dx + by, /7T sin(kx) cos(mg;)dx> —

k=1 - o

m
= am/ cos*(mz)dr = ay,T.

Itt kihasznaltuk, hogy a fliggvénysor konvergenciaja egyenletes, hiszen felcseréltiik
az integralés és a végtelen Gsszegzés sorrendjét.

Megjegyzés. A tételben szerepls egyenletes konvergencia nagyon erds feltétel.
Legyen most f tetszéleges 27 szerint periodikus fliggvény.

3.1.6. Definicié. Az f : [—m, 7] — IR fiigguény Fourier egyitthatdit igy definidl-
Juk,:

1 s
arp = —/ f(x) cos(kx)dz, k=0,1,2,... (3.2)
L —"

by, = %/ﬂ f(zx)sin(kx)dx, k=1,2,.... (3.3)

feltéve hogy a fenti integralok léteznek

3.1.7. Definicid. Az f(x) Fourier sordt (formdlisan) igy értelmezziik:

a

[~ 50 + ; (ag cos(kx) + by sin(kx)),

ahol aj. €s by a most definidlt Fourier eqyiitthatok.
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1. Példa. Tegyiik fel, hogy f paros fiiggvény. Ekkor Fourier soraban a sin(kz)
tagok egytitthatoi mind 0-k lesznek, igy

[~ % -I-;ak cos(kx),

ahol a parossag miatt

2 ™
ap = —/ f(x)cos(kx)dz.
T™Jo
2. Példa. Hasonloképp, ha f paratlan, akkor Fourier sora:

f o~ Zbk sin(kx),
k=1

ahol o
b = —/ f(x)sin(kx)dx.
T Jo

3. Példa. Legyen
1, ha 0<z<m
flx) =
—1 ha —7<x<0
és f(x) = f(x + 2m) egyébként. Lathatoan f paratlan fliggvény. Fourier egyiitt-
hatoi:
b= 2 [ pta)sinttade = 2 [ sintha)de = 21 - (<1
=— x) sin(kx)dr = — in(kx)dr = —(1 — (=1)").
YT 0 T Jo km

Ez az egyiitthato 0, ha k paros. Igy f Fourier sora:

4 K sin((2k — 1))
> |
s 2k — 1
k=1

3.1.4. Tétel. Legyen f : IR — IR walds fiiggvény 21 szerint periodikus és teqyiik
fel, hogy a |—m, x| intervallumon a figguény véges sok pont kivételével folytonos.
Ezenkivil tegyik fel, hogy a szakaddsi pontok elséfaji szakaddsok, és hogy véges
sok pont kivételével f differencidlhaté. Ekkor az [ fiigguény Fourier sora tagon-
kénti derivdlassal kiszdmithato:

oo

o~ Z(—akk sin(kx) + bk cos(kx)).
k=1
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Bizonyitas. f’ Fourier egyiitthatoit jelolje oy és Bx. Ekkor f’ Fourier sora:

[~ % + Z(ak cos(kx) + By sin(kz)),
k=1

ahol a definiciot felhasznalva
1 [ 1 kT
Q= —/ f'(x) cos(kx)dr = — [f(x) Cos(kx)] —|——/ f(x)sin(kx)dx = 0+kby,.

A fenti egyenletben az els6 tag azért tinik el, mert f 27 szerint periodikus.

3.1.3. Fourier sor komplex alakja

Emlékeztetiink ra, hogy az Euler formula szerint
e’ = cosx +isinz.
Ebbdl kovetkezik, hogy
e~ = (=% = cos(—x) 4 isin(—x) = cos(x) — isin(x),

ezért a trigonometrikus fiiggvények kifejezheték komplex alakban:

eiaj € e—ix
cos(x) = —
(3.4)
. eix . e—im
sin(z) = 5
Az n-dik Fourier polinom:
sp(x) = % + Y (agcos(kx) + by sin(kx)).

k=1

Helyettesitsiik be a (3.4) kifejezéseket.

n ikx —ikx ikx —ikx n
ao e +e e —e "
$nlT) = o+ Q@ +b ; = age™,
n(T) 9 k 9 k 2 Z k
k=1 k=—n
ahol az oy egyiitthato
ay — 1b
ap = i i k>0
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ay + ibk
2
Lathato, hogy ar = a_f, egymas konjugaltjai.

Q. = , k < 0.

3.1.5. Tétel. (A 3.1.3 Tétel dtfoglamazisa.) Tegyiik fel, hogy f elddll

fl@)=> " ape™ (3.5)

k=—n
alakban. Ekkor: . -
ap = —/ f(x)e " dy. (3.6)

-7

—ilx

Bizonyitas. Szorrozzuk meg az (3.5) egyenletet e "*-el és integraljunk a [—m, 7]

intervallumon x szerint

/ f(x)e ™dy = Z ozk/ el dy,

k=—n

Igy a tétel allitdsa azonnal kovetkezik az (%) rendszer alabbi tulajdonsagabol:
/ ' e dy =

3.1.4. Fourier sor konvergenciaja

0 ham=#0

2t ham =0

Azt fogjuk megvizsgalni, hogy milyen feltételek mellett teljesiil, hogy egy f fiigg-
vény elGall Fourier sora osszegeként, azaz

f(z) = % + Z (ag cos(kx) + by sin(kx)).

3.1.6. Tétel. (Fourier sorok alaptétele) Legyen f : IR — IR 2m szerint periodikus
fligguény. Feltessziik, hogy [ szakaszonként folytonosan differencidlhato a [—m, 7]
intervallumon, legfeljebb véges sok szakaddsi hellyel, amelyek elsd faji szakaddsok.

Ha o szakaddst pont, akkor itt a fiigguényérték legyen

Fly) = f(fl?o+0)ﬂ2Lf($o—0)'
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Ekkor
fla) = +Z ar cos(kx) + by sin(kz)) Z ape e

k=1 k=—o0
ahol az ay, by €s oy, egyiitthatokat (3.2), (3.3) ill. (3.6) definidlja.

Bizonyitas. A vazlatot mondjuk el, amely két lemmaéan alapul.
3.1.3. Lemma. Vezessiik be az aldabbi trigonometrikus kifejezést:

1 n
a) = 5T ; cos(ka).

Ekkor
on(a) = sin(rf + 1o
2sin(§)

A lemma bizonyitisa. A komplex alakot hasznélva felirhatjuk, hogy

1 - ika 1 ina ; ) 1 e~ina _ 6i(n+1)o<
= = N = — e 1 o 2inoy _ .
7u() Zane e ) = ———
Bovitsiik a fenti tortet e ~'/2-vel:
. (@) _ 1 e—i(n+%)a . ei(n+%)a B sm(n + %)O&
R ()

A tétel bizonyitasa. Azt kell belatni, hogy

lim s,(z) = f(x),

n—oo

ahol

a - '
— 50 + kz:; (ay cos(kx) + by sin(kx)).

Helyettesitsiik be a (3.2) és (3.3) kifejezéseket ay és by helyébe. Az integrélas és
Osszegezés sorrendjét felcserélve azt kapjuk, hogy

Sp(x) = — /7r f(t) (% + Zcos(k;x) cos(kt) + sin(kx) sin(k:t)) dt =

-n k=1
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00 (54D costhte -
= — — COS — X .
7/ - 2 —

Felhasznélva a fenti 3.1.3 lemmaét, ezt igy folytathatjuk:

Sn@):l/”f(t)sin(nJr )t—:v / It sm n+t )tdt.

T J 2sin(5E 2sin(3)

Itt felhasznéltuk, hogy f 27 szerint periodikus.

Az 3.1.3 lemmébol az is kovetkezik, hogy

™ sin(n + 3)a
/_WT(%)CZCY:/_W—CZQ—}—Z/ COS]{?CY

Emiatt azt irhatjuk, hogy
1 [" sin(n + 1)t
= = —=dt.

A két utobbi 6sszefiiggésb61 azt kapjuk, hogy
(t 1
Sn(x) Cfte) ( ) sin (n + 5) tdt. (3.7)

2 Sll’l

A bizonyitas befejezéséher sziikségiink lesz az alabbi analitikus lemmara:

3.1.4. Lemma. (Lebesgue-Riesz-lemma) Legyen h a [—m, | intervallumon sza-
kaszonként folytonos, szakaszonként folytonosan differencidlhato fiigguény. Defi-
nidljuk a
K\ = / h(zx)sin(Az)dx
kifejezést tetszdleges NelR esetén. Ekkor
Alim K(\) =0.
Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan [«, (] intervallumot, melyen f folytonosan
differencialhato. Parciélis integralast alkalmazva ezt kapjuk:
B A\ B 1 [P
/ h(z) sin(\z)da = [—h(z)M] +3 / I (x) cos(Az)dx =

o
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_ % ({ h(z) cos(m))r 4 /a ) Cos()\x)dx.)

«
Ez tart a 0-hoz, ha \ végtelenbe tart, hiszen a jobboldal masodik tényez6je kor-

latos.

A tétel bizonyitasanak befejezéséhez alkalmazzuk a Lebesgue-Riesz lemmat

ey — S0 = 1)

7
2811’12

fiiggvényre. Ha x folytonossagi pontja f-nek:
1
sn(a:)—f(x):K(n+§>—>0, ha n — oc.

Ha x nem lenne folytonossagi pont, akkor egy kicsit hosszadalmasabb a meggon-
dolés, de minden tovabbi nélkiil dtvihetdek ezek az argumentumok.

Példa. Legyen f(x) = |x|, ha ze|—m, w]. Mivel f(z) paros, ezért by = 0. Ekkor

2/” 2[:1;2]”

ag = — rxdr = —|—| =m.
T Jo 2],
Tovabba

1 (7 2 [T 2[ sin(kz)]™ 21 (7
ai = —/ |z| cos(kx)dx = —/ x cos(kx)dr = — [azsm( x)} ———/ sin(ka)dr =

T

0 ha k=2n, k#0

4
0 _
) ha k=2n+1

Igy f Fourier sora:

T 4 cos(3z)  cos(bx)
\x\:g—;<cos(aj)+ 3 + = +... .

Specidlis esetként vizsgaljuk meg, mit kapunk x = 0 mellett:

T4 1 1
0= —Z(l4+—=+—+...
2 7r(+32+52+ )
azaz
L S N
8— 32 52 o e
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Korabban felirtuk a

(1 ha O<x<m

glxr)=< 0 ha z=0

(| —1 ha —7<2<0

fliggvény Fourier sorat. Mivel x # 0 esetén f'(x) = g(x), ezért g Fourier sorét
megkaphatjuk tagonkénti derivaléssal:
4 . sin(3z)  sin(5x sin(2k — 1
Br) | sin(5e) sin(2k 1)

g(x):%(smx—l— 3 5 —f—%—_l—l—)

3.1.5. Fourier egyiitthatok nagysagrendje

Tegyiik fel, hogy f : [-m, 7] — IR folytonosan differencidlhaté véges sok pont
kivételével. Ekkor elGéallithato Fourier sora segitségével:

+ Z ay cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

%o
2
Megvizsgaljuk, hogy mit mondhatunk a fenti végtelen sor konvergeciajénak se-

bességérdl.

Legyen nelN tetsz6leges. Induljunk ki az aldbbi egyenl6tlenségbdl:

n

0< %/W (f(:(:) — % — Y (ay cos(kx) + by, sin(kx))) dx.

- k=1

Végezziik el a jobboldalon a négyzetreemelést és igy folytassuk a fenti egyenldt-

Ogi/WfQ(az 2——/f Ydx—
—2 " (ak %/W f(z) cos(kx)dz + by ;/ f(z) Sin(kx)da:) +

=1

2 1 s
ag 2 2 _
7 %/ ldx + g (ak/ cos?(kx)dx + by / sin (k:x)dx) =

—T

lenséget:
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Ezzel belattuk az 4.n Bessel egyenldtlenséget:

n

2
Qg 2
E—f‘; k—f—b / f

teljesiil minden nelN-re.

Kovetkezmény. A Bessel egyenlGtelnség n — oo esetén is igaz:
A
0 +) (g +bp) < / 2z
k=1
Ennél tobb is igazolhato:

3.1.7. Tétel. (Parseval egyenldség) A Fourier egyitthatokra teljesil az aldbbi
eqyenldséq:

2 o0
ay
E"’; ak+b2 / f2

Altalaban nem lesz igaz a Fourier sorok egyenletes konvergenciaja. A kovetkezs
tétel alpjan lehetséges egyenletesen konvergens trigonometrikus sort konstruélni.

3.1.8. Tétel. (Fejér tétele) Jelilje s,(x) az f(x) n-edik Fourier polinomjdt. Ké-
pezzik ezek szamtani dtlagdt:

so(x) + s1(x) + -+ + sn(:z:)
n+1

T, (x) =

Ekkor
lim T,(z) = f(x),

n—oo

és a fenti konvergencia eqyenletes.
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3.1.6. Altalanos eset

Az eddigi fejezetekben olyan fiiggvényekkel foglalkoztunk, amelyek 27 szerint pe-
riodikusak voltak. Tekintsiink most egy olyan f fliggvényt, amely egy véges in-

tervallumon van értelmezve, és ezen az intervallumon keressiik Fourier soréat.

Legyen
f . [$0,$0+T] — IR

olyan fiiggvény, amelynek véges sok pont kivételével folytonosan differencialhato,
csal els6faju szakadasa van, és a szakadasi helyen vett helyettesitési érték a jobb-
és baloldali hatarérték szamtani atlaga. Ekkor

(0. ¢]
f(x): Z @keik%”x’

k=—o00
ahol

1 $O+T .21
= /xo f(x)e * T dz,

3.2. Fourier integral

Fourier sorok elméletében lattuk, hogy ha f 27 szerint periodikus, elegend&en
sima fiiggvény, akkor f elGall trigonometrikus sorok segitségével. Ezt dltalanosit-
juk nem periodikus fiiggvények esetére.

3.2.1. Fourier transzformacié
Tegyiik fel, hogy az f : IR — IR valos fliggvény kielégiti az alabbi feltételeket:
1. Tetszdleges I C IR véges intervallum esetén f lesztikitése az I intervallumra

véges sok pontot kivéve folytonosan differencialhato.

2. Ha z szakadasi pont, akkor ez a szakadés elséfaju, és itt a fiiggvényérték:

f(xo+0) + f(zg —0)

f(zo) = 5 :
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| 1wl <o

oo

3. Feltessziik, hogy

3.2.1. Definicié. Ha f teljesiti a fenti 1.-3. feltételeket, akkor definidljuk az
alabbi f : IR — U fiiggvényt:

ry 1 > —18x
f@%z;iilwf@k da. (3.8)

Ezt a figguényt f Fourier transzformdltjanak nevezzik.

Megjegyzés. A Fourier transzformaciot agy értelmezziik, mint

-~ 1 > -
f(s) = Ner: /_oo f(x)(cos(sz) — isin(sz))dzx =

1 o i > :
E/—oo f(x)(cos(sz)d \/ﬂ/—oo f(z)sin(sx))dx.

A Fourier transzformalt jelolésére szokis még ezt hasznélni:

F(f,s) = \/% /_OO f(z)e "de.

Belatjuk, hogy f(s) jol definialt. Igazoljuk a (3.8) egyenletben szerepld integral
abszolut konvergencidjit. Az f-re tett 3. feltétel szerint

[ swe s = [ s@lis < .

(©.¢) —0o0

Minden B > 0O-ra definidljuk az alabbi véges integralt:

~

1 b —iTs
fB(s) = E/—B f(z)e " dx.

~

fs) = lim f(s).

Ekkor ]? definicidja:

B—oo
Ez a hatarérték létezik, hiszen
1F(s) = fa(s)| = / 2)||e 5| de = —— / z)|dz.
V27T Jiz)>B V27T Jiz)>B
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Minden € > 0-hoz létezik egy By kiiszobszam, hogy ha B > By, akkor

/ F(2)]dz < e.
|x|>B

Mivel B meghatarozasa s-t6l fiiggetlen, minden selR-re érvényes. ]?B(s) tehat
egyenletes konvergenciaval tart f(s)-hez.

Megjegyzés. Szokasos elnevezés, hogy az f fiiggvény az iddtartomdny-beli lefrast
adja meg, f pedig a frekvenciatartomdanyban.

3.2.2. A Fourier transzformacié tulajdonsagai

Ha f valos fiiggvény, akkor a Fourier transzformaltja altalaban komplex értékii:

~ 1 > ? > :
f(s) = \/—Q_W/oo f(t) cos(st)dt — \/%/OO f(t) sin(st)dt

Ha f péaros fiiggvény, akkor Fourier transzformaltja valos értéki:

F(s) = \/LQ_W /_ Z F(t) cos(st)dt — \/g /O () cos(st)dt

Ha f paratlan fliggvény, akkor Fourier transzformaltja tisztan képzetes lesz:

]?3 \/ﬂ/ f(t)sin(st)d \/7/ f(t)sin(st)d

Példa. Legyen f(x) = e *l. Ez paros fiiggvény, Fourier transzforméaltja:

\/7/ COS (st)dt = \/5 i
st) T k24 52

[tt felhasznéltuk azt a — milt félévben igazolt Osszefiiggést — hogy

o

> 1
/0 e cos(bzr)dr = [W(—a cos(bx) + bsin(bx))] O = CLQLer?'
Példa. Legyen f(x) = ’%. Mivel f paros, ezért a Fourier transzformaltja valos.

g9(s) =

%

/Ooo f(z)cos(zs)dx = \/%/000 e cos(zs)dw.
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Ennek az integralnak a kiszamitasa analitikus eszkézokkel kozvetleniil nem végez-
hets el. Mivel ez az Gsszefiiggés igaz minden s-re, ezért derivalunk s szerint, majd
a derivalés és integralas sorrendjét felcseréljiik. Az egyenletes konvergencia miatt

ezt megtehetjiik.

\f / % —z)sin(xs)dr =
_ %[ —%Sm(sx)]o —\E/O e % s cos(sz)de = 0 — s - g(s).

Az alabbi differencidlegyenlethez jutunk:

N

g'(s) = —sg(s).
Ennek altaldnos megoldasa
g(s) =ce 2, celR.

c értékét g(0) alapjan tudjuk meghatarozni:

\/7/ % co s(0z)d \/_/ e Vdy=1=rc

Az utolsé lépésben az y = x/4/2 helyettesitést hajtottuk végre. Tehat a Fourier

transzformalt:

]

S

g(s) =e 7.
Megjegyezziik, hogy ez az egyetlen olyan fiiggvény, amely megegyezik Fourier
transzformadltjaval.

3.2.1. Allitas. A Fourier transzformdlt alaptulajdonsdgai:

1. Ez a hozzdrendelés linearis, azaz
Flef,s)=cF(f,s),  F(f+g.s)=F(f,s)+F(g,3)
2. Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor F(f) mindig folytonos figguény.

3. (Atskdldzds)
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4. (1dd megforditisa)

5. (1dd eltolds)

0. (Frekvencia eltolds)
F(e™ f(x),s) = F(f(x),s = k).

Bizonyitas.

—_

. Ez konnyen lathato, hisz az intergal linearis operator.

2. Ez abbdl kovetkezik, hogy a Fourier transzformaéltat folytonos fiiggvények
egyenletes hatarértékeként tudtuk meghatérozni.

3.
1 > : 1 00 1
F(flax),s) = —/ ax)e "dr = _/ oYy
(f( ) ) \/ﬂ _Oof( ) \/% _oof(y) ay
4. Az el6z6 rész, a = —1 véasztassal.
D.
F(f(x—x9),8) = L /Oo flz— xO)eiiszdx = L /Oo f(y)e*is(lﬂrxo)dy.
7 V2T J - Vor o
6.

]_—(ezkxf(x) \/% / zkxf —zsxdw _ \/%_ﬂ- /_ f(x)e—i(s—k)xdx.

3.2.3. Az alaptétel

3.2.1. Tétel. Teqyiik fel, hogy f teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket. Ekkor f elddllithato

Fourier transzformdltja segitségével:

1 R 18T
f(x) = \/—Q_W/oo f(s)e™ds. (3.9)

Ez az inverz Fourier transzformdcio.
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Az inverz Fourier transzformaéacio

1 R 18T
fla) = = / Fo)eas

soran az elGallitas altalaban nem egyenletes. Egy elégséges feltétel az egyenletes

konvergenciahoz:

/_OO |f/(z)|dz < oo, /_OO |7 (x)|dz < o0 (3.10)

0 09}

3.2.2. Allitds. Ha az 1. - 3. feltételek teljesiilnek a (3.10) feltétellel egyiitt,
akkor az imverz Fourier transzformdcio egyenletes konvergencidval dallitja eld a

fiigguényt. Ez azt jelenti, hogy ha

A
fa(z) := \/LQ_W/_A }’\(S)eisde’

lim fu(x) = f(x)

A—oo

akkor

eqyenletesen teljesil.

3.2.2. Tétel. (Parseval egyenlet) Ha 1. - 3. feltételek teljesilnek a (3.10) fel-

tétellel eqyiitt akkor:
| i@rde= [ (fe)pPas

0 (0}

~

Megjegyzés. Azért fontos, hogy a fenti egyenlSségben f(s) abszolutértékét vegyiik,

mert az altalaban komplex szam.

3.2.4. Az alaptétel ekvivalens alakja

3.2.3. Tétel. Ha f kielégiti az 1.-2.-3. feltételeket, akkor f elddllithato az alabbi
integral alakban:

fla) = %/OOO /_oo F(8) cos(k(t — 2))dt dk. (3.11)
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Bizonyitas helyett megmagyarazzuk a (3.11) képletet. Mivel
cos(k(t — x)) = cos(kt) cos(kz) + sin(kt) sin(kx),

ezt behelyettesitve a (3.11) képlet igy irhato:

f(x) = = /000 (cos(kx) /_Z f(t) cos(kt)dt + sin(kx) /_Z f(t) sin(kt)dt) dk.

™

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

ay ‘= 1 /_OO f(t) cos(kt)dt,

bM:%/mf@gmmmu

tetszoleges k > 0 valos szam esetén. Ekkor a fenti tétel allitasanak megfelelGen f
az alabbi alakban irhato:

f(z) = /Ooo(al€ cos(kx) + by sin(kx))dk.

Megjegyzés. Ez az alak erGsen emlékeztet a periodikus fiiggvények esetén felirt

Fourier sorra.

Megmutatjuk, hogy a (3.11) valoban a (3.9) képlet atfogalmazasa. Mivel e =
cos x + ¢sin x minden zelR-re, ezért

ell’ + e—zx
cosT = — 5

és i
&7 eik(t—:v) 4+ e—ik(t—x) elth o —izk 4 e itk pizk
cos(k(t —x)) = 5 = 5

Ezt behelyettesitve a (3.11) egyenletbe, azt kapjuk, hogy

f(x) = % /OOO <eixk /_OO f(t)e™*dt + e* /_OO f(t)eitkdt) dk =

1 0 ‘ 00 ‘
= (am/gmwwﬁ%.
27‘- —00 —0Q0

Megjegyzés. Az alaptétel eredeti forméjaban a k valtozéonak az s valtozo felelt

meg.
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3.2.5. Tovabbi tulajdonsagok

3.2.3. Allitas. A Fourier transzformdlt tovdbbi tulajdonsdgai:

7. Tegyiik fel, hogy
/ 2 (2)|dz < oo.

Ekkor p
8. Ha -
| 1@ <
akkor
F(f' s) =isF(f,s)
Bizonyitas.

S0 =5 (= [ swear) = [

hiszen az egyenletes konvergencia miatt az integralas és derivalas sorrendjét

i (e_m)d:z:,

felcserélhetjiik, a fenti egyenletet folytatva

" Vn / " f@)(—in)e = (—i) F(af(2), ).

8. Parcialisan integréalva

1 > / —1ST -

o0

1

= L] e o

tulajdonsidg az, ami miatt a Fourier transzformécio

/ f(x)e ™ dx = isF(f, s).

Megjegyezziik, hogy ez 8.
igen népszerd a miszaki irodalomban. Ez azt jelenti, hogy az id6tartomanybeli

derivalas a frekvenciatartomanyban egy is tényezével vald szorzasnak felel meg.
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4.1. Komplex szadmok, sorozatok

4.1.1. Alapfogalmak

Komplex szam kanonikus alakja
2z =x+ 1y, r=R(z), y=3(2),
ahol = a wvalds rész, y a képzetes rész, és i az imaginérius egység, i2 = —1.
Egy komplex szam konjugdltja
zZ=x—1y.

Komplex szam abszolut értéke
2| = V2?2 +y? = V2zZ.

A 2z komplex szam trigonometrikus alakja

z = r(cos(¢) + isin(¢p)) = re?, r=|z|.

4.1.2. Komplex fiiggvény

Legyen D C U egy tartomany a komplex szamsikon. Egy f : D — U fiiggvényt
tekintiink. A fiiggetlen valtozot z = x + 1y, a fliggs valtozot w = u + v jeloli.
Tehat a hozzéarendelést f(z) = w = u + v jeldli.

1. Példa. Legyen f(z) = z2. Ekkor

2= (x+iy) = (¢* — ) +i(2ey) = w,

ezért a fliged valtozok

= x> —y> v = 2xy.

A fiiggvény mindeniitt értelmezve van, f: C — C.

1
2. Példa. Legyen f(z) = —. Ekkor
z

1 z—wy x—wy x oy
= = = — 1 .
r4iyr —iy i +y? a?4y? a4 y?

1
z
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A fliggvény minden z # 0 esetén értelmezve van.

Megjegyzés. Elfajulé komplex fiiggvényen olyan fliggvényt értiink, melynek értel-
mezési tartoméanya és/vagy értékkészlete valodi része C-nek, pl. valos.

4.1.3. Komplex szamsorozatok

Specialis komplex fiiggvények a komplex szamsorozatok, melyek értelmezési tar-
tomanya a természetes szamok halmaza, IN. A valos szamsorozatokhoz hasonldéan
ezt (z,) jeloli, ahol nelN, z,eC.

4.1.1. Definicié. A (z,) szimsorozat korldtos, ha az abszolut értékekbdl dllo
(|zn]) walds szdmsorozat korldtos. (z,) konvergens és hatdrértéke a zeC komplex
szam, azaz

lim z, = z,
n—oo

ha

lim |z, — 2| =0.
n—oo

Madasképp fogalmazva: Ve > 0-hoz létezik eqy N kiiszobindex, hogy ha n > N,
akkor

|z, — 2| < e.

Ha (z,) komplex szémsorozat, akkor definialjuk az elemek valos és képzetes rés-
7¢bdl allo

valos szamsorozatokat.

4.1.1. Allitas. (z,) akkor és csakis akkor korldtos, ha (zy,) és (y,) is korldtosak.
Ezen kivil

lim 2z, =z=x+1y & lim z, =z, limy,=y.
n—oo n—oo n—oo

1. Példa. Legyen a sorozat (z,) = ((1+1)"), neIN. Ennek elemei
21 = 147,
z = (1+i)*=1—-1+2i=2i,
o= (14i)2i=—-2+2i...
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A tagok abszolit értékeibdl allo sorozat
|21] =72, 20| = 2, | 23] =3, ..., |2, ] — 923,

Mivel |z,| — o0, ezért a sorozat nem korlétos.
2. Példa. Legyen a sorozat n-dik tagja
27 .. 2m
Zp = cos(—) + esin(—).
= cos() 4 isin( )

Ekkor N 2
27 =1, 29 = —1, 23 :cos(?ﬂ)qtisin(?ﬂ)....

Lathato, hogy |z,| = 1 minden n-re, tehat a sorozat korlatos.
4.1.2. Definicidé. A (z,) komplex szamsorozat konjugdlt sorozata (Z) .
4.1.2. Allitas. (z,) akkor és csakis akkor konvergens, ha (Z,) konvergens.

Nyilvanvalo, hiszen (z,) akkor és csakis akkor konvergens, ha (R(z,)) és (S(z,))
is konvergensek.

4.1.3. Definicié. (z,) abszolut konvergens, ha (|z,|) konvergens.

Ha (z,) konvergens, akkor (|z,|) is konvergens. Forditva nem igaz.

Példa. Legyen z, = cos(n) + isin(n) = €. Ekkor (z,) nem konvergens, viszont
|zn| =1

4.1.4. Végtelen sorok

Valos szémsorokhoz hasonloan tekinthetiink komplex szamokbol allo végtelen 6ss-

zeget:
00 N
g z, = lim Zn.-
N—oo

Minden komplex szamsorhoz két valos szamsor tartozik; a valos és képzetes részbdl

00 00
E Ln, E Yn-
n=1 n=1

allo szamsorok:
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4.1.3. Allitas. A komplex elemd > |z sor akkor és csakis akkor konvergens,

ha a > 0" Ty €Y " Yo sorok konvergensek.

Példa. (Végtelen mértani sor) Legyen z, = 2", ahol zeU rogzitett szam. A

SZamsor:

o
1—|—z—|—,22—|—...:Zz”.
n=0

4.1.4. Allitas. >°°° 2" akkor és csakis akkor konmvergens, ha |z| < 1. Ezen
kivil a fenti konvergencia egyenletes, minden 0 < q < 1 esetén, a D, = {zeU :

|z| < q} tartomdnyon.

Bizonyitas. Tekintsiik a sor részletosszegeit:

N
Z o 1 — N+
— 1 -z
Igy ennek hatarértéke
1 — ZN—H 1
lim = ., ha 2N =0
N—ooo 1—2z 1—2z

4.1.5. Hatvanysorok

Legyen a sor n-dik tagja z, = ¢,(z — 20)", ahol zpeC rogzitett komplex szam,
cnelR. Tetszbleges z esetén, ahol a fenti sor konvergens, definidlhatjuk az alabbi

tiiggvényt:

Megjegyzés. c,€eU is lehet.
Legyen az egyszertiség kedvéért zp = 0. A valés hatvanysorokra mar megismert

tétel mintajara itt is igaz lesz a kovetkezo:

4.1.1. Tétel. (Konvergencia halmazra vonatkozo tétel.) Ha f(z) konvergens
valamely EeC-re, akkor tetszdleges z-re, melyre |z| < |&|, szintén konvergens.
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Kdvetkezmény. A konvergencia halmaz a komplex szdmsikon egy kort alkot.

4.1.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a hatvdinysor konvergens eqy D C U halmazon, és
legyen a ze int D. Akkor f itt differencidlhato, és

(0.9]

f'(z) = Z conz" L.

n=1

Kovetkezmény. A mar megismert elemi fliggvények kiterjesztheték komplex ar-
gumentumra. Példaul f(z) = e*-re:

00
z 2"
=

n!
n=0

4.2. Komplex fiiggvények

4.2.1. Hatarérték, folytonossag

Legyen D C U tartomany, és tekintsiink ezen egy hozzarendelést,

f:D—-CUC
z = f(2) =R(f(2)) +1 S(f(2)).

A fliggvény kanonikus alakja két valos értéki kétvaltozos fliggvény megadasat
jelenti, f(z) = u(z,y) + iv(z,y):

u(z,y) = R(f(z +iy),  olz,y)=(f(x+iy)).

1. Példa. Legyen f(z) = 2%, Mivel f(z + 1y) = (z +iy)* = (2% — y?) + 2ixy,
ezért ennek kanonikus alakja

2

u(z,y) =2 —y*,  v(r,y) = 2xy.

2. Példa. Tekintsiik az alabbi kétvaltozos tiiggvényeket:

x -y

u(z,y) = m7 v = m
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Hatarozzuk meg azt a komplex fiiggvényt, aminek ezek a valos ill. képzetes részei.

. .Y T — 1y 1 1

=[x+ = + = : — = = 0.
J(z) = J(atiy) 22 + y? 2t v? (r+iy)(r—iy) x4iy  z i
4.2.1. Definicidé. Azt mondjuk, hogy az [ fiigguény hatdrértéke a zy pontban H,
ha

- 2p torloddsi pontja D ;-nek,

- ha minden € > 0-hoz létezik egy 0 > 0, hogy ha ze int Dy és0 < |z—z| < ¢
akkor |f(z) — H| < e.

Példa. Tekintsiik az f(z) = 1/z fiiggvényt, és hatarozzuk meg ennek hatéarértékét
a z = ¢ pontban. Azt varjuk, hogy

1 .
lim — = —1.
2—1 2

Legyen € > 0 tetsz0leges és rogzitett. Be kell latnunk, hogy ¢ bizonyos koérnye-

zetében
1

2
teljesiil. Ez azt jelenti, hogy

(—i)| <e, azaz 11+ iz| < elz]

11 +iz|* < &2z
Mivel 1 +iz = 1 +i(x +iy) = 1 — y + iz, ezért a fenti egyenlStlenséget koor-
dinatakkal kifrva ezt kapjuk:
(1 —y)* +2° <@ +y).

Legyen
1 ¢
0 =min (=, —).
mln(27 2)

Be fogjuk latni, hogy

1
ha |z —1i] <6, akkor |;—(—z)\ <e.
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4.1. abra. Az i koriili ¢ sugaru kor.

Vegylink i-nek ¢ sugaru kornyezetébdl egy x + 1y pontot. Ennek origotol vett
tavolsagat megbecsiilhetjiik:

2yt > (1-0)2>

o |

Masrészt ezekre a pontokra
(z+1iy) — 1| <§

teljesiil. Mivel (z + iy) — i = o — i(y — 1) ezért ezekre a pontokra tovabb

becsiilhetiink: )

P (y—1)7 <’ < % < (2 +47),

és épp ezt akartuk belatni.

Példa. Legyen f(z) = z/Z. Mi a fiiggvény hatarértéke z = O-ban? Irjuk fel a
fliggvényt a trigonometrikus alakot hasznélva. Ha z = r(cos(¢) + i sin(¢)), akkor
Z = r(cos(¢) — isin(¢)) és igy

_ 7(cos(¢) +isin(¢)) _ cos(29) + isin(2¢)

N ei2d>.
12 = L con(8) — isin(9)) !

Ezért

f(z) =€,
ahonnan kovetkezik, hogy rogzitett egyenes mentén a fiiggvényérték ¢-tol figed
konstans, tehat z = 0-ban a fiiggvénynek nincs hatarértéke.
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4.2.1. Tétel. Legyen f kanonikus alakja: f(z) = u(z,y) + wv(x,y). Tekintstink
Dy-nek eqy zy torléddsi pontjdt. Ekkor

lim f(z) =H

Z—20

azzal ekvivalens, hogy léteznek az alabbi hatarértékek

lim wu(z,y) = U
(xay)_)zo
lim o(z,y) =V,

(z,y)—20

és H=U+1V.

Eloz0 példa folytatdsa. Felirjuk a fliggvény kanonikus alakjat:

z w4y -y . 2wy
f(z) === T2 3 T3 27
zZ rT—1y x°4vy T4 +y
azaz,
x? — y? 2xy
u(@,y)

= — v = .

12 + y2 ’ 12 + y2
Ezeket a kétvaltozos fiiggvényeket méar jol ismerjiik, lattuk, hogy nincs a (0, 0)-ban
hatarérték. Példaul
. 22 — o2

lim —=—
(2.)—(0,0) 22 + y?

kiszamitasakor az y = kx egyenes mentén vett hatarértékek mind kiilonbozéek:

) x? — x2k? 1 — k2
lim = )
(z.k)—(0,0) 2 + 22k% 1+ K?

4.2.2. Definicié. Legyen f : D — U komplex fiigguény és zeD. Azt mondjuk,
hogy f folytonos z-ben, ha minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy ha |2/ — z| <
és Z'eD, akkor |f(2) — f(2))] < e

4.2.2. Tétel. f pontosan akkor folytonos z = x+iy-ban, ha u és v is folytonosak
(x,y)-ben.
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4.2.2. Differencidlhatésag

Adott egy T' C U tartomény, és ezen egy f : T — U komplex fiiggvény. Legyen
f kanonikus alakja f(z) = u(x,y) +iv(z,y). Tegyiik fel, hogy u és v folytonosan
differencialhato fiiggvények, azaz léteznek az u),, uy, v;, v, parcialis derivéltak és
folytonosak. Latni fogjuk, hogy ez még nem lesz elegendd f derivalhatésagéhoz.

4.2.3. Definicid. f differencidlhato z-ben, ha létezik a

_fz+h) - f(2)
iy h (4.1)

hatarérték.

Példa. Legyen f(z) = x = R(z). Differencialhat6 -e z = 0-ban? A kanonikus
alak fiiggvényei, u(x,y) = x és v(x,y) = 0, "szép" fiiggvények. A

()~ £(0)

h—0 h

hatarértéket két specialis iranybol szamoljuk ki. Legyen h = r 4 1s, és a valos ill.

az imaginarius tengelyek felsl kozelitiink.

1. Legyen h =7r+1-0, r — 0. Ekkor

im =Y 1.
r—0 7

2. Legyen h =0+ is, s — 0. Ekkor
lim L= — .
s—0 18

Mivel 1 # 0, nincs hatérértéke O-ban.

4.2.3. Tétel. (Alaptétel a komplex fiigguény differencidlhatdsdgdrdl.) Legyen T C
C tartomany, f : T — C, ze int T'. Tegyiik fel, hogy w és v folytonosan differen-
cidalhato figguények. Ekkor az alabbi két dallitdas eqymdssal ekvivalens:
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1. f differencialhato a z = x + 1y pontban

2. Az u ésv kétvdltozds fiigguények kielégitik az alabbi dsszefiggéseket az (z,y)
pontban

< S 8T
~

Megjegyzés. Az utols6 két egyenletet Cauchy-Riemann egyenleteknek hivjuk. Ha
f diffe-rencialhato T-n, akkor azt mondjuk, hogy a figgvény analitikus (vagy
requldris) a T tartoményon.

Bizonyitas. 1. rész. Tegyiik fel, hogy f differencialhato z-ben. Ekkor az (4.1)
hatarérték létezik specidlis iranyokbol is. Legyen z = x 44y, h = r +1is és legyen
els6ként s = 0 és r — 0 Ekkor:

f/(Z) — lim u(x + 7, y) + ZU(.I + T, y) B u(x,y) B iU(.I, y) _

r—0 r

lim u(x +r,y) —u(z,y) +ilim v(xz+1,y) —v(r,y)

/ </
= U, +10,.
r—0 r r—0 r

Most tegyiik fel, hogy » = 0 és s — 0. Ekkor az el6z6h6z hasonléan

() = lim u(z,y + 8‘) — u(z,y) +ilim v(z,y + s) —v(x,y)

= —iu; + vg;.
5—0 18 5s—0 18

Mivel a két hatarértéknek egyenlének kell lennie, igy
ul + vl = —z'u'y + v'y.

Két komplex szam egyenldsége ekvivalens valos és képzetes részeinek egyenlGségé-

vel, ezért

Bizonyitas. 2. rész. Tegyiik fel, hogy a Cauchy-Riemann egyenletek teljesiilnek.
Szamoljuk ki a differenciahanyadost:

f(z+h)— f(2) B ulz+ry+s)+iw(le+ry+s)—ulz,y) —iwv(x,y)
h B r+is '
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Felhasznalva u és v derivalhatosdgat, ez igy folytathato:
[ )~ f(5) _tr+upstivirtivgs e((hl) | en(lh])
h r+1s r4+1is r+is

e1(lh]) | ex(|hl)

r+1s r-+1is
Kozben felhasznaltuk a Cauchy-Riemann egyenleteket. Tehét a fiiggvény diffe-

! ./ / ./
= u, +1v, + — U, + 1,

rencialhato.

Megjegyzés. A bizonyitasbol az is kideriilt, hogy ha f differencialhato, akkor
derivaltja kétféleképpen is szamolhato:

f(2) = ), 4 vy, = vy, — iuy,

1. Példa. Legyen f(z) = e*. Ekkor
f(z +1iy) = "™ = e%e" = *(cosy + isiny),
ezért
u(x,y) = e" cosy, v(z,y) = €’ siny.
A megfelels parcidlis derivaltak:

/! __ T _ T 2
U, = €7 CosYy, u, = —e sy,

@~

! T 4 _ / _x |
Ux—e Slﬂy——uy, v, = € Cosy—ux.

<@~

Tehat a fliggvény differencidlhato, és

f'(z) =, +iv, = e" cosy +ie’ siny = f(2).

2. Példa. Legyen f(z) =Z = x — iy . Ennek kanonikus alakjat felirva a parciélis
derivaltak

1 I 1 1 /
u, =1, w,=0, v,=0, v,=-1#u,

Tehét a fiiggvény nem differencidlhato.

Kivetkezmény. Ha f'(z) = 0 valamely T 6sszefliggd tartoméanyban, akkor itt f
konstans.

Bizonyitas. Mivel f'(z) = ), + i) = 0, ezért u, = 0 és v}, = 0. Masrészt

f1(z) = v, —iu, ezért v, = 0 és uy, = 0. Igy a kétvaltozos fiiggvényekre megismert

tétel alapjan u(z,y) = ug, v(x,y) = v konstans fiiggvények.
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4.2.3. Specialis fiiggvények

Exponencidlis és logaritmus fiiggvény

Egy kicsit részletesebben megvizsgaljuk az f(z) = e* fiiggvényt, mint komplex
valtozos fliggvényt. Mivel zeU esetén

e =e"(cosy + isiny),
ezért erre a komplex szamra
*] = &% = "), arc e =y = J(2).

A fiiggvény néhany alaptulajdonsaga:

1. Mindeniitt differencidlhato, és (¢*)’ = e*

z1+22 21 22

2. Tovabbra is igaz marad, hogy e = ele

3. A fenti tulajdonsig miatt
e* T2 — ¢*(cos(2m) + isin(27)) = €7

Ebbdl a tulajdonségbol az kovetkezik, hogy az e* fiiggvény 27 szerint perio-
dikus.

4. Megvizsgaljuk az értékkészletét. A 0 nem eleme az értékkészletnek, mivel
e*] = e >0

minden z-re. Legyen 0 # weC, keressiik azt a z-t, melyre w = €. Legyen w
trigonometrikus alakja w = pe?” Ebbél kovetkezik, hogy

x = Inp, y =0+ 2km, kel.

5. Hatarozzuk meg e* inverzét. Az el6z6ek miatt
Inw = In|w| + i(arc (w) + 2kmw) keZ
sokértéki fiiggvény. Ezért ezt masképp jeloljiik:
Ln(w) = In|w| + i(arc (w) + 2km), keZ,
egy végtelen sok értéki fiiggvény, és ennek k-adik aga:

Lng(w) = In |w| + i(arc (w) + 2km).
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Példa.
Ini=Inl+ i(g + 2kr) = z(g + 2k).

HF Hatarozza meg In(i + 1) értékeét.

Hatvanyfiiggvény
Ertelmezni szeretnénk az
f(z) = 2%, AeC
fiiggvényt. Felhasznalva a logaritmus fiiggvényt azt kapjuk, hogy a

z/\ — 6)\1112

is sokértéki fliggvény lesz.

HF Hatarozza meg i’ értékeét.

4.2.4. Harmonikus fiiggvény

4.2.4. Definicié. Legyen u(x,y) kétviltozds figguény, amely valamely R C IR
tartomdnyon van értelmezve. Tegyiik fel, hogy itt folytonos és kétszer differen-

cidglhatd. Azt mondjuk, hogy u(x,y) harmonikus, ha

" "o
Uy + Uy, =0

teljesiil az egész tartomdnyon.

A fenti definicibhoz kapcsolodoan definialjuk a Laplace-operdtort A Laplace operator
egy kétvaltozos fiiggvényhez egy masik kétvaltozos fliggvényt rendel. Az u: R —
IR fiiggvényhez hozzarendeljiik a kovetkezé fliggvényt:

L "
AU = Uy, + Uy,

4.2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy f : T — T komplez figquény differencidlhato.
Ekkor u(z,y) és v(x,y) harmonikus figguények.
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Bizonyitas. Feltessziik, hogy u és v kétszer folytonosan differenciadlhatoak.
(Latni fogjuk, hogy ez igazabol nem plusz feltétel.) A differencialhatoség mi-

att u, = v, és u, = —v,. Az els6 azonossigot x szerint, a masodikat y szerint

derivilva, majd Osszegezve éppen azt kapjuk, hogy
Au=1"! —v' =0.

4.2.2. Allitas. Hau harmonikus fiigguény o T eqyszeresen dsszefiiggd tartomdnyon,
akkor létezik olyan v : T — IR harmonikus figguény, hogy az f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) komplex fiigguény differencidlhato.

Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy v az u fiiggvény harmonikus tdrsa.

4.3. Komplex vonalintegralok

4.3.1. Jordan gorbe

4.3.1. Definicié. L C U Jordan gorbe a komplex szamsikon, ha létezik ~ :

[, B] — C walds intervallumon értelmezett komplex vdltozds figgvény, melyre

L={~(t) = x(t) +iy(t) : telo, f]}.

A gorbe kezdbpontja v(a) = A, és végpontja v(3) = B

4.3.2. Definicié. A Jordan girbe zart, ha A = B és sima, ha az x : [a, 5] — 1R,
y: o, B] = IR fiigguények differencidlhatiak.

4.3.1. Allitas. (fvhossz kiszamitdsa.) Legyen L a fent adott Jordan gorbe. Fel-

tessziik, hogy sima. Ennek ivhossza:

g
(W)= [ VP o)

Bizonyitas. Tekintsiik a gorbe egy felosztasat. Az alappontok:

a=tg<t1<---<t,=0,
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és a gorbe megtelel6 pontjai
2k = x +iyr = Y(tk), k=0,...,n. (4.2)

A k-adik ivdarab hosszanak kozelitése (Pithagorasz tétel alapjan, 1d. az dbrat):

V(@ = ze1)? + (yr — yp1)?.

Im 4

Re

4.2. dbra. A k-dik ivdarab hosszanak kozelitése

Ennek hatarértékét tekintjiik, amikor n — oo és
0 :=max(|zx — zk-1|, k=1,...n) — 0.

Azt kapjuk, hogy

I (u) ¥ (M)2<tk—tk_1> -/ O GO,

by — th1

hiszen
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4.3.2. Vonalintegral definici6ja

Tekintsiink egy L C U Jordan-gorbét és egy ezen értelmezett f komplex fiigg-

/Lf(z)dz

vonal menti integralt. Az L gorbe (4.2) alappontokkal megadott felosztasat te-

vényt. Ertelmezni szeretnénk az

kintjiik. Legyen a k-dik fvdarab egy tetszéleges pontja &. A felosztéashoz tartozo

kozelits Osszeg:
n

> (e — ) f ().

k=1

4.3.3. Definicié. A wvonalintegrdlt az aldbbi hatarérték definidlja, amennyiben
létezik:

n

lim S (o — z) F(E) = / f(2)dz,

n— o0,

On—0 k=1

ahol 6, = max(s(2r_1,2x), k=1,...n).

Ha L zart gorbe, akkor a vonalintegrélra a

%Lf(z)dz

Példa. Legyen f(z) = ¢, ceC. Széamoljuk ki egy tetszdleges zar gorbe mentén a

jelolést hasznaljuk.

vonalintegralt:

n

}I{Cdz = lim Z (zx — 2zg—1)c = lim CZ (zx — zk—1) = 0,

k=1
hiszen

Z(zk—zk_l):z1—20+22—21—|—...+zn—zn_1:0.

k=1
fcdz:().
L

Azt kaptuk tehat, hogy
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Megjegyezziik, hogy zart gérbék esetén a paraméterezésnél kiilonbséget jelent,
hogy milyen iranyban jarjuk kérbe a pontokat. Forditott irdnyitassal a —L gorbét
kapjuk.

4.3.2. Allitas. A vonalintegrdl alaptulajdonsdgai:

1. Linedris mivelet, azaz

[ @G+ s dz=a [ ferdz 5 [ gl
a, BeC és f(z), g(z) integrdlhatiak.

2. Forditott iranyban végezve az integraldst a vonalintegral eldjele megudltozik:

/_ NIECEE /L F(2)dz.

3. Ha az L gorbe két részbol dll, L = Ly + Lo, akkor

/Lf(z)dz: ’ f(z)dz + f f(z)dz.

4. Ha f folytonos figguény , akkor létezik az

/Lf(z)dz

vonalintegrdl.
5. Ha f korldtos fiigguény, vagyis:
f(2)| <M Vzel,

akkor

ahol s = s(L), a gorbe ivhossza.
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4.3.3. A vonalintegralok kiszamitasa

Ebben a fejezetben két olyan modszert adunk vonalintegralok kiszamitasara, me-
lyeket a kozonséges Riemann integral kiszdmitasanal alkalmaztunk. A tételek
bizonyitasa teljesen ugyanigy végezhets el, mint a Riemann integralok esetén.

4.3.1. Tétel. Legyen az L gorbe paraméteres megaddsa:
2(t) = x(t) + iy(t) = r(t)e?®, tela, B].

Teqyiik fel, hogy x, y illetve r, 6 folytonosan differencidlhatoak. Ekkor:

B
Lf@ﬂzzfxﬂdﬂﬂﬁﬂﬁz
g 5 | | |
/ Fz(t) +iy() (@' (t) + iy (t)dt = / Fr@)e D) (£)e?D4ir(t)e® Do (t))dt.

4.3.2. Tétel. (Newton-Leibnitz formula komplex vonalintegrdlra.) Legyen adott
az f T — U figgvény és az L C T gdrbe. Tegyiik fel, hogy létezik olyan
F :T — U figgvény, melyre F'(z) = f(z) minden z-re. Ekkor

| #)dz = F(B) - (),

L

ahol L az A és B pontokat dsszekotd Jordan gorbe.

1. Példa. Legyen f(z) = €. Tekintsiik azt az L gorbét (egyenes szakasz iga-
z&bol), mely a 2i pontot koti 6ssze a 2 ponttal.

Ekkor a 3.2 Tétel alapjan
2i

/ e*dz = [e_] —i(e? —e7?).
L t 12

2. Példa. L legyen ugyanaz, mint az el6z6 példaban. Tekintsiik az

flz) ="
fiiggvényt. Az L gérbe paraméteres felirasa

A =t+i(2—1),  te0,2].
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2i

|
2 Re

4.3. abra. A 2¢ és 2 pontokat 6sszekots szakasz.

Ennek derivaltja 2/(t) = 1 —i. Igy:
2
/ eFdz = / =1 —)dt = —eP (el + 1).
L 0

3. Példa. Legyen L: az aeC koriili r sugara kor, és

f(z)=(z—a)", nez.

ImA

4.4. 4bra. Az a korili korvonal.

A korvonal paraméteres megadésa

z(t)y=a+r e tel0, 27].
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Ekkor . .
7{ (z —a)'dz = / (re™)" rie'dt = 7“"“2'/ et g,
L 0 0

Ha n = —1, akkor
2m
7{ f(2)dz = 2/ Ldt = 2mi.
L 0

2
j{ f(2)dz = 7"”“2’/ et gt —
L 0
27 27
:rwu</ mqm+nwﬁ+¢/ ﬁmm+1mﬁ>:0
0 0

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy
]{ (z —a)'dz =
L

4.3.4. Alaptételek a vonalintegral kiszamitasara.

Ha n # —1, akkor

2m1 ha n=—1

0 ha n# -1

4.3.3. Tétel. (Cauchy-féle alaptétel.) Tegyiik fel, hogy T C T egyszeresen iss-
zefliggd tartomdny, f T — C analitikus, G C T sima, zdrt gorbe. Ekkor

jif(z)dz = 0.

A tételt nem bizonyitjuk.

4.3.4. Tétel. (Cauchy féle alaptétel dltalinositisa.) Legyen T C U dsszefiiggd
tartomdny, f:T — U analitikus fiigguény. G, ...,G, ugyanolyan iranyitdsiak,
lyukakat korbevevd gorbék, G C T hatdrgorbe. Ekkor

yif(z)dz = kz:; A f(2)dz.

Kovetkezmény. Legyen T' C U egyszeresen Osszefiiged tartomany, f : T — C
analitikus fiiggvény T-ben, kivéve a zpel' belsé pontot. Tegyiik fel, hogy létezik
zp-nak olyan 6 > 0 sugari kornyezete, ahol f korlatos:

f(z)| <M, ha 0<]|z—z|<d
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Legyen G C T zart gorbe zy koriil. Ekkor

jlif(z)dz = 0.

Bizonyitas. Legyen G. egy € sugari kor zy koriil, ahol € < §. Véagjuk ki T-bél
ezt a kis kort, azaz tekintsiik a Ty = T\ S(2¢, ) tartoméanyt. Ez Osszefiiggs, de

}éf(z)dz = jée f(z)dz.

Ez utobbit becsiilve azt kapjuk, hogy

|j{G€f(z)dz| < M 2re,

nem egyszeresen. Ekkor

hiszen f a kor mentén korlatos, és a kor ivhossza (keriilete) 2me. Mivel € tetszole-

ﬁf(z)dz = 0.

4.3.5. Tétel. (Cauchy-féle integrdl formula.) Tegyik fel, hogy T C U egyszere-
sen dsszefiiggd tartomany, f T — U analitikus fiiggvény, E€T'. Teqyiik fel, hogy

gesen Kkicsi, ezért

E-nek letezik olyan U kornyezete, amely része T-nek és G legyen eqy zdrt gorbe

U-ban. Ekkor . 1(2)
z

(4.3)

Megjegyzés. A fenti integralban az integralando fliggvénynek &-ben szingularitasa

van.
Bizonyitas.
fz) [ f(z) = f(©) f€)

jiz_gdz—ji - dz+jiz_£dz.

e /() ~ £(©)
lim 55 = f(6)
véges szam, ezert
f(z) = f(§)
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¢ kornyezetében korlatos, egyébként pedig differencidlhato, és igy az el6z6 kovet-

&) -1,
FLE00

kezmény értelmében

Igy azt kaptuk, hogy

ﬁ f(_z)gdz = f(f)jizigdz = 27,

ahol felhasznaltuk a korabbi 3. példa eredményét.

Specidlisan: G legyen a & koriili egységkor. Paraméteresen felirva:

2(t) = £+ e, tel0, 2m].

Ekkor
2 (t) = ie'dt,
ezért helyettesités utan az integralt igy szamolhatjuk:

I O LG I T e () P U ;
f(g)—QZﬂ_ Gz_é_dZ—% ; Tzetdt_% . f(€+et)dt,

azaz a a kozéppontbeli fliggvényérték a korvonalon vett helyettesitési értékek &t-
laga.

4.3.6. Tétel. Legyen T' C U egyszeresen dsszefiiggd tartomdny, f: T — U ana-
litikus fiigguény. Ekkor f akdrhdanyszor differencidlhatd T-ben és minden Eeint(T)

f(n)(g) — 27:; j{; E i(;)nﬂdz.

pont esetén:

A tételt nem bizonyitjuk. Ha a derivalhatosdgot mar tudjuk, akkor & szerint
forméalisan derivalva a (4.3) egyenletet ezt kapjuk:

o L _fG)
1€ = 5 § ke

piey 2 f(2)
P = 5 §

amibdl teljes indukcioval kovetkezik az n-dik derivaltra vonatkozo Osszefiiggés.
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4.3.5. Taylor-sorfejtés és Laurent-sorfejtés

Az el6z6 tétel alapjan tudjuk, hogy egy analitikus (differencidlhato) fiiggvény
akadrhanyszor is derivalhato, és fel tudjuk frni a derivaltat zart gorbe mentén vett
vonalintegral segitségével. Ezért kimondhatjuk az alabbi tételt:

4.3.7. Tétel. Legyen f : T — U differencidlhato zy eqy kornyezetében. Ekkor
ott Taylor sorba fejthetd, és

X f(n)
)= fe)+ 3L

_ 1 f(2)
= o ]i (z — zo)"HdZ’

ahol G olyan zdrt gorbe, amely része T-nek és kirbeveszi zo-t.

ahol

Tegyiik fel, hogy f(z9) = 0. Ekkor

alakban irhato.

4.3.4. Definici6é. Ha

—

f(z) = (2= 20)"f(2), f(z0) #0

akkor zy n-szeres (vagy n-ed rendd) zérusa f-nek.

4.3.5. Definici6. Legyen
1 1 1 1
— = —_— — h 9

ahol h(z) a zo-ban analitikus és nem tinik el. Ekkor h zy egy kirnyezetében

analitikus, ezért ott Taylor-sorba fejthetd. Ebbil kdvetkezik, hogy

0.9]

Q(Z) - C—n(z - ZO)_n -+ Cfn+1(z - /ZO)_N—~_1 +...= Z ck(z — Zo)k.
k=—n

Ekkor zy n-szeres polusa q-nak.
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Tegytik fel, hogy f olyan fliggvény, amelynek zp-ban n-szeres pélusa van, egyéb-
ként analitikus zg egy K kornyezetében. Legyen G C K egy zart, gorbe. Ekkor

ff dz-j{;chz—zo dz =

k=—n

g Ck% z—20) z—2mcl

k=—n
4.3.6. Definicid. A figgvény residuuma a zg pontban:
Res f(z % f(z
2=20 2m
4.3.8. Tétel. Teqyiik fel, hogy f analitikus eqy korgyidriben azaz eqy

T={z:r<|z—2z| <R}

halmazon. Ekkor f felirhato a kévetkezd hatvanysorként:

e.¢]

f(z) = Z cr(z — Zo)k,

k=—00

_ 1 f(z)
= omi fi (z — zo)kHdZ’

és G eqy olyan zdrt gorbe, amely a fenti T tartomdny része. Ez az in. Laurent-

ahol

SOor.

4.3.7. Definicié. zyecUC szingularitisa f-nek, ha f itt nem analitikus. Ezek igy
osztalyozhatok:

- Megsziintethetd a szingularitas, ha létezik a

lim f(z) = ¢

Z—20

hatarérték.
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- Tegyiik fel, hogy van olyan nelN, hogy
(2 = 20)"f(20) = c—n # 0

hatdrérték létezik. Ekkor a Laurent-sorban véges sok negativ indexid tag van,
ez a szingularitas n-szeres polus.

- Ha nem létezik az eldzd pontban emlitett n, akkor a Laurent-sorban ekkor

végtelen sok negativ indexid tag dll. Ez az in. lényeges szingularitds.

Megjegyzés. Megvizsgaljuk az Osszefiiggést a Laurent- és a Taylor-sorfejtés kozott.
Tegyiik fel, hogy f analitikus zp-ban és ennek egy kornyezetében. Ekkor k& =
—n < 0 esetén a Laurent sorfejtés megtelel§ egyiitthatoja

1 1
= — )" Ydz =0,
¢ 27rzj£;(z—zo it j{f (= 20) ‘

hiszen az integralando fiiggvény analitikus. Ezért a Laurent-sorfejtés valojaban a

Taylor-sorfejtést adja.

4.3.6. Residuum tétel és alkalmazasai

4.3.9. Tétel. (Residuum tétel) Legyen T C U egyszeresen dsszefiiggd tartomdny,
f analitikus T-n kivéve véges sok szingularitdst, ezek ay,...,a,. Legyen G C T
eqy zart gorbe, amely korilveszi mindegyiket. Ekkor

jIéGf(z z—2mZ£{%§f

A tétel azonnal kovetkezik az el6z6 fejezet éllitasaibol.

A tételt vonalintegréalok kiszamitasanal alkalmazzuk.

7{} F(2)dz =7

Ehhez megvizsgaljuk, hogy G-ben milyen szingularitdsai vannak f-nek, legyenek
ezek ay, ... a,. Ezutdn meghatarozzuk a residuumokat ezekben a pontokban, mint
a z = ai-hoz tartoz6 Laurent-sorfejtés —1. tagjanak egyiitthatoja.
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Példa. Legyen

1

= a7 G={z: |z—2i| =2},

f(z)

azaz G a 21 koriili 2 sugart kor. Hatérozzuk meg az

I:= if(z)dz

vonalintegral értékét. A fiiggvény igy irhato:

1
(z+1i)(z—1)

f(z) = =(z+49) (e =) = (2 =) g(2),

ahol ¢g(z) analitikus ¢-ben. Az integralt kétféleképpen fogjuk kiszamitani. Els6ként
a residuum tétel alapjan, felhasznalva a Laurent sorfejtést.

I =2miRes f(z) = 2mic 4 (4.4)

A fiiggvény Laurent-sora az ¢ koriil:

F2)=> alz—i)",

k=—1
itt kell a -1. egyiitthatot meghatarozni. A fenti felirasnak megfelelGen

1
241

flz)=(2=1)""g(2),  g(2) =

igy ha ismert g(z) Taylor-sora az i koriil:

A T T SR - S R TS
Z+Z’_(Z—i)+2z‘_2@'1_§_i+i_2iz( —)F =) () e i)k

Mivel a k = 0-hoz tartozo egyiitthato: 1/2i, ezért

[ =27mi— = .
21
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Masodik megoldasi modszer a Cauchy-féle integralformula alkalmazasaval torté-

nik. Eszerint .

1 —
7{ 5 dz:fil,dz,
a2 +1 a?—1

ahol G a zy = 1 polust veszi koriil. A Cauchy-féle integralformulat hasznaljuk az

1
F(z) =
(%) zZ 41
tiiggvényre. Ebbdl
1 1 F
Fi) = — = f{ )4,
2t 2 Joz—1
ezert 1 1
—I =,
2mi 21
igy most is azt kaptuk, hogy I = 7.
Példa. Legyen
sin(z — 21)
TE) =1 i

Milyen tipusi szingularitdsai vannak ennek a fiiggvénynek? A z; = 2¢ polust
tekintve azt kapjuk, hogy

: : . sin(z—2i)1 1
lim (2 — 20)' f(2) = lim ——— 7/~ — —
;sz'( ) f( ) 2—2 oz =21 z 27’
vagyis ez elsérendid polus. A 29 = 0 pontbeli szingularitast tekintve
_ysin(z — 24)

) = (=0 g

tehat ez is elsérendd polus.
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5.1. Differenciidlegyenletek altalanos leirasa

5.1.1. Differencidlegyenletek osztilyozasa
Olyan egyenleteket tekintiink, amelyekben ismert konstans(ok), fliggvény(ek), és
valamely ismeretlen fliggvény (ek) illetve derivaltja(ik) szerepel(nek).

Linearis, allando egyiitthatos, egyvaltozos differencidlegyenlettel mar foglakoz-
tunk az el6z6 félévben. Most ennél altaldnosabb eseteket vizsgalunk majd meg.

A differencidlegyenleteket (DE) a kévetkezdképpen osztélyozhatjuk:

- Koézonséges differencidlegyenlet, melyben egy egyvaltozos fliggvény és deri-
valtja(i) szerepelnek. Ilyen példaul a rezgémozgést leir differencidlegyenlet:

y"(z) +y(x) = 0.

- Parcialis differencidlegyenlet, melyben egy tobbvaltozos fiiggvényt keresiink,
kiilonboz6 parciélis derivaltjai szerepelnek az egyenletben. Példaul egy ma-

sodrend parcialis DE:
Au =0,

ahol u(z,y) kétvaltozos valos fiiggvény, és

- A DE rendje n, ha az egyenletben az ismeretlen fliggvény legmagasabb rendi
derivaltja n.

- A differencidlegyenletek lehetnek implicit és explicit alakiak. A DE explicit,
ha a legmagasabb rendd derivalt ki van fejezve a tobbivel. Példaul olyan
y(x) figgvényt keresiink, melyre

y" = flay, -y ),
A DE implicit, ha nem explicit. Ekkor a DE
F(x.? y7 c e 7y(n)) - O

alaki.
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- Bgy DE linedris, ha az egyeneletben v, v/, ...,y"™ linearis kifejezése szerepel:

a1y ™ () + asy" TV (2) + ..+ aniry(z) = f(2).

A linearis DE homogén, ha f(x) = 0, egyébként pedig inhomogén. Ha az ay
egyiitthatok valos szamok, akkor allandé egyiitthatos DE-r6l beszéliink.

5.1.2. Els6rendi differencidlegyenletek

Egy elsérendd DE &ltaldnos alakja:

y, = f(SC,y),

ahol f egy adott kétvaltozos fiiggvény, valamely D C IR? értelmezési taromannyal.
Ez azt jelenti, hogy egy (a,b) C IR intervallumot keresiink, ezen egy vy : (a,b) —
IR fliggvényt, melyre v/ (x) = f(x,y(x)) teljesiil Vre(a, b) esetén.

Geometrial reprezentaciot a kovetkezSképpen képzelhetiink el: Az f kétvaltozos
fliggvény értelmezési tartoméanyéanak minden (z,y) pontjaban adjunk meg egy
f(x,y) iranytangensi pici szakaszt. Ez a DE-hez tartozo irdnymezd. A DE me-
goldésa olyan gorbe megadasat jelenti a stkon, melynek minden pontjaban az
érinté megegyezik az adott pontbeli kijelolt irdnnyal. Ez az integralgorbe. Ha ki-
jeloliink egy (xo, yo) kezdSpontot, akkor eleve olyan gorbét keresiink, mely atmegy
ezen a ponton. Ekkor a feladat:

y/ = f(xa y)? y(SL‘o) = Yo, <5'1>

ez egy kezdeti érték feladat, vagy Cauchy-probléma.

5.1.1. Tétel. (Egzisztencia és unicitds). Tegyik fel, hogy D eqy (xo,yo) korili
téglalap, azaz
D = (z0 — a,zo + a) X (yo — b,yo +b)

és f: D — R folytonos fiigguény. Ekkor az (5.1) feladatnak létezik megolddsa
valamely I = (xg — a, xo + «) intervallumon, és ez a megoldds eqyértelmd.

Az elsé félév sordn lattuk az elsérendi differencidlegyenlet speciélis eseteit. Nagyon
roviden atismételjiik ezeket:



142 5. FEJEZET. DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Szepardalhato DE. Ekkor a jobboldalon szerepld tiiggvény specidlis alaki:

Ennek megoldasa:

/@dy: /h(x)d:v.

y = a(x)y + f(a).
A DE homogén, ha f = 0 és inhomogén, ha f # 0.

2. Linearis DE:

Megoldds helyettesitéssel. Két specialis esetet tekintiink. Els6ként tegyiik fel,
hogy a DE

yzf%)
alaka. Ekkor
u(x) = y(@)
x

U =———,
ami egy szeparalhato DE.
Masik specidlis eset, amikor a jobboldal f(ax + by) alaku. Ekkor
u(z) = ax + by(x)
helyettesitéssel inhomogén linearis DE-t kapunk:

u' =a+bf(u).

1. Példa. Tekintsiik az alabbi DE-t:

2 2 2
y=TT a0 y#0
LY
A jobboldal y/z fliggvénye, hiszen
2 2 2
Yy t+x _ 2g Lz
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Vezessiik be az

_ y(z)
u(w) = 2
1) valtozot. Ekkor a differencidlegyenlet:
L 1u? 41
u = — :
r U

Ez szeparabilis, melynek megoldésa:

1
Jet [t
u?+1 x

1
§ln(u2 +1)=Inz +¢,

azaz
u? + 1 = z2e* = ka?, k> 0.

Az u? = i—z—t visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

2

y—2+1:kaz2,
x

tehat a megoldés
y? = kat — 2%, ahol & > 0.

2. Példa. Tekintsiik az alabbi kezdeti érték problémat:

2u+x 1

/= 0) = 0.
Yy =e 5 y(0)

Lineéris helyettesitést alkalmazva legyen u = 2y + x. Ekkor

1

u =2y +1=2(e"— =)+ 1=2e"

2

Az u' = 2e" egyenlet megoldésa:

/e‘“du: /de,

—e ' =2x +c, e T

A kezdeti értéket behelyettesitve e¥ = 0 — ¢, vagyis ¢ = —1, igy a megoldés

Yy = %(—a: —1In (1 —2z2)).

= 2 —c.

143
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5.2. Magasabbrendii differencidlegyenletek

5.2.1. Linearisan fiiggetlen fiiggvények

A magasabbrendi differencidlegyenletek targyalasa el6tt bevezetjiik a fiiggetlenség
fogalmaét.

5.2.1. Definicié. Adott n darab fiiggvény, yi,vyo, ..., Yn, kézds D C IR értelme-
zési tartomdnnyal. Ezek linedrisan fiiggetlenek, ha a fligguények valamely linedris
kombindcioja,

y(x) = cin(z) + ..+ cayn(),

csak gy lehet azonosan 0 a D halmazon, ha

cg=...=c¢,=0.

1.Példa. Legyenek a fliggvények:

n—1

) =1 @)=z, ..., yo(x) =2"",

kozos értelmezési tartoméanyuk D = (a,b) C IR. Ezek nyilvan linearisan fligget-
lenek, hiszen ha
1+ e+ .. et =0,

akkor valoban a polinom minden egyiitthatoja 0.
2.Példa. Legyen D = [0, 7] a fliggvények kozos értelmezési tartomanya, és
yi1(x) =sin(z), yo(x) =sin(2z), ...,y,(z) = sin(nx).
Tekintsiik ezeknek egy linearis kombinaciojat:
y(z) = ¢y sin(x) + - - - + ¢, sin(nx).

Tegyiik fel, hogy y(x) = 0. Szorozzuk meg a fenti egyenletet sin(x)-szel, és vegyiik
mindkét oldal integréaljat a [0, 7| intervallumon.

0= /0 " (@) sin(z)dz = ; /0 " e sin(ka) sin(x)dz = ¢, /0 " (sin(x))2de.
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Itt felhasznaltuk a trigonometrikus rendszer ortogonalitdsat. Ebbdl kovetkezik,
hogy c; = 0 és hasonlbéan igazolhato, hogy a tobbi egyiitthato is 0.
3. Példa. Legyenek a; < ay < ... < a, kiilonb6z6 valos szamok. Tekintsiik az

asT

yi(x) = e yo(x) = e, . yp(x) = e™?

fiiggvényeket valamely I C IR intervallumon. Azt allitjuk, hogy a rendszer li-
nedrisan fiiggetlen. HF. Igazoljuk ezt. Otlet: n-re vonatkozo teljes indukcio.

5.2.2. Definicid. Legyenck az yy, ..., y, valds figguények (n — 1)-szer differen-
cidalhatoak. Definidljuk a Wronski determindnst a kévetkezdképpen:

n Y2 ... Yn

/ / /

n Yg - Yn

W(yl, C. ,yn) = det : . .
-1 -1
N A

A Wronski determindns W : D — IR s eqy valds fligguény lesz.

5.2.1. Allitas. Tegyik fel, hogy vy1, . .., yn linedrisan dsszefiiggéek. Ekkor W =
0.

Bizonyitas. Mivel a fliggvények linedrisan Osszefiiggsk, ezért
cayr+ ...+ cuyn =0,

ahol valamelyik ¢ # 0. Legyen ez c¢;. Ekkor y; kifejezheté a tobbi fiiggvény
segitségével:
(&) Cp,
yl — __yQ T e e e T _yn.
C1 C1

Ugyanigy, derivaltjai is kifejezheték, ugyanilyen egytitthatokkal:

A tobbi derivalt hasonloképp. Tehat a matrix elsé oszlopa elGéll a tobbi lineéris

kombinacidjaként, tehat a matrix szingularis, determinénsa 0.

Kivetkezmény. Ha W (x) # 0 valamely z-ben, akkor yi, ..., y, linearisan fiigget-
len rendszert alkotnak.
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5.2.2. Allitas. Ha vy, ..., yn n-szer differencidlhatéak az egész D-n, akkor W
pontosan akkor 0, ha yi,...,y, linedrisan dsszefiiggdek.

Példa. Tekintsiik az aldbbi elsérendi linearis homogén differencialegyenletet:

Y (z) + g(x)y(z) = 0.
Legyen ennek két megoldésa y; és yo. Irjuk fel ezek Wronski determinansét:

Yyr Y2 Y1 Y2
W{(y1,y2) = det = det = 0.
Ny —g9(@)y —g(@)y
Ezért a megoldasok linearisan Osszefiiggéek, tehat y; = cyo valamilyen ¢ valds

szammal.

Kivetkezmény. Az elsérendd linearis homogén differencidlegyenlet megoldasa
konstans szorzotol eltekintve egyértelmd. Ha adott egy megoldasa, akkor az 0sszes
tobbi kifejezhet6 ennek konstans-szorosaként.

5.2.2. n-edrendii linearis differencialegyenlet

Legyen L egy operator amely egy n-szer folytonosan differencialhato fiiggvényhez
egy folytonos fiiggvényt rendel,

L : C"(D)—C(D)

y — L(y)
a kovetkezSképpen:
L(y)(x) = y"™ (@) + ar(2)y" V(@) + ... + an(@)y(@), (5.2)
ahol ay, ..., a, adott fiiggvények. Az L operator nyilvan lineéris, azaz ha y, y2eC" (D)

n-szer folytonosan differencialhato fiiggvények, akkor

L(ayr + By2) = aL(y1) + BL(y2).

A homogén differencidlegyenlet (HDE) esetént az

L(y) =0
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egyenletnek keressiik a megoldasat. Inhomogén (IDE) esetben az
L(y) = f(z) #0
egyenlet megoldasat.

Az L operator linearitasabol azonnal kévetkezik az alabbi allitas.

5.2.3. Allitas. Ha y1, y2 megolddsai a
y" (@) + ar(2)y" V(@) + .+ an(@)y(x) = 0
HDE-nek, akkor
y = ayr+ By
15 megolddsa. Ha 11, yo megolddsai az

Yy (2) + ar(2)y" V(@) + ..+ an(2)y(z) = f(2)

IHE-nek, akkor y = y1 — yo a homogén eqyenlet megolddisa. Ha 1y o HDE, vy
pedig az IHE megolddsai, akkor y = y1 + yo szintén megolddsa az IHE-nek.

5.2.1. Tétel. Az L(y) = 0 egyenletnek mindig létezik n darab linedrisan figget-
len megolddsa, legyenek ezek y1, ..., y,. Tovdbba tetszdleges y megoldds felirhato
ezek linedris kombindciojakként,

Yy=cCcyi+ ...+ cpyn.

Bizonyitas. (a tétel masodik részének bizonyitasa) Irjuk fel az y, yi, ..., yn
fiiggvények Wronski determinénsat:

W(y,y1,-..,y,) = det
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Mivel
L(y) = L(y2) = ... = L(y) =0,

ezért a méatrix utolsd sora elgall a tobbi linearis kombinacidjaként, sorai lineéri-
san Osszefiiggbek, tehat a determinans 0. Az utolsé n oszlop azonban linearisan
tiiggetlen, 1gy az els6 oszlop felirhaté a tobbi linearis kombinaciojaként.

A tétel elsd részét specialis esetben fogjuk belatni.

5.2.3. Linearis, allandé egyiitthatoés, n-edrendd HDE-k

Tekintsiik az
Ly) =y +aiy™ Y+ .. 4 ay =0

egyenletet, ahol aq,...,a,€eIR adott valos szamok. Specidlis megoldésokat kere-
siink, melyek

y(a:) — e/\x
alaktak. Ekkor

y(n)(x). M
Ezeket visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
Liy) = e\ +a A" '+ a_ A +a,) =0.
A jobboldalon allo6 fiiggvény csak tgy lehet 0, ha
N+ a NP+ 4a, =0.
Definiéljuk a DE-hez tartozo karakterisztikus polinomot a kovetkezSképpen:
PO =N+ a X"+ 4 a,.

Ez egy valos egytlitthatos polinom, melynek a komplex szémsikon n darab gyoke
van, multiplicitasokkal egyiitt.
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Elsé eset. Tegyiik fel, hogy P(\) gyokei valosak és mind egyszeresek. Legyenek

ezek A1 ..., \,. Ekkor fel tudjuk irni a homogén egyenlet n kiilonb6z6 megoldasat,
n (ZL‘) — eAlm
s (CIZ) _ e/\zx
yn(z) = M7,

és ezek linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak. Ekkor az altaldnos megoldas:

n

y(zr) = Z e, celR, k=1, ...n.
k=1

Specialis esetként tekintsiink egy masodrendd DE-t, n = 2. Ekkor

L(y) = y" + a1y + agy,

P(A) = X+ a1\ + as.

Ha ennek a polinomnak két kiilonb6z6 valos gycke van, akkor a fenti médon meg-
hatarozhatjuk a két alapmegoldast. Tegyiik fel, hogy a két valos gyok egybeesik,
A1 kétszeres gyok. Ekkor

P(\) =0, P'(\) = 0.
Ekkor a fenti gondolatmenetnek megfelelGen
yi(x) =e

megoldés.

5.2.4. Allitas. Ebben a specidlis esetben az

Yo(x) = reM®

15 megolddsa a DFE-nek.

Bizonyitas.
Yo(x) = MweM” + M7,
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Yy (x) = 20N + zATeM?,
ezért a DE baloldala
L(y) = 2A7eM” + 2\ 2eM” + ap\jze™” + a1eM” + agre™’ =

= 2eM7P(\;) 4+ M P/(\) = 0.

Megjegyzés. y1(x) és yo(x) linearisan fiiggetlenek.

Megjegyzés. A bizonyitason til megmutatjuk, hogyan lehet rdjonni’ erre a maso-

A1

dik megoldasra. Az yi(x) = e™* megoldast ismerjiik, ezért természetes valasztés

lehet, hogy a masik alapmegoldast

yo(x) = v(@)y(x) = v(x)eM”

alakban keressiik. Erre a fliggvényre

yy(x) = MoeM® 4 v'eM?
Yy (z) = AveM £ 200 eMT o e

adodik. Ebbdl behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy
L(ys) = e,

Igy az L(y;) = 0 feltétel azzal ekvivalens, hogy v” = 0, aminek egyik lehetséges
megoldasa a v(x) = x lesz.

Altalaban: n-edrendt rendszer esetén, ha Ao a P(\) polinom k-szoros valos gydke,
akkor k darab linearisan fiiggetlen megoldéast tudunk adni a kévetkezGképpen:

yi(z) = v
yo(x) = et
yp(r) = pF e,

Tekintsiik azt az esetet, amikor a P(\) polinomnak komplex gyokei vannak. Ekkor
ha A = a + i3 egy gyok, akkor konjugéltja, A = o — i3 is az. Két alapmegoldést
kapunk tehat:



5.2. MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 151

Mivel A komplex szam, ezért ezek komplex fiiggvények lesznek:
uy () = el @THT = e (cos(Bx) 4 i sin(Bx)),

up(z) = el @"T = e (cos(fz) — isin(Bx)).

Tudjuk, hogy ezek tetszéleges linearis kombinacioja ismét megoldas lesz. Defi-
nialjuk a kovetkez6 alapmegoldasokat:

ur () + ug(x)
2

yi1(x) = = e* cos(fr),

i) = 2l

Ezek is linearisan fiiggetlenek, nyilvanvaloan.

= " sin(fx).

Utolso lehetGségként tegyiik fel, hogy a karaktarisztikus polinom gyokei kozt tobbs-
26165 komplex gyokpdrok is vannak. A\ = a + i3 és X legyenek k-szoros gyokok.
Ekkor a megtfelel6 2k darab alapmegoldés:

yi(x) = e*sin(fx), yo(x) = e cos(fx),

yor-1(z) =" e sin(Br)  ya(x) = 2" cos(Ba).

Mivel a P(A) polinomnak a komplex szamtest felett n gyoke van - multiplicité-
sokkal szdmolva -, a fenti konstrukciok alapjan mindegyik gyokhoz tartozik alap-
megoldas, igy az n darab alapmegoldas felirhato.

1. Példa. Tekintsiink egy harmadrendd DE-t:
y" — 29" — 3y = 0.
A differencidlegyenlet karakterisztikus polinomja
P(\) = X% —2)\% — 3),

ennek gyokei
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és a DE altalanos megoldasa
Y = c1 + e + cze?, crelR.

2.Példa. Legyen
y/// + 2y// + y/ — 0

A karakterisztikus polinom
P(A) = N+ 207 + )\,

ennek gyokei
A =0, A= A3 =—1.

Igy az alapmegoldasok:

3. Példa. Legyen
y® — 2y 2y — a4/ — 2y =0,

ekkor
POA) =N =201 420 — 4N+ A —2= (A= 2)(\* + 1)~

A karakterisztikus polinom gyokei:

ezért az alapmegoldasok:

yi(z) = e
yo(x) = sin(x)
ys(x) = cos(x)
ya(z) x sin(x)
ys(x) = xcos(x).

4. Példa. (Harmonikus rezgémozgés egyenlete.) Legyen

Y+ ky =0, kelR.
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A karakterisztikus egyenlet gyokei
A1 = ik, Ao = —ik,
igy az alapmegoldasok
y1(x) = cos(kx) yo(x) = sin(kx),
az altaldnos megoldas
y(x) = ¢y cos(kx) + cosin(kx) = rcos(kx + ),

ahol r és o olyan paraméterek, melyek egy-egyértelmien meghatarozottak c; és
¢y alapjan, (c1,¢) < (r, @) Ebben a felirasban a paramétereknek fizikai jelentés
adhato, r a rezgés amplitudoja, a a kezdstazis, és k a frequencia.

5.2.4. Inhomogén linearis egyenletek

Keressiik az alabbi inhomogén differencialegyenlet megoldésat:

y"(@) +ar(@)y" V(@) + .+ an()y(z) = (o),

feltéve, hogy a homogén egyenlet megoldasai ismertek.

Allandoék varialasa, 1. megkozelités.

Legyen &e€lR tetszbleges, tekintsiik a homogén egyenlethez tartozo aldbbi kezde-
tiérték feladatot:

y'(€) =0, . ,y(”_Q)(g) =0, y(n_l)(f) —1

Ennek létezik egyértelmid megoldasa, jelolje ezt
ye().

Definiéljuk a N
v(z) = / F(E)e()de (5.3)

fiiggvényt.
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5.2.5. Allitas. A fent definidlt figgvényre

Bizonyitas. Derivaljuk a (5.3) egyenletet = szerint. Azt kapjuk, hogy

J(2) = F(@)y(@) + / " FE) () de = / " F ) a)de,

hiszen

Y () =0, VzelR — re,

definicio szerint. Hasonloan

() = Fla)y D () + / RO (@) de =

— fa) + / " F© (@)de.

Igy behelyettesitve azt kapjuk, hogy
L) = f@) + | FOLluela))ds = f(a).

Ennek a megkozelitésnek az a hatranya, hogy v nehezen szamithaté ki analitiku-
san. Ezért egy latszolag masik megkozelitést adunk meg, ami val6jaban ugyanazt

az eredményt adja.

Allandoék varialasa, 2. megkozelités.

Legyen az L(y) = 0 homogén egyenlet n darab linearisan fiiggetlen megoldasa

Y1y, --5Yn-

Az inhomogén egyenlet egyetlen megoldéasat keressiik a kovetkezs alakban:

y(@) = 1@y (@) + - + Y (2)yn().
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A fenti megoldésban szerepld fiiggvényekre az alabbi feltételeket tessziik:

Nyt Yyn = 0

N+ vy, = 0

(n—2)

n—2
" gD = 0
Ay Ay = f(a)

Igy az egyiitthatok derivaltjaira adott n darab egyenlet. A fenti egyenletrendszert
kompakt formaban igy frhatjuk fel:

1 Yo oo YUn o] 0
vio Y e Yy oC 3 I
: | o
TR LUV Vi f

A baloldalon szereplé egyiitthatdo matrix az alapmegoldédsok Wronski-métrixa.
Mivel ezek az alapmegoldésok linearisan fiiggetlenek, ezért ez a matrix nem szin-

gularis, tehat a fenti egyenletrendszer mindig megoldhaté.

5.2.6. Allitas. Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor

L(y) = f
Bizonyitas. Az y fiiggvényt igy definialtuk:
n
Y= Z’kak-
k=1

Ennek derivéltja

n n n
V=D Mkt Y Mk = > vk
k=1 k=1 k=1
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az elso feltétel miatt. Hasonloan szamolhatod a tobbi derivalt is.

n

g =3 " Y = )
k=1 k=1 k=1

Behelyettesitve az L operatorba azt kapjuk, hogy
L(y)=f+ Y _ wLly) = f.
k=1

hiszen y, a homogén egyenlet megoldasa, k = 1, ..., n mellett.

Specidlisan n = 2 esetben igy torténik az egyenletrendszer felirdsa. Legyen az
egyenlet;:

y' +ay + ay = f,
és a homogén egyenlet alapmegoldéasai legyenek 31, yo. Az inhomogén egyenlet
partikularis megoldésat ilyen alakban keresssiik:

y(@) = n(x)yp(z) + 2 (r)y(z),

ahol 71, v egyel6re ismeretlen fliggvények. Ezek derivaltjaira tett feltételek:

NYL+ %y = 0

N+ = f(x).

Igy a megoldando egyenletrendszer:

[
-

Y1 Y2 Y
WY 7 f
Példa. Harmonikus rezgés esetén a masodrendd egyenlet

y'+ Ky =],

a homogén egyenlet alapmegoldasai y; = cos(kz) és yo = sin(kx). A megoldando
egyenletrendszer:

cos(kx)  sin(kx) 71 (x) 0

—ksin(kz) cos(kx) V() f(z)
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Az egyiitthatd matrix

cos(kx)  sin(kx)

<
[

—ksin(kz) cos(kx)
ennek inverze
cos(kz) —i sin(kz)
M=
sin(kz) 1 cos(kx)
lgy az egyutthatok derivaltjaira

() =~ sin(ka) f(2)

() = 3 cos(ka)f(x)

adodik.
Megjegyzés. Az allandok varidlasanak modszere akkor is hasznalhatd, ha a li-

nearis differencidlegyenlet egyiitthatéi nem konstansok, hanem adott, folytonos
tiiggvények. Erre mutatunk be egy példat.

Példa. Tekintsiik az aldbbi linearis differencidlegyenletet:
2 2
y// . _y/ 4+ _2y -
x x

Az eddigi jeloléseink szerint most tehat

a; = ai(x) = —= as = as(r) = et f(x) = ze”.

Elsd lépés. Meghatarozzuk a homogén differencidlegyenlet megoldésait. Konnyen
ellenérizhets, hogy a két alapmegoldas

azaz

2 2 .
%—5%+§w=Q j=12.

Igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa

2
yn(z) = 1o + cox”, c1, co€lR.
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Masodik lépés. Az inhomogén egyenlet megoldasat

y(x) = y1(x)z + 2(x)2’

alakban keressiik, ahol v és v egyelére ismeretlen fiiggvények. A fenti tétel
értelmében ezek derivaltjaira a kovetkezo feltételek teljesiilnek:

Y(2)z +s()a? = 0
@)+ hla)2e = we”

Az egyenletrendszer megoldaséara rovid szamolassal
m(x) =€ — xe”, Ya(x) =€

adodik. Igy az inhomogén egyenlet egy megoldasa

y(x) = (e* — ze®)x + e“2* = xe”,

altaldnos megoldasa pedig

Yo = T€° 4+ 1 + o1, c1, co€lR.

Probafiiggvények alkalmazasa

Bér a fent bemutatott moédszer mindig alkalmazhato, specialis jobboldal esetén ér-
demes az inhomogén egyenlet megoldéasat specidlis alakban keresni. A megoldandé

egyenlet;:
L(y) = y" () + ar(x)y" V(@) + ... + an(2)y(z) = f(2).

- Ha f(z) = Ke*, aelR, akkor a megoldast y(x) = Ae™ alakban keressiik,
A ismeretlen.

- Ha f(z) = apa™ + - -+ + ao, akkor a megoldast y(z) = Apa™ +--- + Ay
alakban keressiik, Ay az ismeretlen paraméterek.

- Ha f(z) = Ksin(ax) vagy f(z) = K cos(ax), akkor a megoldast y(z) =
Asin(ax)+ B cos(ax) alakban keressiik, ahol A és B az ismeretlen paraméte-
rek.
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Ha az f(z) ezen specialis fiiggvények 6sszege, akkor a probafiiggvényt is 0sszegként
keressiik.

Példa. Tekintsiik az alabbi masodrendi differencidlegyenletet:
Y — 3y +2y = + 2% + 1.
A homogén egyenlet altalanos megoldasa
y = 1% + cpe®.
Az inhomogén rész megoldasat probafiiggvénnyel keresstik,
y, = Ae* + Br* + Cx + D
alakban. Ennek derivéltjai

y; = 3A4e** +2Bx +C
y, = 9Ae* +2B.

Ezeket visszahelyettesitve megkapjuk az ismeretlen egytitthatokat:

1 5
A=-=8B C=2 D=—
2 Y Y 27
tehat az inhomogén rész egy partikularis megoldasa:
1, 1 5
yp=5¢" 5 2w+ g

5.2.3. Definicié. Ha a homogén DE alapmegoldasai kozt létezik olyan figguény,
mint ami a DE jobboldalan szerepel. akkor rezonanciarol beszélink. Ekkor a

megfeleld probafiigguényt x megfeleld hatvanydval szorozzuk.

Példa. (Folytatas) Az elézs DE -t tekintsiik, méas jobboldallal:
Y — 3y + 2y = e*".

Itt a jobboldalon all6 fiiggvény alapmegoldésa a homogén DE-nek. Ezért proba-
fiiggvényként az
(@) = Aze®
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tiiggvényt tekintjiik. Ennek derivaltjai
Y (r) = Ae** +24e*
y'(x) = 4Ae* 4 4Axe*

Innen A = —1 adodik, tehat az inhomogén DE egy partikularis megoldésa

yp(z) = xe®

altaldnos megoldasa pedig

y(r) = c1e* + cpe” + xe*”

5.3. Laplace transzformaci6

5.3.1. Bevezetés

Legyen f olyan valos vagy komplex értékd fliiggvény, mely a pozitiv szémegyenesen

van értelmezve,

f:R" - IK,
ahol IK vagy a valos vagy a komplex szamtestet jeloli. A konvencié miatt kiter-
jeszthetjiik ugy, hogy f(¢) =0 hat < 0.

A Laplace transzforméacié az f figgvényhez egy F' fiiggvényt rendel hozza, a

kovetkezSképpen.

5.3.1. Definicid. Tetszdleges seU esetén definialjuk f Laplace transzformaltjdt

F(s) = /OOO e " f(t)dt

amennyiben a fenti integral abszolut konvergens. A Laplace transzformalt fiigg-
vényt igy 1s jelolyiik:
L(f,s)=F(s)

Mi lesz a Laplace transzformalt értelmezési tartomanya, azaz milyen seC estén
abszolut konvergens a fenti definicioban szerepld integral? Jeldlje ezt a halmazt

Hy = {seUC: / e " f(t)|dt < oo},
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5.3.1. Tétel. Hy a kovetkezd tipusi lehet:

1. Hy=C,

0 Hy—0

3. Létezik egy olyan woelR valds szdm, hogy ha R(s) < wy, akkor s¢Hy és ha
R(s) > xg akkor seHy

A tétel bizonyitdsa ezen a lemmén alapul:
5.3.1. Lemma. Ha seH; és s1€C olyan, hogy R(s1) > R(s), akkor sieHy.

Bizonyitas. Mivel

‘6_t5| _ e—t(%(&)) < e—t(%(s)) _ ‘6_t8|

Y

ezeért

/ et F(8)|dt < / ¢t RE) £(4)dt < oo,
0 0

Kivetkezmény. Ha f(t)-re teljesiil, hogy
[f()] < e

valamilyen aelR esetén, akkor F'(s) értelmezett R(s) > a esetén.

Példa. Legyen

Ekkor

o0 —st] ©
E(l,s):/ e_tsldt:[—e ] :1.
0

s 1o S
5.3.1. Allitas. A Laplace transzformdcid alaptulajdonsdgai:

1. Linedris operdtor, azaz
L(f+g)= L)+ L(g),
L(c-f)=c-L(f)
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F(s) = / T et ()t

0
differencidlhato, akkor

Fls)= [ (-0e s

azaz

F'(s) = (=1)L{f (1), 5).

3. Ez dltaldban 1s i1gaz, ha F' n-szer differencidlhato, akkor
F(s) = (=1)"L(t"f(t), 5)-
Bizonyitas.

2. Mivel az integrél abszolit konvergens, ezért az integralés és a derivalés sor-
rendje felcserélhetsk, igy

d [ Y ie—ts — i e ' =— S
o AL ( a )f(t)dt | o rar = —cus.s)

Példa. (folytatés.) Az el6z6 allitas 3. pontjat alkalmazva

.= ((-01) = 5

és teljes indukcioval
n!
gn+1 '

L(t",s) =
5.3.2. Allitas. (Eltoldsi tétel) Ha s — acHy, akkor
‘C(eatf(t)n S) - E(f? §— CL).

Bizonyitas.

L(e"f(t),s) = /OO e el f(t)dt = /OOO e D f()dt = L(f, s — a).

0
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5.3.3. Allitas. Ha f differencidlhatd, és létezik az f' Laplace-transzformdltja,
akkor

L(f',s) = sL(f,s)— f(0).
Bizonyitas. f’ Laplace-transzformaltjat kiszamitva:

[T erran={rwet] — [T = —g0)+ser.s)

0 0

ahol az integral kiszamitasahoz parciélis integralast hasznaltunk.

5.3.2. Impulzusvalasz fliggvény

Legyen € > 0 tetsz6leges, ekkor minden e-ra definidljuk az alabbi fiiggvényt:

(0, ha t=0

1
0:(t) = < o ha 0 <t<e.

Ekkor

minden e-ra. Kiszamoljuk, mi lesz a fiiggvény Laplace trafnszformaltja ¢ — 0

esetén.

Altalaban, tetszéleges f folytonos fiiggvény mellett

/ng(t)dt _ /Oof(t)dt

Ez pedig f integralfiiggvényének derivéltja a 0 helyen, ami épp a fliggvény helyet-

lim /OO f(t)os(t)dt = lim
0

e—0+ e—0+

tesitési értéke a 0-ban, tehat

lim [ f()5.(t)dt = £(0).

e—0+ 0
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Ha létezne a hatarértéktiiggvény,

5(t) = lim 6.(¢),

e—0

akkor ez ilyen tulajdonsagu lenne:

Amawﬁ:1,

2. Tetsz6leges folytonos, abszolit integralhato fiiggvény esetén

Ez a Dirac-delta fiigguény, amely kivezet abbdl a fogalomrendszerbdl, amellyel
eddig foglakoztunk. Ilyen "fiiggvényekkel" a disztribucidelmeélet foglakozik, de
forméalisan mi is hasznalni fogjuk (egy kicsit legalabbis).

Megjegyzés. A Dirac-delta fiiggvény Laplace transzformaéltja:
L(0,s) = / e Bs(t)dt =e =1
0

minden s-re. Ez a Laplace transzformaltak kozti "egység".

5.3.2. Definicio. Adottak: g,h : [0,00) — IR walds figgvények. Ezek konvoli-
cidja g * h szintén [0, 00)-ben értelmezett fiigguény, melyet igy definidlunk:

(@ 1)(0) = [ g(Mh(t = o)

5.3.2. Tétel. A konvolicio Laplace traszformdltjara

L(g=*h) = L(g)L(h)

A tételt nem bizonyitjuk.

Specialis eset. Legyen h = 1. Ekkor

Q
—~
~~
N—

(w@@zlg@w
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ahol G(t) a g integralfiiggvénye.

Kovetkezmény

L(G,s) = L(g,s)L(1,s) = L(g, S)é

Példa. Hatarozzuk meg a
fy=vt, >0
fiiggvény Laplace transzformaltjat. Legyenek
g(t) = h(t) = V1,

hatarozzuk meg ezek konvoluciojat.

t t
g*h(t) = / VIt — zdr = / Vat — x2de = gﬂ,
0 0

165

ahol az integrélt trigonometrikus helyettesitéssel szamoltuk ki. (HF.) A fenti

egyenletben a jobboldal Laplace transzformaéltja

7 T2
L(=t*5) = —=
(8 Y 8) 8 t37
igy ennyi a baloldal Laplace transzformaéltja is, tehat
2 72
(£0/i9) =55
Ebbdl azt kapjuk, hogy

L(Vt,s) = gi

5.3.3. Laplace transzformaci6 alkalmazasa differencidlegyenlet megol-

dasara

A Laplace transzformacié egyik igen fontos tulajdonsaga, hogy a derivalas helyett

egyszerd skalarral valé szorzast kell elvégezni. Emiatt bizonyos esetekben alkal-

mazhatjuk differencidlegyenletek megoldasara. Mivel a derivalt Laplace transzfor-

maltjanal a 0-beli érték is szerepel, ezért f6leg kezdetiérték-feladatok megoldéasara

hasznalhatjuk ezt a modszert. Egy példan mutatjuk be ezt.
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Példa. Tekintstuk az aldbbi masodrendi differencialegyenletet a megadott kezdeti
feltételekkel:
y' =4y +ay =, y(0)=0, y(0)=1
Jelolje a megoldasfiiggvény Laplace traszformaltjat
Y(s) = L(y, s)-

Ekkor

Ly.s) = sY(s) — y(0) = s (s)

L(y",s) = s(sY(s) —y(0)) =y (0) = s’Y (s) — 1.
A baloldal Laplace transzformaltja tehat

L' — 4y +4y) =Y (s) =1 —4sY(s) +4Y (s) = (s* —4s +4)Y (s) — 1.

Jobboldal Laplace transzforméltja az eltolasi tétel szerint:

1
L(e** s) = :
Igy a DE Laplace transzformaltjat véve az alabbi egyenlethez jutunk:
1
2
—4s+4)Y(s) — 1=
(% —ds + Y (5) 1 = —.

ahonnan Y (s) kifejezhetd,
1 N 1
(=20 (s—2)°

Y(s) =

Ennek inverz Laplace transzforméaltjat véve megkapjuk a DE megoldésat. Mivel

- 1 k!
L(e*,s) = L(z*,s) = USSR

ezért

és hasonldan
1 o 1 2 2x

(s — 2)3) T2
A fenti kezdetiérték feladat megoldésa tehat:

m@:m%(w+§).

HF. Behelyettesitéssel igazolhato, hogy a fenti fliggvény valoban megoldas.

L7
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5.4. Differenciidlegyenlet-rendszerek

5.4.1. Bevezetés

Egyelére csak kétdimenzios rendszerekkel foglalkozunk. Keressiink olyan y(x)
és z(x) fiiggvényeket, melyek kielégitenek egy ilyen tiptusa differencidlegyenlet
rendszert:

y/(l') = f(:]j?y(x)az(x))

d(x) = g(z,y(z),2(z)),

ahol f és g adott harom véltozos fliggvények.

5.4.1. Tétel. Legyen T C TR® egy tartomdny, (x0,v0,20) ennek belsé pontja.
Adottak az f,g : T — IR fiigguények, melyekrdl feltessziik, hogy Lipschitz folyto-
nosak, azaz

f(2,y,2) = f(2,3,2)] < M(ly =yl + [z = Z]),
valamely rogzitett M mellett. Ekkor az
y'(z) = f(z,y(z),2(z))
(@) = gla,y(x ) z(x)),
y(@o) = yo,  z(w) =

kezdetiérték feladatnak létezik megolddsa, és ez egyértelmzl’ valamilyen (zo—o, To+

a) intervallumban.

Megjegyzés. A tétel igaz altalanos n-dimenzios differencidlegyenlet rendszerre is.
Ekkor n db fliggvényt keresiink, melyekre

Y1 = fl(x7y17"'7yn)

Y = fn($7y17"'7yn)
Ur(To) = Yro, k=1,...n

Megjegyzés. Specidlis esetben mar taldlkoztunk ilyen differencidlegyenlet rends-
zerrel, csak nem tudtunk réla. Tekintsiink példaul egy harmadrendi differencial-
egyenletet .

Y3 (@) + ary (z) + agy/ (x) + azy(x) = ¢(x).
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Rendeljiik hozza kovetkezd differencidlegyenlet rendszert:
(@) =y(@), @) =y(@), @)=y

Ezekre a fiiggvényekre az Osszefiiggések

Z'/1 = ¥
yé = Y3
yé = —a1Y3 — G2Y2 — a1y + .

Ilyen tipust rendszerekkel kicsit részletesebben is foglalkozunk.

5.4.2. Linedaris, allandé egyiitthatés homogén DER

A konnyebb attekinthetdseg kedvéert 3 dimenzioban dolgozunk. (Minden ugyanigy
elmondhto altalanos n dimenzios linearis rendszerckre is.) Tekintsiik az alabbi

haromdimenzios rendszert:

?Ji = a1y + a12y2 + a13y3
Yy = any1 + asnys + asys

yé = az1y1 + as2y2 + ass3ys,

és a hozza tartozo kezdeti feltétel

y1(0) = yor, y2(0) = yo2, y3(0) = yo3-

A keresett fiiggvényeket rendezziik el egy vektorba:

Y1
Y =1 v
Y3
ennek derivaltja
"
Yi=1 v

Ys
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Az egyiitthatokat gytjtsiik egy méatrixba:

ailr a2 ai3
A= 21 Q22 @23

a31 azz2 ass

A differencidlegyenlet rendszer tehat kompakt modon igy irhtao

=AY, Y(0) =Y,

Példa. Az el6z6 példa egytlitthatomatrixa

0 1 0
A= 0 0 1

—a; —az —das

169

Ezt szokas a differencialegyenlet kiséré métrixanak (companion matrix) nevezni.

5.4.2. Tétel. A linearis eqyenletrendszer megolddsa

Y (z) = e},

A tételben szereplé matrix értelmezése most is a sorfejtés alapjan torténik.

1
DB

Ez altaldban nehezen szamolhato. Ha A szimmetrikus méatrix, akkor felirhato

A=UDU"

alakban, ahol U ortogonélis méatrix, D pedig diagonalis. Ez azt jelenti, hogy

Ut =uUuT =1,

ahol I az egységmatrix,
A 000
D=1 0 X 0
0 0 Xg
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(Ha példaul A-nak 3 darab kiilonbozs valos sajatértéke van, Ap, Ao, A3, akkor
megfeleld sajatvektorok ortogonalis rendszert alkotnak. Ekkor

A 0 0
D = 0 )\2 0 ) U:(818283).,
0 0 A3
ahol s;, a normalizélt sajatvektorokat jeldli.)
Ekkor
A*=uput.upuT...UDUT = UDUT,
ezeért

et = UePUT,
ahol e diagonalis matrix, f6atlojanak elemei e, e?2, 3.

5.4.3. Tétel. Teqgyiik fel, hogy A sajdatértékei mind kilonbozdek, legyenek ezek
A1, Ao, A3, Ekkor kiilonbozd sajdatértékekhez tartozo sajatvektorok eqymdsra orto-
gondlisak. A sajatvektorkok: sy, sq,s3, amelyek skaldrszorzata (barmely kettének)
0. Ekkor a linedrris differencidlegyenlet rendszernek linedris fiiggetlen megoldds-

rendszere
Yk = eA’“"”sk.

Tovdbba tetszdleges Y (0) = Yy kezdetiértékekhez létezik egyértelmien Y megoldds
és ez felirhato
Y =aY1 + Y + c3Y3

alakban megfeleld c1, co, c3 eqyiitthatokkal.

Bizonyitas. A megoldasok linearisan fiiggetlenek, hiszen e*a-k is linearisan
fiiggetlenek, és sp-k is. A fenti fliggvény derivaltja

Y] = A\eMsy, k=123,
illetve a DE jobboldala
AY] = AeMTsy, = M Asy, = eMT\sy.

Tehat valoban megoldés.
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Megjegyzés. A tétel akkor is igaz lesz, ha nem kiilonbozéek a sajatértékek, de

minden tobbszoros sajatértékhez linearisan fiiggetlen sajatvektorrendszer tarto-
zik.

Példa. Legyen

100
A=1011
00 3
Ekkor a megfelel6 lineéris rendszer
Y= Y
Yo = Yoty
ys = 3y3

A megoldashoz hatarozzuk meg A sajatértékeit, (I az egységmatrix):
I-Xx 0 0
O=|A-M|=det| 0 1-x 1 |,
0 0 33—\

ahonnan azt kapjuk, hogy a sajatértékek
A=A =1, Az = 3.

A sajdtvektorok meghatdrozasa. Tekintsiik a A\ = 1 sajatértéket. Meg kell oldani
az alabbi egyenletet

000 a
001 b | =0.
00 2 c

Innen azt kapjuk, hogy ¢ = 0, a,és b tetsz6leges. Ezért létezik A\i-hez két orto-

gonélis sajatvektor, ezek

1 0
S1 = 0 , S9 = 1
0 0
Tekintsiik most a A3 = 3 sajatértéket. A megoldando egyenlet:
-2 0 0 a
0 -2 1 b | =0.

0 0 0 &
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Innen azt kapjuk, hogy
—2a =0, —2b4+c¢c=0

és c tetszdleges. Igy egy sajatvektor

0
S3 — 1
2
Tehat a linearis rendszer alapmegoldésai
1 0 0
Yi=¢e¢"]1 0 |, Yo=¢"| 1|, Yo=¢¥| 1
0 0 2
Igy az altalanos megoldés:
c1e’
Y = | c9e” 4+ c3e® |,
2cse3”
tehéat
y(z) = ce’
yo(z) = 9" + c3e*”
ys(z) = 2cze™,

ahol c1, c9, c3elR tetszileges.

5.5. Parcialis differencialegyenletek

5.5.1. Kanonikus alak

A félév lezarasaként megismerkediink a parcidlis differencialegyenletek legegys-
zeriibb tipusaival. Ezek a differencidlegyenletek a fizikiban alapvetd szerepet
jatszanak. Olyan kétvaltozos u(t, x) fiiggvényt kerestink, amely kielégit egy ilyen
differencialegyenletet:

/ / " " "
F(t7$7u7utaumutmu:ﬂﬂux:r) = 07
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ahol F' adott fliggvény. Itt az ismeretlen fiiggvény két valtozoja t az id6, x pedig
a hely. Csak azt az esetet tekintjiik, amikor ez linearis, azaz a parcialis differen-
cidlegyenlet (PDE) ilyen alaku

2 i 2 7 / /
11Uy + Q19Uy, + agul, + agetly, + byuy + boul, + f(t, x,u) =0

5.5.1. Definicié. A parcidlis differencidlegyenlet kanonikus alakid, ha a vegyes
masodrendid parcidlis derivdltak egyiitthator 0-k.

5.5.1. Tétel. Tetszdleges dllando egyiitthatos linedris parcidlis differencidlegyen-
let kanonikus alakra hozhato megfeleld koordindtatranszformdcioval, és eqy ilyen

egyenlet megolddsdra vezethetd vissza (homogén eset):

2 2 / /
E1Uy + E2Uy, + biuy + bouy, + cu = 0,

ailr a2
A =
as1 a2

matrix sajatértékeitdl fiiggden lehetnek —1, 1 vagy 0.

ahol €;-k az

5.5.2. A linearis PDE-k osztalyozasa

A kanonikus alakban szerepl6 e; egyiitthatoktol fiiggen osztalyozzuk az egyenle-
teket.

1. A PDE elliptikus, ha 1 - €9 = 1, azaz
gr=¢cy=1 vagy e =¢e9=—1.
Erre példa a komplex fiiggvénytanbol megismert Laplace egyenlet,
Au = uy, + ul, = 0.

Ennek megoldésai a harmonikus fiiggvények. Az inhomogén egyenletet Pois-
son egyenlet-nek hivjuk:

Au+ f(t,z) =0.
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2. A PDE hiperbolikus tipusi, ha €1 - 69 = —1, azaz
g1 =1, g0 =-1 vagy g1 =—1, e =1.
Ekkor az ismeretlen fiiggvény két valtozojat szokas szerint t (1d6) és x (hely)

jeloli. Hiperbolikus egyenlet példaul a hullammozgés egyenlete:

"o 2.1
utt =cC uma:?

ahol c adott konstans. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben ha a megoldés-
ban t helyett —t-t frunk, djra megoldast kapunk. Ez azt jelenti, hogy a
megoldés folyamat id6ben megfordithato.

3. A PDE parabolikus tipusi, ha
g1 =0, e2#0 vagy g1 #0, e =0.

Példa erre a hévezetés egyenlete

uy = ul ..
Megjegyezziik, hogy itt egy megoldasba ¢ helyette —t-t irva, nem kapunk
megoldast. Ezek a folyamatok idében nem megfordithatoak.

5.5.3. A hévezetés egyenlete

Hévezetés végtelen hosszi riidban

Tekintsiik az alabbi feladatot. Egy (végtelen hosszinak feltételezett) rad hémer-
sékletét vizsgéaljuk, mely feltételezésiink szerint szigetelve van a kornyezetéhez
képest. Jelolje u(t,z) a t-edik id6pontban az z helyen a hémérsékletet. Fizi-
kai meggondoldsok alapjan belathato, hogy (megfelels skalazassal) ez a fiiggvény
kielégiti az alabbi parcialis differencidlegyenletet:

up = ul,.
Ahhoz, hogy a hémérsékletet egyértelmien meg tudjuk hatarozni, sziikség van a
0 id6épontbeli hémérséklet eloszldsara. Tehét a fenti PDE-hez az aldabbi peremfel-
tételt adjuk meg:

u(0,z) = f(x),
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ahol f adott fliggvény, melyre

/_Z fA(x)dr < .

Az altalanos megoldas megkonstrualdsahoz induljunk ki egy konnyen adédé me-
goldésbol:
u(t l’) _ eixs—SQt

ahol s tetszGleges valos szam. Ezt a megoldéast tgy kaphatjuk, hogy u(t, x)-t
szeparalt alakban keressiik

u(t,x) = F(t)G(x).

Ekkor
u(t,x) = F(t)G(x)
Uy (t, ) = F(1)G" (),

, igy atrendezve azt kapjuk, hogy

Ft)  G'x)

F@t)  Gz)
és megoldunk két kozonséges DE-t:

F'(t) = —s*F(t), G"(r) = —s*°G(z),

ahol s tetsz6legesen megvalaszthaté paraméter. Ez valoban megoldas, hiszen
u = F(t)G(x) =u- (=57,
u, = F@#)G'(z) =u- (is)
)

u! = F)G"(z) = —u- s

T
Ennek értéke a peremen:
u(0,x) =
Ezekbdl fogjuk kikeverni az altalanos megoldast.

Az modszer, amit alkalmazni fogunk, a Fourier modszer. Ha f egy négyzetesen
integralhato fliggvény, akkor elgallithato

f a:, wcs]c

7l

alakban, ahol ]?a fiiggvény Fourier transzformaltja.
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5.5.1. Allitas. A fenti peremérték feladat megolddsa

1 >~ irs—st g
u(t,x) = Nz /_Ooe f(s)ds. (5.4)

Bizonyitas. A fenti fliggvény teljesiti a peremfeltételt, hiszen

u(0, z) e f(s)ds = f(x).

v ).

A fiiggvény kielégiti a PDE-t is, hiszen az integraljel mogé derivilva minden s
mellett kielégiti azt.

Hatarozzuk meg ennek megoldasat f fiiggvényében. (Hiszen ez ismert.) felé’éllithaté

a Fourier transzformécio segitségével:

/\

f(s) ™" f(y)dy

“ 7

Ezt behelyettesitve a (5.4) kifejezésbe azt kapjuk, hogy

uta) = o [ Kletrwis

ahol K(t,z,y) alkalmas magfiiggvény,

K(t,z,y) = / ey g

(.¢]

Ennek megoldasa:
1 1 o (z—y)?

u(t,z) = NN *Tf(y)dy-

Megjegyzés. Speciélis esetként legyen a hévezets rud kezdeti eloszlasa 6(x). Ezt
ugy képzelhetjiik el, hogy a rid a t = 0 id6pontban az x = 0 pontban egységnyi
hémennyiséget kap, ez a kezdeti feltétel. A PDE azt adja meg, hogy ilyen impul-
zust adva hogy fog id6ben szétoszlani a hé. Ekkor

ami egy normaélis eloszlas striségfiiggvénye (errél majd jévére tanulnak).
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Hdévezetés véges hosszi ridban

Tekintsiik azt a feladatot, amikor egy véges hosszi rud hémérsékletének valtozasat
szeretnénk leirni. Ekkor olyan

u(t, ), t>0, 0<z<h,
fiiggvényt keresiink, melyre
u(0,x) = f(z), 0<z<h (5.5)

adott négyzetesen intagralhato fiiggvény. Mivel a rad csak véges, ezért a végpon-
tokban plusz-feltételek vannak, ezeket peremfeltételek-nek hivjuk:

u (t,0) = u,(t,h) =0, t>0.

A megoldast most is szorzat alakban keressiik,
u(t,x) = F(t)G(x).
A megoldandé két kozonséges differencidlegyenlet
F'(t) = aF(t), G"(x) = aG(x),
« valamilyen paraméter.
- Legyen o = A2 > 0. Ekkor a masodik differencidlegyenlet altalanos me-

goldésa
G(z) = c1e™ + cpe .

A peremfeltétel miatt itt csak a ¢; = ¢y = 0 megoldas johet szoba.
- Ha a = 0, akkor az altalanos megoldéas
G(z) = c1x + ca.
A peremfeltétel miatt ¢; = 0, igy megoldasként a konstans fiiggvény adodik.

- Ha o = —)\? < 0, akkor az &ltalanos megoldas

G(z) = 1 sin(Az) + ¢z cos(Ax).
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Igy csak specialis o esetén kaphatunk olyan megoldast, amely a kezdeti fel-
tételeket kielégiti, nevezetesen

e (5

A megfelel6 «,, értékekhez tartozo megoldasokbol a Fourier sorfejtés alapjan
tudjuk azt a megoldast "kikeverni", amely az (5.5) feltételnek eleget tesz.

5.5.4. A hullammozgas egyenlete

Tekintsiink egy rugalmas htrt (végtelen hosszit), és legyen u(t,z) a t-edik id6-
pontban a hir x-pontbeli kitérése. Ha a har hullammozgast végez, akkor fizikai
meggondolésok alapjan u(t, x) olyan kétszer folytonosan differencialhato fiiggvény,

mely kielégiti az aldbbi hiperbolikus PDE-t
ly = Pl

ahol ¢ adott konstans. A feladat akkor lesz egyértelmten megoldhato, ha megad-
juk a kezdeti id6pontban a hir helyzetét és az egyes pontokhoz tartozé pillanatnyi
sebességet. A peremfeltételek tehat

w(0,2) = uo(z),  w(0,7) =wi(z),
ahol ug és u; adott folytonosan differencialhato fiiggvények.

A feladat D’Alembert-féle megolddsait adjuk meg. Alkalmazzuk az alabbi koor-

dinatatranszformaéaciot:
¢ =x+ct, n=x — ct.

Az inverz transzforméacio

_ &+ _§—1
r=>—1 = .
2 2c
Ezt behelyettesitve egy
§—n &+
U —
€ =220
fiiggvényt kapunk. Ennek vegyes mésodrendd derivaltja:
1 1

U — o — 1t
¢ = U, Tty
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1 -1 11 1—-1 11 1 —1
0 = uth_cQ_c + Ugt2—c§ + U 55 (Ugsy +uy,) = 0.

22¢ TMe33 T
Vagyis kideriilt, hogy Uy fiiggetlen n-tol, igy:
Ue(&.m) = f(&),

ezért

Ule.n) = [ Uide + Gy = F(&) + Gl
valamely F' és G fliggvények mellett.

Tehat a hullammozgas PDE-nek a megoldéasa
u(t,r) = F(x 4 ct) + G(x — ct),
ahol F' és G kétszer folytonosan differencialhato valos fiiggvények.

Megjegyzés. Kis magyarazattal szolgalunk errdl a formularol. Az eredeti parcialis
differencialegyenletet tgy is felirhatjuk, hogy meg akarjuk oldani az

L(u)=0

egyenletet, ahol L a kovetkezé parciélis differenial - operator

Az
DE megoldasai
alakuak, az

DE megoldasai pedig
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alakuak.

Konnyen lathato, hogy a peremfeltételt kielégité megoldas:

~ up(x 4 ct) 4+ ug(z — ct) N 1 /“c’5

u(t,z) = 5 % uyi(s)ds.

—ct



