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1. LINEARIS (ELSOFOKU) EGYENLETRENDSZEREK

Alapfogalmak

A linedris algebra egyik alapvetd modszere és gyakran megjelend eszkéze a linearis (elséfoku)
egyenletrendszerek megoldasara hasznalatos Gauss-eliminacio, illetve annak modositott verzidja a
Gauss-Jordan eliminacio.

Definicio A linearis egyenletrendszer linearis egyenletekbdl all. Egy egyenletet linearisnak
tekintiink, ha a benne szerepld ismeretlenek legfeljebb elsé hatvanyon szerepelnek.

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz
Am1X1 + AmaXs +-+ AmnXn = b,

Ahol x4, x5, ..., x, az ismeretlenek, a,, a,, ..., a, az egyiitthatok, by, b,, ..., by, tagok pedig konstansok.
Az egyenletrendszer megoldasanak nevezziik azon x4, x5, ..., X, szam n-eseket, amelyet behelyettesitve
az egyenletrendszerbe az Gsszes egyenlet kielégithetd.

Definici6 Az egyenletrendszer 1épcsds alakjaban az i. egyenlet tartalmazza az x; ismeretlent, de
nem tartalmazhatja az x,, x,, ..., x;_ ismeretleneket.

11T + @12Ts + -+ + Q1 p T + O 1Tkt T+ O1pln = hl

A2To + + oo + A2pTh + A2 k41T k41 + ++ + AonTn = b

QkkTk + Ok k41T k41 T 00+ QgnTn = b,

Magyarazat A lépcsos forma elonye, hogy a megolddsa szinte magatol értetodo, az egyenletek
egymasba valo helyettesitésével konnyen megoldhato lesz. A szemléltetéséhez vehetjiik az alabbi
egyenletet, mely egyértelmiien lépcsos alaku. Ebben az esetben a z kdonnyen kifejezheto, melyet
visszahelyettesitve a 2. egyenletbe az y is kénnyen megkaphato, majd az y és a z behelyettesitésével az x
hasonlokeéppen meghatarozhato.

A Gauss-elimindacio

A Gauss-eliminacio6 célja, hogy egy adott egyenletrendszerbol ekvivalens atalakitasokkal egy 1épcsds
alakt egyenletrendszert hozzon 1étre.

Definici6  Ekvivalens az egyenletrendszer atalakitasa, ha az atalakitas utan keletkezo
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldasa, mint az eredetinek.

Ekvivalens atalakitasok:
o két egyenlet felcserélése,
e adott egyenlet szorzasa egy nem nulla valos szammal,
e valamely egyenlet szamszorosanak hozzaadasa valamely mas egyenlethez.
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A Gauss-Jordan eliminacié egy olyan megoldasi mddszer, melynek kiindulasi egyenletrendszerén
végrehajtjuk a Gauss-eliminaciot, majd még egyszer kikiiszoboljiik a valtozokat, de az utolso
egyenlettdl kezdve.

Definici6 Ha az egyenletrendszer egyiitthat6ibol képzett matrix foatloja alatt és felett is 0-K
vannak, azt redukalt lépcesds alaknak nevezziik.

Gauss algoritmus

1. Legyeni=1.
2. Vizsgaljuk meg, hogy aii egyenlo e nullaval. Amennyiben igen, az egyenletek cserélésével érjiik
el, hogy ne legyen az. Ha nem az, ratérhetiink a 3. 1épésre.

3. Az i. ismeretlent kikiiszoboljiik az egyenletbdl ugy, hogy az i. egyenlet —% szamszorosat
2

hozzaadjuk a k. egyenlethez.

a. Ha ezaltal a k. egyenlet tobbi egyiitthatdja is, és konstans tagja is nulla az egyenletet
elhagyjuk.

b. Ha ezaltal a k. egyenlet egyiitthatoi nullak, de a konstans tag nem az, ez tiltosor lesz, az
egyenletnek nem lesz megoldasa.

c. Ha a fentiek koziil egyik sem fordul eld, és még van i+1. egyenlet, akkor noveljik i
értékét eggyel és elvégezziik a 2.) és 3.) pontokat. Ha nincsen i+1. egyenlet az eljaras
véget ért.

Definicio A linearis egyenletrendszer homogén, ha az egyenletrendszer minden egyenletének
konstans tagja nulla.
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2. MATRIX ALGEBRA

Alapfogalmak

Definicio

Legyen T (egyelére T = R) egy kommutativ test, illetve m és n adott pozitiv egészek.

Ekkor a T test feletti m x n-es matrixon egy olyan téglalap alaku tablazatot értiink,
amelynek m sora és n oszlopa van, és amelynek elemei T-b6l valok. Jel6lésiik az alabbi

modon torténhet.

11 A4r2 Qin i1 Az Qin
z1 Qzz Qz2n a1 Az2 Qon
A=| : : | = : : : = (aij) € R™"
Am1  Am2 Amn Qm1  Am2 Amn
Definici6  Két matrix akkor egyenl6, ha a megfeleld poziciokon allé elemeik egyenléek.
Definicio A miivelet a matematikaban altalaban specialis fiiggvényt jelent, mely esetében adott

halmaz néhany eleméhez (azaz elemek rendezett véges sorozataihoz) rendeliink
ugyanebbe a halmazba esé elemeket.

A matrix osszeadas

Definicio

Csak azonos dimenzioji matrixok adhatok Ossze. Legyen A és B két azonos

dimenzi6ji, m X n -es méretli matrix. Az A + B 0sszeget ugy képezziik, hogy az
azonos helyen 1év0 elemeket dsszegezziik

ai1 4z QAin by by bin
A+B= a:21 Clz:z Clzzn n b:21 bz:z b:2n _
Am1  Am2 Amn b1 bma brmn
ay1 + by asz+ by Ain + bin
az1 + by Az + by, Azn + bay
Am1 + b1 Az + by Amn + binn

A matrix osszeadas tulajdonsagai

e kommutativ

e asszociativ

o létezik egységelem (nullmatrix)

e létezik inverz (,, ellentett matrix”)

Specidlis matrixok

Kvadratikus
matrixokat értjiik.

A kvadratikus matrixokon (masnéven négyzetes matrixokon) az n X n tipusu

Sorvektorok
Oszlopvektorok
Szimmetrikus

Diagonalis
Nullmatrix
Egység matrix

Az 1 X n tipusu matrixok.

Az n x 1 tipusu matrixok.

Azokat a matrixokat nevezziik
transzponaltjukkal.

Olyan kvadratikus matrix, melynek minden f6éatlon kiviili eleme nulla.
Olyan matrix, melynek minden eleme nulla.

Olyan diagonalis matrix, melynek minden atloeleme 1.

szimmetrikusnak, melyek megegyeznek
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A matrix szorzds

Definici6 Az A m X n tipust matrix és a B n X k tipusi matrix szorzata aza C m X k
tipust matrix, melynek elemeit a kovetkez6képp szamoljuk ki:
n

Cij = Z ayby;

=1
A matrix szorzds tulajdonsdgai

e nem kommutativ

e asszociativ

e az Osszeadasra nézve disztributiv
o létezik egységelem (egységmatrix)

Tétel Legyen A n X n tipust matrix. Ekkor A-E,, = E,-A = A.
Bizonyitis Legyen A - E,, = C, ekkor
n

Cig+= Z Al = Ajg " €k = Ajx mivel ek = 0,hal # kés 1,hal = k.
=1
Legyen most E,, - A = D , ekkor
n

dik: = Z ek = €y~ Ajp = Ajx mivel e = 0,hai #1 és 1,hai =L
1=1
Ezekbdl kovetkezik, hogy € = D, hiszen elemenként egyenlok.

Az inverz matrix

Definicio6 Az A n X n tipusu matrix. Azt az A~ n X n tipust matrixot, amelyre A- A1 = 471.
A = E,, egyenl6ség teljesiil, az A matrix inverzének nevezziik.
Tétel Ha az A matrixnak létezik bal- és jobboldali inverze, akkor az egyértelmil.
Bizonyitds |egyen A baloldali inverze A=1 | jobboldali inverze A*. Azt kell belatunk, hogy ezek
megegyeznek. A definicio szerint a két inverz elemre igazak a kdvetkez6 Osszefiiggések:
e Al -4=E,
o A-A"=E,
Ezekbdl kovetkezik, hogy
e Al1=A1E, =41 (A4-A)=A1-4)-4"=E,- A=A

Az inverz matrix tulajdonsagai

e Ha az A matrix invertalhatd, inverzének inverze nmaga.
(a1 '=a
Bizonyt’tds (A—l)_l — (A—l)_l - E = (A—l)_l . (A—l . A) — (A—l)_l CA=E-A=A

e Haaz A és B matrixok invertalhatok, akkor szorzatuk is invertalhatd, és inverze a tényezok
inverzeinek forditott sorrendben val6 szorzata.
(A-B)y1=B1.471
Bizonyitds A bizonyitashoz egyszeriien a definiciot hasznalhatjuk fel.
(A-B)-(B1-A1)=4-(B-B1)-A'=4-E-A'=4-A"1=E
Ezzel belattuk, hogy az A - B inverze a B~1- A™1, és mivel az inverz egyértelmii mas
inverz nem létezik.
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e Haa C matrix invertalhat6 (nem szingularis), akkor a matrix egyenletet lehet a szokasos
modon rendezni.
A-C=B-C—->A=B
C-A=C-B-A=B
Bizonyitis CsakazA-C = B - C - A = B részét bizonyitjuk, a kdvetkezo belatasa hasonlé modon

torténik.
A=A-E=A-(c-cHY)=@A-0)-c'=B-0)-cC'=B-(C-C')=B-E
Tehit A = B.

A matrix inverzének kiszamitdasa

A matrix inverzének kiszamolasahoz tobb mddszert is alkalmazhatunk. Tudva azt, hogy a matrixot az
inverzével megszorozva az egységmatrixot kapjuk, felirhatjuk az alabbi egyenldséget.

aj; Q12 4g3 X11 X12  X13 1 0 O
az1 Az dzz 21 X22 X323 0 1 0
az1 0dzz dazz 31 X32 X33 0 0 1

Ezt az egyenletet Gauss-Jordan eliminaciéval megoldva az egységmatrix helyén eldall az A inverze, mig
az A helyén az egységmatrix jelenik meg.

A masik inverz szamitasi modszer az adjungalt matrix €s a matrix determindnsanak hasznalataval
torténik. Ekkor az A matrix inverzére vonatkozoé kiszamitasi képlet:

A1= ! - adj(4)
det(4)

A matrix szamszorosa és transzpondltja

Definicié  Legyen A € R¥*™. Ekkor A transzponaltjan azt a B € R™k matrixot értjiik,
amelynek elemeire b;; = a;;. Az A transzponaltjit AT-vel jeloljiik.

Definicio  Legyen 4 € R. Az A m x n tipusil matrix A szamszorosa az a B matrix, melynek
elemeire igaz, hogy by, = A - aj.

A matrix szamszorosanak tulajdonsagai

Létezik egységelem: 1 -A=A-1=Ao 1-aqp=a;, -1 =ay

e Vegyesasszociativitds: - (u-A)=A-pn)- Ao 1-(u-ay) =A-w - ay

(1) Vegyes disztributivitas: A+ p) -A=1-A+u-4A & (A+p) - -ayp=21-a; +u-ay
(2) Vegyes disztributivitas: A - (A+B) =1-A+A-B & A-(ay +byx) =A1-a; + A by

Definicio  Polinomnak nevezziik az Zzzo agx® =ay + a;xt + - + a,x™ format, ahol
ar € R,Vk € N-re.

Tovabbi specialis matrixok

Permutal6 Az olyan kvadratikus matrixot, amelynek mindegyik soraban és oszlopaban
pontosan egy darab egyes all, permutalé matrixnak nevezzik.

Antiszimmetrikus Az A = (a;;,) matrix antiszimmetrikus, ha A = —AT, tehat a; = —ay.

Ortogonalis A G matrix ortogonalis, ha G - GT = E, ahol E a megfelel tipust egységmatrix.
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Tovabbi fontos tételek

Tétel Minden A € T™"™ matrix felirhatd egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus matrix
Osszegekeént.
Bizonyitdis Konstruktiv bizonyitasi modszert alkalmazunk, vagyis meg is adjuk ezeket a matrixokat.

A matrix Osszeadas tulajdonsagai miatt az A = %(A + AT) + % (A - AT) azonossag
fennall.
Azt kell tehat bizonyitanunk, hogy az § = %(A + AT) matrix szimmetrikus, az F =
%(A - AT) matrix pedig antiszimmetrikus.
e Az S matrix elemei leirhatok az s;;, = %(aik + ay;) Osszefiiggésbol, amibol az
ST matrix elemei definici6 alapjan, pedig az sf, = %(aki + a;;) képletbdl
kovetkeznek. A két egyenlet megegyezik az 0sszeadas kommutativitdsa miatt,
tehat § valoban szimmetrikus.
e Az el6z6 ponthoz hasonléoan F matrix elemei leirhatok az f;; = %(aik — ag;)
Osszefliggés alapjn, mig az FT matrix elemei szintén definici6 alapjan az ff, =
~(ax; — ag) képletbol kovetkeznek. Lathato, hogy fy = —fik. tehat az F

matrix antiszimmetrikus.
A tételt tehat bebizonyitottuk.
Tétel A G matrix akkor és csak akkor ortogonalis, ha 6T = 1.

Bizonyitas Az éllitas az inverz matrix és az ortogonalis matrix definicidjabol kdvetkezik.
Definicio A matrix K idempotens, ha K? = K.
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3. VEKTORALGEBRA

Alapfogalmak

Definicio Az iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik.

Definicio  Két vektor akkor egyenlé, ha hosszuk és irdnyuk megegyezik.

Definicio6 Az a és b vektorok 6sszegét ugy kapjuk, hogy a b vektort eltoljuk 6nmagaval
parhuzamosan ugy, hogy kezdépontja az a vektor végpontjahoz keriiljon. Az a
vektor kezddpontjabdl a b vektor végpontjaba mutatd vektor a két vektor dsszege.

A vektorok osszeadasanak tulajdonsagai

e kommutativ
e asszociativ
o |étezik egységelem

Bizonyitis Az Osszeadas definiciojabol kovetkezik, hogy az e egységelem kezdépontjat az a
vektor végpontjahoz kell illeszteni, és az 0sszegvektor a kezddpontjat koti Ossze
az e egységelem végpontjaval. De az 0sszeg szintén a. Tehat az e egységelem
hossza csak nulla lehet. Mivel a nullvektor iranya tetszéleges, ezért a az e vektor
megegyezik a nullvektorral.

e létezik inverz elem

Bizonyitis Az Osszeadas definicioja szerint az a vektor végpontjahoz egy olyan vektort fiiziink,
melynek az a vektor végpontja kezdépontja és végpontja az a vektor kezd6pontja. Ekkor
nullvektor lesz a két vektor Osszege.

Definici6 Az olyan vektort, melynek kezdd és végpontja ugyanaz a pont, tehat nagysaga
nulla, nullvektornak nevezziik. A nullvektor iranyat tetszélegesnek tekintjiik.

Definicio = Az olyan vektort, amelynek nagysaga egységnyi, azt egységvektornak nevezziik.

Definici6 Az a vektor dsszeadasra vonatkozo a~1 inverz elemét, az a vektor ellentettjének
nevezziik és —a-val jeldljik.

Definicio Legyen A € R, a tetszdleges vektor. Az a vektor szamszorosa az a A - a-val jeldlt
vektor, amelyre

A-a e hal >0, a-val egyiranyu, hossza pedig |1 - a| = 1 - |a]|.
e ha 1 <0, a-val ellentétes irany(, hossza pedig|d - a| =
1] - |al.

Lemma Az a és a b vektorok akkor és csak akkor parhuzamosak, ha van egy olyan 4 € R
valos szam, amelyikkel az egyik vektor felirhaté a masik A szdmszorsaként.
a|lb = 3ILeR melyrea=21-b
Bizonyitas ElGszor azt bizonyitjuk, ha a vektorok parhuzamosak, akkor van egy ilyen A € R valos
szam.
o El6szor tekintsiik a két vektort egyiranyunak. A parhuzamos iranyt megadhatjuk
egy egységnyi hosszu vektorral, legyen ez e. Ezzel mind az a, mind a b
felirhato.
a=|a|l-eésbh=|b|-e
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Egységnyi hosszu b iranyu vektort kapunk, ha b-t szorozzuk % -vel. Ezt e-be

behelyettesitve a = |a| - (ﬁ . b). Ekkoraza = A - b 6sszefliggésbena A = %.

o Ellentétes iranyu vektorok esetén, az a vektor legyen egyiranyt az e vektorral.
a=|al-eésb=|b|-(—1) e

Ebbél  kovetkezik, hogy a = (—=1)-|al ﬁ b. Ekkor az a=21-b

Osszefiiggésbena A = — %.

Masodszor azt tekintjiik, hogy a=A1-b. Ekkor a definiciobol automatikusan

kovetkezik, hogy a||b.

A vektorok szamszorosdanak tulajdonsdagai

e l-a=a-1

e vegyes asszociativ szabaly: u-(1-a) = (u-1) - a

e (1) vegyes disztributiv szabaly: A+ pu)-a=21-a+u-a
e (2) vegyes disztributiv szabaly: A- (a+b) =A-a+A1-b

A skalarszorzat fogalma

Definicio Az a és b vektorok skalaris szorzatan azt az a - b-vel jelolt szamot értjiik, melyre
a-b=|al-|b|- cosa,ahol az @ a két vektor altal bezart szog.

A skalarszorzat geometriai jelentése

Mivel |a| - cos a az a vektornak b-re esé merbleges vetiilete, a skalarszorzatot geometriailag ugy lehet
értelmezni, mint a-nak b iranyaba es6 komponensének és b-nek a szorzatat.

a

»

lal - cosa b

Abban a specialis esetben, mikor a b vektor egységvektor, akkor a skalaris szorzat megadja az a vektor
b vektor egyenesére es6 merdleges vetiiletének hosszat.

A skalarszorzat tulajdonsagai

e pozitivdefinita-a>0,a-a=0 oa=0
e szimmetrikus:a-b=b-a

e homogén:l-(a-b)=(A-a)-b

e linearissa-(b+c)=a-b+a-c

Tétel Két vektor akkor és csak akkor merdleges, ha a skalaris szorzatuk nulla.
albeoa-b=0
Bizonyitds A bizonyitas két részbdl all, melyekbdl eldszor azt bizonyitjuk, hogy amennyiben a -
b = 0, akkor a L b.
e Ha |a] #0 és |b| #0, akkor |a| - |b|-cosa = 0 csak ugy teljesiilhet, ha
cosa = 0, tehat a = 90° vagy a = 270°. Mivel megallapodas szerint ilyenkor
a kisebb szoget tekintjiik, a két vektor merdleges egymasra.
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e Ha valamelyik vektor nullvektor, akkor a skalaris szorzat is nulla. Mivel a
nullvektor irdnya tetszdéleges, igy a merdlegesség teljesiil
A bizonyitas masodik felében azt bizonyitjuk, hogy ha a L b, tehat « = 90° akkor a -
b = 0. Ez trivialis, hiszen definici6 alapjan a skalaris szorzat nulla lesz, mivel o = 90°
esetén cosa = 0.

A vektoridlis szorzat fogalma

Definicio Az a, b és c vektorok jobbrendszert alkotnak, ha k6z6s kezdépontbdl abrazolva 6ket,
az e vektor iranyavol nézve az a vektort m-nél kisebb sz6gli pozitiv (az 6ramutatd
jarasaval ellentétes) iranyu forgatas

Definicio Az a és b vektorok vektorialis szorzatan azt az a X b -vel jelolt vektort értjiik, amelyre

e |ax b|=|a| - |b| - sina, ahol a.az a és b vektorok altal bezart szog.

e Az a X b vektor iranya az a és b vektorra is merbleges, és veliik jobbrendszert
alkot.

A vektoridlis szorzat geometriai jelentése

Az éabran lathato paralelogramma a vektor végpontjabol a b vektor végpontjadba mutatd atldjanak

|al-|b|-sin 6

behuzasaval két egybevagd haromszdgre bonthatd, melyek teriilete a haromszog szinuszos

tertilet képlete alapjan.

llall |[bl|sin & /

bxa

Lathat6é, hogy mivel egy ilyen haromszog teriilete a paralelogramma félteriiletét adja meg, a
paralelogramma teriilete |a| - |b| - sin 6 lesz. Ez pontosan a az |a X b|-vel egyezik meg. A vektorialis
szorzat szdmértéke tehat megadja a két vektor altal kifeszitett paralelogramma tertiletét.

A vektoridlis szorzat tulajdonsdagai

e antikommutativ:a X b = —b X a

e nem asszociativ: (a X b) X c # a X (b X c)

o (1) vegyes disztributivitas: (@a+ b) X ¢ = (a xc) + (b X ¢)
o (2) vegyes disztributivitas: ax (b + ¢) = (a X b) + (a X ¢)

Tétel Két vektor akkor és csak akkor parhuzamos, ha vektorialis szorzatuk nullvektor.
axb=0calb
Bizonyitis A bizonyitast két iranybol tekintjiik. El6szor azt bizonyitsuk, hogy amennyiben a || b,
akkor a x b = 0. Ez trivialisan kovetkezik a definiciobdl, hiszen az, hogy a || b azt
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jelenti, hogy a és b vektor vagy 0°-ot, vagy 180° fokot zar be, tehat sin @ mindenképp
nulla. igy az |a| - |b| - sin a nullvektort fog adni.
A masodik részben azt bizonyitjuk, hogy amennyiben a X b = 0, abbol kdvetkezik,
hogy a Il b. A vektoridlis szorzat csak akkor lehet nulla, ha vagy legalabb az egyik
vektor nullvektor, vagy sina = 0.
e Ha sina = 0, abbol kdvetkezik, hogy a = 0° vagy a = 180°. Tehat a két
vektor parhuzamos.
e Amennyiben legalabb az egyik vektor nullvektor az eredmény is nullvektor
lesz, s mivel a nullvektor iranya tetszéleges igy a parhuzamosséag fennall.

A vegyes szorzat fogalma

Definicio Az (a X b) - ¢ szamot az a, b és ¢ vektorok vegyes szorzatdnak nevezziik.

A vegyes szorzat geometriai jelentése

Tekintsiik az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedont. A test alapja az a és b vektorok altal
kifeszitett paralelogramma. Az e vektor legyen az a X b-vel parhuzamos egységvektor tehat mer6leges
az a és b vektorok sikjara.

(axb)-c=((axb)| -e)-c=(la|-|b|-sina) - e - c = alapteriilet - magassag = eldjeles
térfogat

Az |a| - |b| - sina az az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma el6jeles teriiletét adja meg,
mig az e - ¢ vektorok skalaris szorzata a ¢ vektor e vektor iranyaba es6 mer6leges vetiiletének a hosszat,

ami pont a paralelepipedon magassaga. Igy a kettd skalar szorzata megadja a paralelepipedon el6jeles
térfogatat.

Tétel Az a, b és c vektorok geometriai jelentése a vektorok altalmeghatarozott
paralelepipedon el6jeles térfogata.

Linearis kombindacioval, bazissal kapcsolatos tételek és definiciok

Tétel (Sikbeli felbontasi tétel) Ha adott a sikban két nem parhuzamos vektor, az a és a b, akkor
minden mas ¢, azonos sikbeli vektor felbonthaté az a és a b vektor parhuzamos
Osszetevoire, melyek 0sszege megadja a ¢ vektort.

c=a-a+p-b,aholaésf ER
Tehat barmely sikbeli vektor egyértelmiien felirhatd két vele egysikban 1év6, nem
parhuzamos vektor linearis kombinacidjaként.

Bizonyitas A ¢ vektor kezd6pontjan at a-val, mig végpontjan at b-vel huzunk parhuzamos
egyeneseket. Mivel a tétel szerint a és b nem parhuzamos vektorok, ezért az M pontban
metszik egymast.
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Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

Tétel
Tétel
Bizonyitds

Tétel

Bizonyitas

Mivel AM || a - 3a € R, amelyre AM = a-a és hasonléan MB || b —» 3 € R,
amelyre MB = B - b. Ezekbdl kovetkezik, hogy mivel ¢ = AM + MB, ezért ¢ = a -
a+pB-b,aholaésf €R.
A felbontas egyértelmiiségét indirekten bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a ¢ vektornak két
ilyen felbontasa van.

c=a,-a+p;-b

c=a,-a+f,b
Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat és alkalmazzuk a disztributiv szabalyokat
azt kapjuk, hogy 0 = (a; — a,) - a + (1 — f2) - b. Két vektor dsszege csak akkor
lehet nullvektor, ha parhuzamosak, egyenlohosszuak és ellentétes iranyuak. Mivel a #
b, igy szamszorosaik sem lehetnek parhuzamosak, igy ezek 0sszege semmiképp nem
adhat nullvektort. Ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy az a és b vektorok egyiitthatoinak
kell nullanak lennie, tehat a; — a, = 0 és f; — S, = 0, melybdl kdvetkezik, hogy a; =
a,, illetve B, = B,, tehat a felbontas egyértelmd.
Legyen vq,v,, ..., v EV és 14, 4,,..., A4, €T, ahol T test (egyelére T = R), V pedig
egy T feletti k dimenzios vektortér. V elemei vektorok, mig T elemei skalarok.
Ekkora Yo 1A vk =4 v+ A, - vy + -+ A, - v, €V vektort a vq,vy, ..., v, €
V vektorok linearis kombinaciojanak nevezziik.
A vq,v,, ..., v, Vektorok linearisan fiiggetlenek, ha

n

Zli V= 0
i=1

csak ugy lehetséges, hogy VA; = 0.

A vq,v,, ..., v, Vektorok linearisan osszefiiggéek, ha

n
Zli V= 0
i=1

linearis kombinacioban van olyan A; melyre A; # 0.
Bazisnak nevezziik a linearisan fiiggetlen generatorrendszereket, tehat az olyan
vektorokat, melyek fliggetlenek és minden mas vektor eldall linearis kombinaciojuk
altal.
Héarom vektor pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha nem lineéarisan 6sszefliggok.
A térben harom vektor akkor és csak akkor linedrisan fliggetlen, ha nem egysikuak.
El6szor lassuk be, hogy ha harom vektor linearisan fiiggetlen, abbol kdvetkezik, hogy
nincsenek egy sikban.
Tegyiik fel, hogy harom linearisan fiiggetlen vektor egy sikban van. Ebben az esetben

e vagy valamely kettd bazist alkot, igy a harmadik kifejezheté a masik ketto

linearis kombinacidjaként,
e vagy amennyiben mindharom parhuzamos, az egyik linearis kombinaciojaként
a masik ketto eldallithatd, igy linearisan Osszefiiggdek.
Tehat mindkét esetben ellentmondasra jutunk, igy nem lehetnek egy sikban.
Kovetkezo 1épésben azt probaljuk belatni, hogy ha harom vektor nincsen egy sikban
abbol kovetkezik, hogy linearisan fiiggetlenek. Ezt onnan tudhatjuk, hogy amennyiben
nem teljesiilnek linearisan 0sszefiiggdek. Ez pedig az el6z6 pontbdl konnyen belathato,
tehat mivel mindkét iranyban teljesiil az allitas a tételt bebizonyitottuk.
(Térbeli felbontasi tétel) Ha adott a térben harom, nem egy siku, paronként nem
parhuzamos a, b és c vektor, akkor barmely d térbeli vektorhoz van olyan a, 8,y € R,
amelyekre igaz, hogy
d=a-a+f-b+vy-c

Ez a felbontas egyértelmil.
(folytatas a kévetkezd oldalon)
A sikbeli felbontasi tételhez hasonlon ez a bizonyitas is konstruktiv.
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A d vektor talppontjan, T-n ataz a és b vektorok altal meghatarozott S sikkal
parhuzamos S’ sikot rajzolunk.

]
.7 ik

A c vektor nem parhuzamos a-val és b-vel, tehat d vektor végpontjaban c-vel huzott
parhuzamos egyenes D pontban dofi a sikot. A T pontbol a D pontba mutatd vektor
legyen d’, a T pontot s d végpontjat osszekotd vektor ¢’. Ekkor d =d' + ¢’ =
(a-a+pB-b)+y-c hiszen d’ egy sikban van a-val és b-vel, igy sikbeli felbontasi
tétel miatt felirhato azok lineéris kombinacidjaként.

Az egyértelmiiség bizonyitasa hasonloan miikodik, mint a sikbeli felbontasi tétel esetén.

Tétel Barmely harom nem egysiku térbeli vektor bazist alkot.

Bizonyitas Egy korabbi tételben mar belattuk, hogy harom nem egy sika, paronként nem
parhuzamos vektor linearisan fiiggetlen. A térbeli felbontasi tételben azt bizonyitottuk,
hogy minden vektor felirhatd e harom vektor linearis kombinacidjaként, ezért bazist
alkotnak.

Tétel Bérmely harom lineérisan fiiggetlen vektor bazist alkot.

Bizonyitas Az el6z6 bizonyitas kozvetlen kdvetkezménye.

Specidlis bazisok
Ortogonalis  Egy bazis ortogonalis, ha a vektorai paronként merdlegesek.

Normalt Egy bazis normalt, ha a vektorai egységvektorok.
Ortonormalt Egy bazis ortonormalt, ha ortogonalis és normalt.

Bazisokkal kapcsolatos tovabbi tételek

Tétel Adott a tér egy b = (b4, b,, b3) bazisa, valamint a ¢ és d vektorok e bazisra

vonatkozé koordinataikkal.

o1
c=c;-by+cy, by+c3-by=|c2| =[c1 Cs][b]T
€3l 1p)
dy]
d=d;-by+dy by+ds; by=|dy| =1[dy dy dslp

sy
[C1 dl ¢+ dl

Ebben az esetben a ¢ + d vektor koordinatai: [C2| + |dy| =|c; +d,
[C311p) d; b] c3 +d3 b]

Bizonyitas Az asszociativ, kommutativ és disztributiv tulajdonsagok felhasznalaséval konnyen
bizonyithat6 a tétel.
C+d:(Cl'b1+C2'b2+C3‘b3)+(d1'b1+d2‘b2+d3‘b3)

:Cl‘b1+C2'b2+C3‘b3+d1'b1+d2‘b2+d3‘b3

=C1'b1+d1'b1+C2'b2+d2'b2+C3'b3+d3'b3

= (¢ by+dy-byy+(c2-by+dy b))+ (c3-b3+ds-bs3)
¢ +dq

c, +d,

c3 +d;

=(c;+dy) by +(c;+dz) by+(c3+d3) b3 =

[b]

14738



Linearis algebra I. PPKE-ITK

Tétel Adott a tér egy b = (b4, b3, b3) bazisa, valamint az a vektor a b bazisra vonatkozo
koordinatai.

a
a=a; -by+a, -by+az b= [az] =[a a; a3][b]T
4311p)

/‘l ° a1
Ebben az esetbenaz 1 - a = [/1 : azl
2. * a3 [b]
Bizonyitas A bizonyitas trivilis.
Tétel Adott a tér egy ortonormalt bazisa (kanonikus bazis) ¢s az a, illetve b vektorok
koordinatai.

aq bl
a= [azl = [a1 a, a3]T1 b = [bzl = [b1 bz b3]T
as b3

Ekkor az a - b skalarszorzat a kovetkez6képpen kiszamithato.

3
a-b=2ai-bi
i=1

A tétel a vart mdédon N dimenzios térben is teljesiil.

Bizonyitas Jeloljiik a bazisvektorokat a szokasos modon: i,j, k. Alkalmazva a skalarszorzat
homogén és linearis tulajdonsagait, azaz, hogy i - i =j - j = k - k = 1, illetve hogy
i-j=j -k=k-i=0aztkapjuk, hogy
ab=(a1l+a2]+a3k)(b1i+b2]'+b3k)

=(ag-i-by-)+(ag-i-by-j)+(a,-i-bz-k)+(az-j-by
)+ (ag-j-by-j)+(az-j-bz-k)+(az-k-by-i)+(az-k
“by-j)+(az - k-b3-k)=a,-b;+a, b, +a; bs

Tétel Adott a tér egy ortonormalt, jobbrendszer(i bazisa, és az a, illetve b vektorok az erre

a bazisra vonatkozé koordinataikkal.

a1 bl
a= [azl =[ay a; a3]T, b= [bzl =[by by bs]"
as b3

Ekkor az a X b vektorialis szorzat a kdvetkezOképpen kiszamithato.
axb=(a; b3—az b)) i—(a;-bz—az-by)-j+(ay-b;—ay by) k

Bizonyitas Jeloljiik a bazisvektorokat a szokasos modon: i, j, k. Alkalmazva a vektorialis szorzat
disztributiv és antikommutativ tulajdonsagait, valamint az i X i = j X j=k X k =
0 egyenldséget, illetve azt a harom trivialis egyenletet, hogy i X j =k, j X k =i,
,k xi=j. Innentdl az eldz6 egyenlethez hasonléan konnyen levezethetd a
bizonyitas.

Megjegyzés Iit felhaszndldsra fog keriilni a determindns fogalma, illetve szamitdsi modja, amelynek
pontos definidaldsa és ismertetése a 6. fejezetben talalhato.

Tétel Adott a tér egy ortonormalt, jobbrendszer(i bazisa, és az a, illetve b vektorok az erre
a bazisra vonatkoz6 koordinataikkal.

by

a;
a= [azl =[a1 a; a3]T, b= [bzl =[b; b, bs]"
as b4
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Ekkor az a X b vektorialis szorzat a kovetkez6képpen kiszamithato.

i j k

a X b = a]_ az a3

b, b, by

Tétel Adott a tér egy ortonormalt, jobbrendszerii bazisa, és az a és b illetve ¢ vektorok az
erre a bazisra vonatkozo koordinataikkal.
aq b,
a= [‘12] =[a; a; a3]T, b= [bzl =[by by bs3]"

as b3

€1
c=|C|= [C1 Cy C3]T
C3

Ekkor az (a X b) - ¢ vegyes szorzat a kovetkezoképpen kiszamithato.

€1 G2 C3
(axb)-c =|a1 a; as
by b b3
Bizonyitas Felhasznaljuk a skalaris és vektorialis szorzatok kiszamitasahoz kapcsolodo tételeket.
i j k
(axb)-c=|a; a; az|-(c;-i+cy-j+c3-k)=
by b, b3
(|92 a3 . |4z 4z . [z a3 , , _
=(o. bl i=lo. bl d+]e bl k) Caitejte k=
a; as a; as

= |b, 1)3|'C1‘b2 b3|'C2+|Z§ Z§|'63

Amennyiben az utolsd kifejezést egy determinans elsdsor szerinti kifejtésének
tekintjiik, akkor felirhatjuk az alabbi kifejezést.

€1 G2 C3
(axb)-c =|41 QA as
by b, b3

A tételt tehat bebizonyitottuk
Tétel Adottak az a és b vektorok. Az a vektor felirhato a b vektorral parhuzamos ay és a
b vektorra merdleges a,, vektorok 0sszegeként.
a=a,+a,
Ezen a, és a,, vektorokat az a vektor parhuzamos és meréleges dsszetevOinek
nevezzik.
a,=(a-ep)-epésa, =a—a
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Bizonyitds

Ahogy mar kordbban a skaldrszorzat specialis
eseteinél vettik, az a-ep = |alcosa, amirdl
pedig kimondtuk, hogy nem mas, mint az a vektor
mero6leges vetiilete b iranyaban.

Az abran lathat6 derékszogli haromszdgben az a - a,
e, = |ap|. Ezt az a;, vektort a skalaris szorzatrol

tanultak szerint megkapjuk az a, = (a - ep) - e,

képlet szerint. Az a,, =a—a, Osszefiiggés a
ezekbdl mar trivialisan kovetkezik. ap b

A stk normal vektora és egyenlete

Definicio

Tétel

Bizonyitds

Ha az n vektor merdleges az S sikra, akkor az n vektort az S sik normalvektoranak
nevezzik.
Ha az S sik egy normalvektora n, egy adott pontja pedig P,, az ebbe a pontba mutatd
Po, egy tetszdleges pontja P, s a P pontba mutatd helyvektor pedig p, akkor a sik
egyenlete felirhatd az alabbi modon.

n-(p—po) =0
Ha n merdleges a sikra, merdleges annak az §sszes vektorara is, igy a PO_P) vektorra
is. Mivel a két vektor merdleges egymasra, ezért skalaris szorzatuk nulla.

n-PyP =0
Mivel a 19.75 = p—Po, ezért n- (p —py) = 0. A képletet gyakrann-p = n - p,
formaban alkalmazzuk.
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4. ALGEBRAI STRUKTURAK, RELACIOK

Az alap strukturak

Definici6 Egy G nem iires halmazt csoportnak neveziink, ha értelmezve van G-n egy @
mivelet, amelyre
1. zart:Va,b € G-re a®b € G
2. asszociativ: Va, b,c € G-re (a®b)®c = a®(bbc)
3. létezik egységeleme (nullelem): 3n € G, melyre Va € G esetén a®n = a
4. létezik inverz elem: Va € G-hez 3a™! € G, melyre a®a™! =n
Definicio6 Ha a G nem iires halmaz csoport, tovabba teljesiil ra az alabbi tulajdonsag Abel-
csoportnak, vagy masnéven kommutativ csoportnak nevezziik.
5. kommutativ: Va,b € G-re a®b = b®a
Tétel Ha G csoport, akkor Vx,y,z € G-re, ha a®x = a®y, akkor x = y. Hasonloan,
ha x®a = y®a, akkor x = y
Bizonyitas Az asszociativitas, az egységelem és az inverzelem létezését kihasznalva konnyen

levezethetd.
x =n®x = (a"1®a)®x = a '®(adx) = a 1B (aBy) = (a1 Ba)Dy =y
Tétel Ha G csoport, akkor Va, x,y € G-re, ha a®x = b, akkor x = a~1@®b. Hasonlban,

ha x@®a = b, akkor x = b®a 1.
Bizonyitas Az asszociativitas, az egységelem és az inverzelem létezését kihasznalva konnyen
levezethetd.
x=n®x = (a"1@a)®x = a '®(a®x) = a '®(b)
Definici6  Egy G nem iires halmazt félcsoportnak neveziink, ha értelmezve van G-n egy @
mivelet, amely asszociativ, tehat Va, b, c € G-re (a®@b)®Pc = a®(bDc).
Definici6 Egy R nem iires halmazt gyiirii neveziink, ha értelmezve van R-n egy @ additiv
miivelet, amelyre R Abel-csoport, illetve egy ® multiplikativ mtivelet, amely
6. zart: Va,b ER-rea® b €ER
7. asszociativ:Va,b,c ER-re(a®b)®c=a® (b ® c)
8. disztributiv: Va,b,c € R-re a® (bBc) = (a ® b)®(a ® ¢), illetve
b&®c) ®a=0b®a)®(c®a).
Definici6  Ha egy R nem iires halmaz gy(rii, tovabba az ® multiplikativ miiveletére nézve
1étezik egységelem, tehat
9. Je€R, melyrevVa € Reseténa ® e = a,
akkor R-t egységelemes gyiiriinek nevezziik.
Definicio Ha T egységelemes gylirii, tovabba létezik a ® multiplikativ miiveletére nézve
inverz elem, tehat
10. Va € T-hez3a € T, melyrea ® a ! = e,
akkor ferdetestnek nevezziik.
Definicio  Ha T ferdetest, tovabba a ® multiplikativ miiveletére nézve kommutativ, tehat
11. Va,bET-rea®b=b®a
akkor testnek nevezziik.

A vektorter axiomak

Definici6 A V nem tlres halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha

e T halmazon értelmezve van egy Osszeadas miivelet, ami barmely u, v €
V elemhez hozzarendel egy masik V-beli elemet, amelyet u + v-vel
jeloliink,

e aT test és a V halmaz kozott értelmezve van a skalarral valo szorzas
miivelete, ami barmely A € T skalarhoz és barmely v € V' vektorhoz
egyértelmiien hozzarendelink egy V-beli elemet, amelyet A - v-vel
jeloliink,
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tovabba a miiveletekre, az alabbi n. vektortér-axiomak teljesiilnek:
e Az Osszeadas miiveletre:

1.
2.
3.
4,

asszociativitds: Vu, v, w € Vestén (u+v)+w=u+ (v+w)
1étezik egységelem: An € V, melyreVv € Veseténv+n =v
létezik inverzelem: Vv € V esetén v~ € V, melyrev+v 1 =n
kommutativ: Vu,v € Veseténu+v=v+u

e A skalarral valo szorzas muveletére:

5.

6.

~

disztributivitds: VAET, és u,vEV esetén - (u+v) =1 -u) +
(4-v)

disztributivitas (2): VA, u € Tésv € Vesetén (A + ) -v=(A1-v) +
(n-v)

vegyes asszociativ: VA, u € T ésv € VeseténA- (u-v)=A-p) v
1étezik egységelem: Vv € V-re teljesiil, hogy 1 - v = v,aholaz 1aT
test egységeleme (tehatVAET-re1-1=41-1=1).
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5. VEKTORTEREK

A vektortér axiomak az el6z6 fejezetben bemutatasra kertiltek.

Altér, altér elégséges feltétele

Definicio

Tétel

Bizonyitds

Legyen V vektortér T test felett, és egy W S V halmaz szintén vektortér T felett,
akkor W-t V alterének nevezzik.

Legyen V vektortér valamely T test felett, és W € V. Wakkor és csak akkor altere
V-nek, ha Vwq,w, € W-re és A € T-re teljesiil, hogy wq + wp, € W, és A -wq €
W, tehat az 6sszeadasra, és a skalarral vald szorzas muveletre nézve is zart.
El6szor lassuk be, hogy amennyiben W altér, akkor Ywq,wy € W-re és A € T-re
teljesiil, hogy wi+wy, €W, é A-wy €W. Ez a vektortér axiomakbol
kovetkezik.

Masodszor igazoljuk, hogy amennyiben Ywq,w, € W-re és A € T-re teljesiil,
hogy wq + w, € W, és A - wy € W, akkor W altér. Ahhoz, hogy W altér legyen,
az Osszes vektortér axiomanak teljesiilnie kell. Az Osszeadasra vonatkozo
kommutativitas, asszociativitds, valamint a vegyes asszociativ és disztributiv
szabalyok automatikusan teljesiilnek, hiszen ha nem igy lenne, maga V sem lenne
vektortér. Hasonloképpen a skalarral valo szorzas egységeleme is teljesiil.

A fennmarad6 két axioma koziil az egyik az Osszesadas egységének W-beli
1étezése, a masik pedig az erre vonatkozo inverz megléte. Ha vessziik az 1 és —1
skalarokat, akkor a masodik feltétel szerint 1 - v € W és hasonléan —1-v € W,
Ebbél rogton lathatd, hogy v dsszeadasra vonatkozo inverze 1étezik W -ben.

Az els6 feltétel szerint wyq +wy € W, tehata (1-v) + (—1:v) € W. Ebbdl
kovetkezik, hogy létezik egységelem.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az allitas oda-vissza igaz.

Vektorterekkel kapcsolatos tételek

Tétel

Bizonyitds

Tétel

Bizonyitds

Tétel

Bizonyitds

Legyen V vektortér valamely T test felett. Barmely A € T-re - 0 = 0,ahol 0aV
halmaznak az 6sszeadasra vonatkozo egységeleme.
A vektorok az 9sszeadas miiveletre csoportot alkotnak, ezért 1étezik egység.

v=v+0
Av=21-(v+0)
A-v=1-v+41-0

ALv+ri-vi=1v+21-0+21-v71
0=1-v+1-v1+1-0
0=0+1-0
0=1-0
Legyen V vektortér valamely T test felett. Barmely v € V-re 0 - v = 0, ahol 0 a
T test 6sszeadasra vonatkozo egységeleme.
majd a vektortér vegyes disztributivitasra vonatkozo axidémait hasznaljuk fel.
Av=A4+0)v
A v=242-v+0-v
ALv+r1-vi=1-v+0-v+1-v7!
0=A-v+1-v1+0-v
0=0+0-v
0=0-v
Legyen V vektortér valamely T test felett. Barmely v € V-re (—=1) - v = v~1, ahol
a —1 aT test szorzasra vonatkozo egységelemének Osszeadashoz tartozo inverze,
a v~1 pedig a vektortérben a v vektor dsszeadasra vonatkozo inverze.
A bizonyitas az el6z6 tétel, illetve a nullelem definiciojabol kdvetkezik
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0=0-v
0=((-D+1D-v
0=(C-1-v+1-v
0=(C-1-v+v
O+vi=((-1D-v+v)+v1?
O+vi=(CD-v+@w+v?)
vi=(-1)-v+0
vi=(-1)v
Tétel Legyen V vektortér valamely T test felett. Ha egy A € T-re teljesiil, hogy 1 - v =
0, akkor vagy 4 = 0 vagy pedigv = 0.
Bizonyitis Ha A # 0, akkor A-nak 1étezik a szorzasra vonatkozo inverze a T testben. Legyen

ez A1,
A-v=0
A rv=21.0
1-v=0
v=20

Haa v # 0, akkor a A - v = 0 egyenldség baloldalan csak A = 0 lehet, hiszen a
nem nulla v vektor minden mas szdmszorosa nem nullvektort ad.

Linearis fiiggetlenséggel és osszefiiggoséggel kapcsolatos tételek

Tétel A vq,v,, ..., v, vektorok akkor és csak akkor linearisan Osszefiiggdk, ha van
kozottik olyan v; vektor, amely el8all a tobbi linearis kombinaciojaként.

n
v]- = Zﬂ.l ]
i=1

i#j
Bizonyitds Tekintsiik a linearis 0sszefliggdséget jellemz6 linearis kombinaciot.
n

0 =Z/1i-vi
i=1

Ha a vektorok 6sszefliggék, akkor EIA; # 0. A hozza tartozd vektor kifejezhet6 a
tobbi linearis kombinaciojaként Ez egyértelmiien latszik, ha
AMvitA v+t v+t A, v, =0
egyenletbdl kivonjuk a 4; - v; tagot.
Al *Vq +Az -v2+---+0+---+/1n-vn = —A]U]

. , . 1 1 ,
Mivel a 4; # 0, van szorzasra vonatkozd inverze " Az egyenlet — y-szorosat
j j

véve az alabbi Osszefiiggést kapjuk.
A Az An
(—/1—) ‘v + (—A—j)'vz +"'+0+"'+(—l—i)"l7n =V

Lathatjuk tehat, hogy amennyiben a vektorok linearisan sszefiiggdk van kozottiik
olyan v; vektor, amely eldall a tbbi linedris kombinacidjakeént.
Most lassuk, hogy mi a helyzet forditott esetben. Ha a v; vektor kifejezhet6 a tobbi
vektor linearis kombinacidjaként, az alabbi dsszefliggést irhatjuk fel.

n

v]-=Zal-'vi

i=1
i%j
Vi=ay V1 +ay Vpt ot @i Vit Qg Vgt ay v,
0=a; vi+a, v+ -+ v+ +a, v,
A v; vektorhoz tartozd egyiitthato —1, tehat a nullvektor eldallt a vq, vy, ..., v,
vektorok nem trivialis linearis kombinaciojaként.
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Tétel Ha a wvq,v,y,..,v, vektorok linearisan Osszefiiggdk, tetszleges vektort
hozzavéve, tovabbra is linearisan 6sszefiiggdk maradnak.
Bizonyitas Tekintsiik a linearis 0sszefliggdséget jellemz6 linearis kombinaciot.
n

Ozz/li-vi=/11-v1+/12-v2+---+lj-v]-+---+ln-vn
i=1
Legyen mondjuk A; # 0. Vegyiink hozza még egy vy, vektort ugy, hogy 1,1 =
0, és az Osszes tobbi skalar ugyanaz marad.
n+1
0= Z/li-vi =Al-v1+lz-v2 +---+/1j-v]-+---+/1n-vn+ln+1-vn+1
i=1

Ebben az uj linearis kombindcioban is A; # 0, hiszen igy valasztottuk meg a
linearis kombinaciot. Mivel teljesiil, hogy a nullvektort eldallité linearis
kombinacioban egyik skalar sem nulla, ezért a vektorok linearisan &sszefiiggdk
maradnak.

Tétel Ha a v4,v,, ..., v, Vektorok linearisan fiiggetlenek, tetszéleges vektort elhagyva
a maradék vektorok fiiggetlenek maradnak.

Bizonyitas Az el6z6 tételt hasznaljuk fel. Indirekt modon tegyiik fel, hogy a fiiggetlen
rendszerb6l mar elhagytunk egy vektort, és az igy kapott rendszer linedrisan
Osszefiiggd. Az elozd tétel szerint, ha ehhez a rendszerhez hozzavesziink egy
vektort, a rendszer tovabbra is linearisan 6sszefliggé marad. Tehat akkor az eredeti
is linearisan 6sszefiiggd lenne, ami ellentmondas.

Tétel Ha a vq,v,,..,v, vektorok linearisan fliggetlenek, és egy v,,q1 Vektort
hozzavételével linearisan Osszefiiggévé valnak, akkor ez a w,,q Vektor
kifejezhet6 a tobbi vektor linedris kombinaciojaként.

Bizonyitds Az alabbi linedris kombinacioban van egy olyan A; egyiitthat6, amely nem nulla.
n+1

Z/li-vi=0

i=
Azt mar lattuk, hogy azok a vektorok, melyekhez tartozo skalar egyiitthato a
linearis kombinacioban nem nulla, eldallithatok a tobbi vektor linearis
kombinacidjaként. Eszerint csak azt kell bizonyitanunk, hogy a 4,1 # 0.
Haal,,1 =0¢ésazi < n lenne, akkor az alébbi egyenlet teljesiilne.

Z/l v;+0- vn+1—z/1 v =

Valamelyik 4; egyutthatorol azonban tudJuk hogy nem nulla, ez viszont azt
jelentené, hogy a vq,Vy,..., v, vektorok linedrisan Osszefiiggdk voltak, tehat
Ans1 # 0.
Tétel A v vektor alabbi elodallitasa akkor és csak akkor egyértelmii, ha vq,v,, ..., v,
linearisan fiiggetlenek.
n

v=Zlk-vk=Al-v1+12-v2+---+/1n-vn
k=1
Bizonyitds El0szor bizonyitsuk, hogy ha a feliras egyértelmt, akkor a v4, v5, ..., v, linearisan
fiiggetlen rendszer.
Ezt indirekt médon lathatjuk be. Tegyiik fel, hogy a vq,v,, ..., v, vektorok
linearisan Osszefliggdk. Ekkor a definicio kozvetlen kovetkezménye, hogy Jv;

vektor, amely el6all a tobbi vektor linearis kombinacidjaként.
n
17] = z ﬂ-i * Vi
i=1

Helyettesitsiik be ezt a vektort a v vektor elallitasra vonatkozd egyenletbe.
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n n
v:Zcxk-vk=a1-v1+a2-v2+---+aj-( /11"171')+"'+an'vn

k=1 i=1
i#j

v=(ay +ajdy) v+ (az + ajdy) - vy + -+ (ay + anydy) - vy
Amelyben természetesen immar a v;-S tag nem szerepel, tehat pontosabb feliras
alabb lathato.

n
v=Z(ai+aj-li)-vi
i=1

i#j
Az els§ és a mdsodik linedris kombinacio egyiitthatdi kiillonboznek, tehat
ellentmondasra jutottunk. A linearis kombinacié nem lenne egyértelmd.
Masodik 1épésben azt bizonyitjuk, hogy ha a vektorok fiiggetlenek, akkor a
n

v=2ai-vi

i=1
linearis kombinaci6 eléallitasa egyértelmil.
Ezt az allitast is indirekt médon bizonyithatjuk. Tegyiik fel, hogy a v vektornak
két eldallitasa van.

Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet.
n

v—v=Za’i-vi—
l

i=1 =1
n
0= Z(ai —Bi) v
=1

Mivel a vektorok linearisan fliggetlenek, ezért csak a trivialis linearis kombinacio
allithatja el a nullvektort, tehat Va; — ; = 0, amibdl viszont kdvetkezik, hogy
minden a;-re és f;-re a; = ;. Tehat a két linearis kombinacio megegyezik, ami
ellentmondas.

...
1l
oy

1=
=
s

Bazisok, generdtorrendszerek és dimenzio

Definicio  Azok a vektorok, melyek linearis kombinacidjaként a vektortér minden eleme
el6all generatorrendszert alkotnak.
Definicio A v4,v,,..,v, vektorok Aaltal generalt altér, amelyet (vq,v,, ..., v,)-Vel
jeloliink, ezen vektorok minden lehetséges linearis kombinaciojat jelenti.
(V1,V2, .., vy ={VEVIV=0ay - V1 +a, V3 + -+ ay vy a; €T}

A bazis definicioja a Vektoralgebra fejezetben tisztazdsra keriilt.

Definicio AV vektortérbeli by, b,, ..., b,, vektorok a V bazisat alkotjak, ha
eV V-beli vektor el6all a linedris kombinaciojukként, tovabba
e by, by, ..., b, vektorok linearis fliggetlenek.
Definicio6 AV vektortér egy bazisa a [b] = bq, by, ..., b,, A v € V vektor e bazisokkal vald
felirasaban a

n
v=Z/1i-v,-=/11-v1+/12-v2+---+/1n-vn
i=1
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linearis kombinacioban szerepld A; A,, ..., A,, egyiitthatokat a v vektor [b] bazisra
vonatkoz6 koordinatainak nevezziik.

Definicié6 AV vektortér egy bazisaa [b] = by, b, ..., b,, A v € V vektor e bazisokkal vald
felirasaban a

n
v=2/1i-v,-=/11'v1+/12-v2+---+/1n-vn
i=1
linedris kombindcidban szerepld A;A4,,..,4, egyiitthato skalarokbol allo
megfeleld matrixot a v vektor koordinata matrixanak nevezzik.

A
And iy

Definicio A V vektortér dimenziéjan barmelyik bazisanak elemszamat értjiik, és dim(V)-
vel jeloljiik.

Tétel (Kicserélési tetel) AZ f1,f2, -, fn figgetlen vektorokbol allé rendszer barmely
fi tagjdhoz talalhat6 egy olyan gy vektor a g4, gz, ..., gj generétorrendszerbdl,
amellyel az f;-t kicserélve az fq1,f2, ., fi-1, 9k fi+1 --» fn vektorokbol allo
rendszer fliggetlen.

Bizonyitds A tételt indirekt uton bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy példaul az f, vektorhoz nem
lenne egyik g; vektor sem jo, tehat az g;, f5, ..., fn vektorok linearisan
Osszefliggbk. Az fo, ..., fn rendszer linedrisan fliggetlen, hiszen f1, f5, ..., fn 8z
allitas szerint fiiggetlen rendszert alkot, amelybdl egy vektort elvéve a rendszer
tovabbra is fiiggetlen marad. Azonban az indirekt feltevésiink szerint a
gi, 2, ..., fnvektorok linearisan dsszefiiggdk. Mivel a g; vektor hozzavételével a
rendszer Osszefliggdvé valt, tudhatjuk, hogy kifejezheté a tobbi vektor linearis

kombinacidjaként.
n
9i = Z Yik " [k
k=2

Mivel a g4, g2, ..., g; vektorok generdtorrendszert alkotnak, ezért a vektortér
minden vektora, igy f4 is felirhato linearis kombinaciojukként.

] ] n
f1 :Z¢1k'gkzz¢1k'<zykl'fl)
=1 =1 =2

Tehat az f,, ..., fn vektorok linearis kombinacioja elballitja az f4 vektort. Ez azt
jelenti, hogy az f1, ..., fn vektorok linearisan 6sszefliggdek lennének, azonban ez
ellentmondas.

Kov. A generatorrendszerben 1év6 vektorok szama legaldbb annyi, mint barmely
fiiggetlen rendszer elemszama.

Bizonyitds A fliggetlen rendszer vektorait kiilonboz6 generatorrendszerbeli vektorokra lehet
csak kicserélni, kiillonben 0Osszefiiggd rendszert kapunk. Ezért legalabb annyi
vektort tartalmaz, mint barmely fliggetlen rendszer.

Tétel Bérmely vektortérben a bazisok elemszama egyenld.

Bizonyitds Legyen a vektortér két bazisa [b] és [c], melyek rendre n, és n. darab vektort
tartalmaznak. Tekintsiik a [b] bazis vektorait linearisan fliggetlennek, mig [c]-t
generator rendszernek. Ebbdl kovetkezik, hogy n, < n. Ha a két bazis szerepét
megcseréljiik, abbol pedig az n, < n, Osszefiiggésre jutunk. Ebbdl kovetkezik,
hogy n, = n..

Tétel Legyen V vektor nem nulla vektortér, az n pedig egy pozitiv egész. Ekkor az
alabbiak ekvivalensek:

e dim(V)=n
e V-ben talalhaté n darab linedrisan fiiggetlen vektor, de barmely n + 1
linearisan Gsszefiigg.
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e V-ben talalhat6 n elemii generatorrendszer, de n — 1 elemii nem.
Bizonyitis Ha dim(V) = n, akkor barmely bazis n vektort tartalmaz. Mivel a bazisvektorok
lineérisan fliggetlenek, igy biztosan van n darab linedrisan fiiggetlen vektor. Ezek
utan mar csak azt kell bizonyitani, hogy n + 1 darab vektor mindig &sszefliggd.
Tekintsik az n + 1 db v4, vy, ..., v, v,,41 vektort és egy tetszéleges, de rogzitett
bazist. Ekkor Vj-re egyértelmii az alabbi allitas.
n

v; = Z Yjk - bx
k=1

Ekkor tekintiink egy tetszéleges u vektort, mely elddll a vq, vy, ..., VpVps1

vektorok linearis kombinacidjaként.
n+1

u=2ai-vi=a1-v1+a’2-v2+---+an-vn
k=1
Helyettesitsiik be a v4, v5, ..., v, V41 vektorok helyére a fentebbi képletet.

n n n
u:a1'ZV1k'bk +a2'ZVZk'bk+"'+an'ZVnk'bk
k=1 k=1 k=1

n+1 n+1 n+1

u—zyzl a; - bl"'zyzz a; - b2+ +Zyln a; -

Tovabba tudjuk hogy u- nak elo kell éallnia a bamsvektorok linearis

kombinaciojaként.
n
u= Z Bi - b;
i=1

A két egyenletet kivonva egymasbol:

n n+1 n+1
u—u=Zﬁi'bi— Zyil'ai'bl‘l'""l'Zyin'ai'b
i1 i1 i=1
n+1 n+1

0= Bl_zyil'ai 'b1+"'+ Bn_zyin'ai 'bn
i=1 i=1

Mivel a bazisvektorok fliggetlenek, ezért az egyiitthatok mindegyike nulla.
Azonban a y;, egyiitthatok egyszerre nem lehetnek nullak, mert akkor a
V4,V3, ..., UnVn1 Vektorok mindegyike nullvektor lenne.
Tehat e linearis egyenletrendszer megoldasar keressiik. Ha ismertnek tételezziik
fel a y;, és By egyiitthatokat, akkor az n + 1 db ismeretlen o, meghatarozasahoz
n egyenlet all csak rendelkezésre. Ez azt jelenti, hogy legalabb egy ismeretlen
szabadon valaszthatd, vagyis az u vektor felirasa az alabbi alakban nem
egyértelmdi.

n+1

u=zai-vi=a1-v1+a2-v2+---+an-vn

k=1
Ez viszont ellentmond a v4, vy, ..., v, v, 41 vektorok fliggetlenségének.
Forditva, ha van n darab vektorbol allo linearisan fiiggetlen rendszer, és barmely
n + 1 vektor 6sszefiigg, akkor tekintsiik az n elemi fiiggetlen rendszert. Ehhez
barmilyen vektort hozzdvéve Osszefliggdvé valik, ezért a hozzavett vektor
kifejezhetd a fliggetlen vektorok linearis kombinacidjaval. Ezért az n elemi
fliggetlen rendszer batis, vagyis valoban n a tér dimenzioja.
Az 1. és a 3. allitas ekvivalens mivoltat is az el6z6h6z hasonldan lehet bizonyitani.
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Kov. Ha dim(V) = n, akkor
e V-ben barmilyen n elemil fiiggetlen rendszer bazist alkot.
e V-ben barmilyen n elemil generdtorrendszer bazist alkot.
e Egy vektortér barmely véges generatorrendszere tartalmaz bazist.
Tétel Ha egy V vektortérnek van véges generatorrendszere, akkor barmely linearisan
fiiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.
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6. DETERMINANSOK

Alapfogalmak

Definicio6 Az n X n-es A matrix a;;, eleméhez tartozo minormatrixanak nevezzik, és A;y-
val jeldljiik azt az (n — 1)-ed rendli matrixot, melyet tigy kapunk A-bol, hogy
annak i. sorat és k. oszlopat elhagyjuk.

Definici6 Ha az (n — 1)-ed rendd matrix determindnsat mar értelmeztiik, az n-ed rendii
matrix determinansanak nevezziik a kovetkezd szamot.

a11 Qg2 Qip n
Qz1 Az '+ dzp 1+j
P 1 [ =)y (DM - det(Ay))
—
ap1 QAp2 - App 1

Definici6 Az a;; elem el6jeles aldeterminansan értjiika D;; = (—1)7/ - det(Ai]-) szamot.
Ezt felhasznalva n-ed rendi A matrix determinansa felirhat6 az alabbi mddon.

n
det(A) = Z al-j : DU
j=1
Tétel (Kifejtési tetel) EQy n-ed rendi determinans tetszéleges sora vagy oszlopa szerint
kifejtheto, és
n n
det(A) = Z al-j . DU = Z al-j . DU
j=1 i=1

A determindns tulajdonsdgai

e Ha a determinans valamely sorat A-val szorozzuk, a determinans az eredeti 1-5zorosa lesz.
Bizonyitds Fejtsiik ki a determinanst azon a;, Sor szerint, amelyet beszoroztunk A-val.

n n
det(B) = 211 C Qg DU = AZCIU : Dl] =1 det(A)
j=1 i=1

e Ha a determinans i. soranak minden eleme kéttagl 6sszeg, akkor két olyan determinans Osszegére
bonthatd, melybol az els6 i. sordban az Osszeg elsd tagjai, a masodik determinans i. soraban az
0sszeg masodik tagjai szerepelnek, a tobbi elem valtozatlan.

Bizonyitas Fejtsiik ki a determinanst azon sora szerint, amelyben az dsszeg szerepel.

n n n
]:1 i=1 i=1
e Ha egy determinans egy sora csupa nulla elemet tartalmaz, akkor a determinans is nulla.

Bizonyitas Fejtsiik ki a determinanst azon sora szerint, amelyben a nullak szerepelnek.
n
=
e Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, a determinans értéke (—1)-szeresére valtozik

Bizonyitas El6szor bizonyitsuk két szomszédos sor cseréjére az allitast. Cseréljiik fel a
determinans i. és (i + 1). sorat. Az eredeti és a két sor cseréje utan kapott
determinansokat jeloljik D;-gyel és D,-vel.

Az elsé determinanst az i. sora szerint, mig a masodikaz (i + 1). sora szerint
kifejtve a kovetkez6 egyenleteket kapjuk.
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n

n
Dlzzaij'Dij D, :zaij'(_l)'Dij
=1

=1

Ebbdl kovetkezik, hogy D; = —D,.

He két tetszdleges sort cseréliink fel, akkor van koztiik valahany sor, legyen ezek
szama k. Az alul 1év6 sort k szomszédos sor cseréjével tudjuk a masik sor ala
vinni, ekkor szomszédosok. Ebben a pozicidban felcserélve Oket, most az
eredetileg feliil 1évo sor keriil alulra. Ezzel egyiitt eddig k + 1 szomszédos sor
csere tortént. Ebbol a poziciobol, amikor az eredetileg feliil 1€v6 sor helyén mar a
masik sor all, és alatta pedig 6 maga, megint k darab szomszédos sor cserével
tudjuk az eredetileg feliil 1évoé sort az eredetileg alul 1évé helyére mozgatni.
Osszesen k + 1+ k = 2 - k + 1 darab szomszédos csere tortént, az az ennyiszer
valtozott (—1)-szeresére a determinans értéke, tehat a (—1)%**1 = —1-szerese
lett az eredetinek.

e Ha egy determindns két sora megegyezik a determinans értéke nulla.

Bizonyitas Cseréljiik fel a determinansban a két egyenld sort. Ekkor a determinans értéke —
az elézd tételt szerint - (—1)-szeresére valtozik. Masrészt viszont nem valtozik,
hiszen a két determinans elemei megegyeznek. Ha tehat D a determinans értéke
akkor D = —D, amib6l D = 0.

e Ha egy determindns valamely sordhoz hozzdadjuk valamely sor A-szorosat, a determinans értéke
nem valtozik.

Bizonyitds Abrazoljuk a régi és az 0j determinanst. Felhasznélva a fentebb hasznalt tételeket
kiilon irhatjuk két determinans Osszegére az Uj determinanst, melynek egyike az
eredeti régi determinans lesz, a masik pedig egy olyan, melynek két sora
megegyezik, tehat értéke nulla. Ebbdl kdvetkezik, hogy a régi €s az 0ij determinans
értéke megegyezik.

o Egy also (vagy fels6) haromszdgdeterminans értéke a féatloban 1évo elemek szorzata.

Bizonyitds Fejtsiik ki a determinanst az els6 sora szerint, majd a keletkez6 (n — 1)-ed rendi
aldeterminanst szintén az elso sora szerint, és igy tovabb.

aq 0 e 0 ass 0 e 0 n
Az Az -+ 0| _ z; azz - 0 |_ _
: : N ST ) | T = Qi
i=1
an1  Qn2 Ann Anz Qns Ann

o (Ferde kifejtés tétele) Ha egy determinans egyik soranak elemeit rendre valamely masik sor
elemeihez tartozo aldetermindnsokkal szorozzuk meg, majd ezeket a szorzatokat Gsszeadjuk az

eredmény nulla lesz.
n

Zaij'ij=0, i+k
=

Bizonyitas Ezt a tételt 3 X 3-as determinansokra bizonyitjuk. Szorozzuk meg az els6 sor
elemit a masodik sor elemihez tartozo aldeterminansokkal.

aj; Qi 4i3
a a Al = a |a12 a13|_a |a11 a13| a |a11 a12|
21 22 23 1 laz, ass 12 laz, ass 13 lazy as;
az; Q3 dass

Az igy kapott determindns két sora megegyezik, tehat az értéke nulla.
a11 Q12 Q13 a11 Q12 Q13
Qz1 Q2 023 Qz1 Q2 43
az; dzz dazz az; dzz dzz

+
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o Az eddig felsorolt tételek mindegyike igaz oszlopokra is.

Bizonyitdis A fenti bizonyitasokban a sorok helyett megfelelé oszlop szerint kell kifejteni a
determinanst.

A Cramer-szabdly habdar nem szerepelt az eléadasokon, a teljesség érdekében megemlitem, viszont a
bizonyitdsat nem.

Tétel (Cramer-szabaly) Ha az A négyzetes matrix, és D = det(4) # 0, akkor az Ax =
D .
b egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. A megoldasban x; = F]'

ahol a D; determinanst Gigy kapjuk, hogy D-ben a j-edik oszlop helyére a jobb
oldali konstansokat azaz a b vektor komponenseit tessziik.

Matrix adjungdltja

Definicio Az A négyzetes matrix (klasszikus) adjungaltjan az adj(A) = (Dy;) matrixot

értjiik.
Tétel Az A n Xn tipusu matrixot az adjungaltjaval jobbrol szorozva az eredmény
det(A) - E,,.
Bizonyt’tds a4 QAqp - Aqp Dll DlZ Dln
Az1 Gz Gon| [Dy1 Dpp v+ Don| _ c
An1 Qn2 - Qppn Dnl DTLZ Dnn

Legyen a € matrix a szorzas eredménye. A f64tlo beli elmeit a szorzas szabalya
szerint kiszdmitva az dsszes ¢;; elem felirhat6 az alabbi alakban.
n

Gjj = Zaji +Dji

i=1
A nem a féatloban talalhato elemekre pedig felirhatjuk az alabbi 6sszefiiggést.
n

Cik=zaij'ij=0

j=1
Az eredmény nulla lesz, hiszen az i. sor elemei rendre a k. sorhoz tartozo
aldeterminansokkal vannak szorozva: ez az 0sszeg a ferde kifejtés tétele szerint
nulla. Tehat

det(4) - 0
A -adj(4) = = det(4) - E,
0 - det(A4)
Tétel Ha az A n X n tipusti matrix és det(4) + 0, akkor
1
Al = -adj(A
det(a) 29A

Bizonyitds Mivel a matrixok szorzads asszociativ, ezért a struktirakrol szolo fejezetben
igazoltak szerint pontosan egy inverz létezik. Ha tehat taldlunk egy olyan
matrixot, melyre az A - B = E,,, akkor ez a B matrix nem lehet mas csakis az A

X;/egg.zé tétel szerint A - adj(A) = det(A) - E,. Szorozzuk be az egyenletet
detl(A)-vaI!
A - adj(4) - detl(A) =det(4) - E, -m
A - adj(A) - dot(A) = E,

Az inverz matrix definicidja alapjan ebbdl kovetkezik az allitas.
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Definici6 A nem nulla determinansi matrix az ugynevezett regularis matrixok. A nulla
determindnst matrixokat szingularis matrixnak nevezziik.

Vektorok fiiggetlenségének megallapitisa

Tétel Az aq,ay,..,a, ndimenzioés vektortérbeli vektorok akkor és csak akkor
fiiggetlenek, ha a vektorokbol, mint oszlopokbol alkotott matrix determinansa
nem nulla.

“ ey

Bizonyitas A fiiggetlenség definicigjabol kiindulva: a nullvektor csak trivialisan allithato eld
az adott vektorokbol.

n
z a;-a; = 0
. ) i=1
Irjuk fel ez alapjan a megfelelé egyenletrendszert.
aiq a1z A1n 0
aq - : +(X2' +"'+a1' : =1:
Anil  LAn2 Ann 0
Alkalmazzuk a Gauss-eliminaciot.
A1 Q2 v Qipn 1" a” v an” 0
Az1 Az = dap A1” Q" v Gzp” 0
An1 Qnz2 - Qnn 0 anl* anz* ann* 0

Két esetet kiillonboztetiink meg:

e Haa,,” = 0,akkor det(4) = 0, hiszen az eliminacio soran az egyiitthato
matrix determinansanak nulla volta nem valtozik meg az elemi
sormiiveletek alkalmazasaval. Ekkor van nem trivialis megoldas, tehat az
aq, as, ..., a, vektorok linearisan fliggd rendszert alkotnak.

e Haa,,” # 0, akkor det(4) # 0. Ekkor a,,,* - x, = 0 miatt x,, = 0. De
akkor a tobbi ismeretlen is nulla, hiszen Oket mindig a rajuk
kovetkezokbol kapjuk. Ekkor tehat csak a trivialis megoldas 1étezik, ezért
az aq, a,, ..., a, vektorok linearisan fiiggetlenek.

Tétel Az n X n-es homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van
trivialistol kiilonb6z6 megoldasa, ha egyiitthatomatrixdnak determinansa nulla.
Bizonyitis Ldsd: az elozo bizonyitas.
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7. HOMOGEN LINEARIS LEKEPEZESEK

Alapfogalmak

Definicié A linearis leképezés egy olyan fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya és
értékkészlete is vektortér.

Definicio  Legyenek V és W vektorterek, valamint w,v e V,A € R. Azt az L:V - W
fliggvényt, amely a kovetkez6 két tulajdonsaggal rendelkezik, homogén linearis
leképezéseknek nevezziik.

1. Linearis: L(u +v) = L(u) + L(v)
2. Homogén: L(A-u) = A-L(u)
Ha V = W, akkor a leképezést linearis transzformacionak nevezzik.

Kov. Haaz L:V — W leképezés homogén linedris, akkora 0 € VV képe 0 € /.

Bizonyitas Tudjuk, hogy 0 = 0 - v, amib6l a homogén tulajdonsag miatt L( 0 - v) = 0 - L(w).
Ami0eWw.

Tétel Az L:V - W leképezés akkor és csak akkor homogén linearis leképezés, ha

L(A-u+u-v)=2A1-L(w)+u-Lw)

A homogén linearis leképezés matrixa

Definicio

Tétel

Bizonyitds

Az L:V™ —» WF linearis leképezés matrixa A[[a][b]] = [kq]k3] .- |k,], a@hol a
k; = L(a;). Azaz az A matrix oszlopai a V™-beli [a] bazis a; bazisvektorainak
képei, a Wk-beli [b] bazisra vonatkoz6 képei.

Legyen L: V™ — Wk a linearis leképezés, az A matrix leképezés matrixa, x € V
tetszOleges, ennek képe pedigy € W,y = L(x). EkKkorazy = A - x.
Konstruktiv, a bizonyitis soran meg is adjuk a kérdéses matrixot. Legyen V™
bézisa [a] = a4, ay, ..., a,, W¥ bazisa pedig [b] = by, by, ..., by.

A tétel allitasa szerint a kiindulasi tér bazisvektorainak képét kell felirnunk.

k
L(ay) = Zﬁji " bj
=1

frjunk fel egy tetsz6leges x vektort a kiindulasi térben az [a] bazisra vonatkozo

koordinatakkal.
n
X = Z a;-Qq;

i=1

L(x)=1L (z": a; - ai>

i=1
Hasznaljuk fel a linearis és a homogén tulajdonsagokat.
n

L@ = ) & L(@)
i=1
Behelyettesitve az L(a;) bazisvektorok képtérbeli eléallitasat:

Ekkor a vektor képe:

n k
L@ =) (@) b
i=1 j=1
Az egyenlet jobb oldaldn talalhato kifejtett alakot atrendezve megkapjuk az x
vektor koordinatait a [b] bazisra vonatkozoan. (Az egyes bj tagok egyiitthatoi)
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A felirasbol lathato lesz, hogyha a i1, Bz, ---» Bin Skalarokat egy matrix i. soranak
V1]
tekintjiik, akkor az x vektor képének a | i | koordinata vektorat e matrix

segitségével egyszerli szorzassal klszannthatjuk-

P11 Piz - PBin V1
ﬁg1 ﬁgz .3211\ [ — lyﬂ
B Bz Bl Ll iy,

A fenti szorzatban az els6 matrix a leképezés matrixa, a masodik a vektor
koordinatait tartalmazza, mig a harmadik a vektor képének koordinatait.
A tétel allitasaban szerepld A[j41p)] matrix oszlopai valoban a kiindulasi V™-beli

[a] bazis a; bazisvektorainak képei, a W¥-beli [b] bazisra vonatkozoan.

ﬂll 312 Bln
A — B21 Baz - PBan
[[a](b]] : P
Brr Brz - Brn

A linedris leképezések magtere, képtere

Definicio  Legyen az L:V — W egy linearis leképezés. Azon vektorok Osszességét V-ben,
amelyek képe nullvektor a leképezés magterének nevezziik és Ker(L)-lel
jeloljiik.

Definicio  Legyen az L:V — W egy linearis leképezés. Azon vektorok Gsszességét W -ben,
amelyek eldallnak valamely V-beli vektor képeként, a leképezés képterének
nevezziik és Im(L)-lel jeloljiik.

Lemma A V-beli nullvektor képe a W-beli nullvektor.

Tétel Legyenaz L:V — W egy linearis leképezés R felett. Ker(L) altere a V-nek.

Bizonyitdis Legyenek u és v vektor a magtér vektorai, vagyis L(u) = L(v) = 0. A linearis
tulajdonsdg miatt L(u+v) =L(u) + L(v) =0, vagyis az Osszegik is
magtérbeli vektor.

Hasonloan a homogén tulajdonsag miatt L(A-u) = A-L(u) = A-0 = 0, tehat
a szamszorosaik is magtérbeliek. Az Osszeadasra €s a szdmszorosra vonatkozo
zartsag biztositja, hogy Ker(L) altere a V-nek.

Tétel Legyenaz L:V — W egy linearis leképezés R felett. Im(L) altere a VV-nek.

Dimenczio tetel

Tétel (Dimenzio-tétel) Legyen az L:V — W egy linearis leképezés. Ekkor az alabbi

egyenlOség teljesiil.
dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) = dim(V)

Bizonyitis Bizonyitando, hogy a leképezés magterének és képterének dimenzidjanak Gsszege
éppen a kiindulasi tér dimenzidjaval egyenlo.
Mivel Ker(L) altér, igy van bazisa. Legyen a bazis by, b, ..., b,,. Egészitsiik ki ezt
a fuggetlen rendszert ugy, hogy b4, by, ..., by, b tq, ..., by, legyen V bazisa.
Azt kell bizonyitani, hogy b1, ..., b, bazist alkotnak W-ben. Ezzel a tétel
bizonyitasa kész, hiszen a dimenzi6 a baziselemek szdma, és igyazn =m+ (n —
m) képlet, ahol n a kiindulasi tér, m a magtér, (n — m) pedig a képtér dimenzioja,
éppen a tétel allitasa.
El6szor azt latjuk be, hogy az L(bj41),-.,L(b,) vektorok az Im(L)-ben
generatorrendszert alkotnak, majd azt, hogy fiiggetlenck. E két tulajdonsag
biztositja, hogy L(by41), -, L(by) az Im(L) egy bazisa.
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Tekintsiik Im(L) tetsz6leges y vektorat. Ehhez van olyan x € V, melyre y = L(x).
A V vektortér bazisdval x vektort kifejezve és erre alkalmazva az L linedris
leképezést:

X=xy by+x3 -by+ - +xp by +xXpi1 by + o+ x, by
L(x)=L(xy by +x3-by+-+xp by +Xps1 b1 + -+ %, -by) =
x1°L(b1) + x5 - L(b2) + - +xp * L(bi) + Xt - L(bpi1) + -+ + X - L(by)
Lix)=0+0+-4+0+ X341 L(bpyr) + -+ x5 - L(by)

Vagyis valoban, Im(L) vektorai felirhatok az L(by,41), -.., L(by,) vektorok linearis

kombinacidjaként, tehat ezek a vektorok generatorrendszert alkotnak.
A fiiggetlenség bizonyitasahoz felirjuk a definiciot:
0=ami1 L(bmsr) + -+ an - L(by)
Mivel L linearis leképezés, ezért
0 =L(ams1 bmir + -+ an- by)

Eszerintaz x* = a1 " by + -+ + @, © b, vektor benne van a magtérben, igy
felirhato a magtérbeli bazis vektorainak linearis kombinacidjaval:

X' =an41 bpir+ o+ an by=a, b1+ -+ a, " b,
amibdl

0=0‘1'bl+""|'am' bm_am+1'bm+1_"'_an' bn
Mivel a V bazisat alkotoé by, by, ..., by, by i1, -, by vektorok fliggetlenek, ezért a
0 vektort csak ugy tudjak eldallitani, ha minden a; = 0.

Sajatérték, sajatvektor

Definicio A A szam sajatértéke az L transzformacionak, ha van olyan nem nulla vektor,
amelyre L(x) = A - x. Ezt a vektort az L transzformacio6 A sajatértékéhez tartozo
sajatvektoranak nevezziik.

Tétel Az L linearis transzformacido A sajatértékéhez tartozd Osszes sajatvektor és a
nullvektor alteret alkotnak.

Bizonyitis Legyenek s, és s, sajatvektok az L linearis transzformacio A sajatértékéhez. A
mar tanult tétel szerint, ha az Osszegiikr6l, és szamszorosukrol be tudjuk latni,
hogy szintén e sajatértékhez tartozo sajatvektorok, akkor e vektorok Osszessége
alteret alkot.

L(Sl) =/1'Sl, L(Sz) =A'SZ
Osszegiik sajatvektor, ugyanis L(s; + S3) = L(s1)+L(s3) =151 =15, =

A+ (s1+52)
A szamszoros is sajatvektor, ugyanis L(u-sq1) =pu-L(s1)) =pu-A-s1=1-(u-
51)

Tétel Legyen L:R™ — R™ és L(x) = A xpp), ahol az A a transzformacio egy matrixa,

az xpp) pedig az x vektor koordinata matrixa, mindketté valamely [b] bazisra
vonatkozoéan. Ekkor az L transzformacio sajatértékei a det(A-E — A) = 0,
karakterisztikus egyenlet megoldasai. A p(1) = det(1- E — A) polinom a A-ban
n-ed foku, ez az un. karakterisztikus polinom, melynek gydkei a sajatértekek. A
sajatvektorok pedig e sajatértékek ismeretébena (A - E — A) - x homogén linearis
egyenletbdl kaphatok.

Bizonyitas Rendezve a matrix egyenletet, az alabbi homogén lineéris egyenletrendszert kell
megoldani:

Ax=2x0A x=Q"E)yxo(A1-E)yx—A-x=QL-E-A)-x=0
Ennek pontosan akkor lesz a trivialistol kiillonbozé megoldasa, ha p(1) =
det(A-E—A) =0. Ebbél az egyenletbdl a A értékek kiszamolhatok.
Visszahelyettesitéssel kapjuk a keresett sajatvektorokat.

Tétel Tegyiik fel, hogy egy V™ — V™ homogén linearis transzformacié (kiillonb6z6
sajatértékekhez tartozo) sajatvektorai bazist alkotnak. Ekkor a transzformacio
matrixa e bazisra vonatkozoan diagonalis és a féatloban rendre a megfeleld
sajatértékek allnak.
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Bizonyitis A transzformacio matrixanak oszlopvektorai a bazisvektorok képei. Sajatvektor
képe onmaga sajatértékszerese. Pl. az i-edik sajatvektor (s;) matrixos alakja a
sajatértékek bazisaban egy olyan oszlopvektor, amelynek i-edik koordinataja 4;,
Osszes tobbi koordinataja pedig nulla:

i
L(Si):/li-si:O-sl+0.sz+...+/1l,.si+...+0.sn: /1

B

Ezek az oszlopvektorok alkotjdk a leképezés matrixat, innen mar lathato, hogy a
matrix valoban diagonalis lesz.

A 0
S - [ ... E ]
0 - A s

Tétel Kiilonbozo sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linearisan fliggetlenek.
Bizonyitis A bizonyitds csak a jeles osztalyzathoz sziikséges, hossza miatt nem targyalom. A
hivatalos jegyzet 144. oldalan talalhato.

Izomorfia

Definicio A kolcsondsen egyértelmii  L:V — W linearis leképezéseket izomorf
leképezéseknek nevezzik. Az izomorf vektortereket (melyek kozott fennall az
izomorfizmus) a kovetkez6képpen jeloljik: V = W.

Tétel Két vektortér akkor és csak akkor izomorf, ha dimenziojuk egyenld.

Bizonyitas Ha a két vektortér dimenzidja egyenld, akkor barmely két bazisanak elemszama
egyenld. Legyen a V vektortér egy bazisa [a] a W vektortérnek pedig [b]. A V-
beli xvektort az [a] bazisra vonatkozd koordinéta métrixéval reprezentaljuk.
Rendeljiik hozza a W-ben azt az y vektort, aminek a [b]-re vonatkoztatva ugyanaz

a koordinata matrixa.
“j[a] Lk [b]

Nyilvanvalo, hogy az igy adott leképezés egy egyértelmi linearis leképezés.
Legyen két vektortér izomorf. Egyik tér egy bazisdnak képvektorai a
miivelettartas miatt a masodik vektortérben is bazist alkotnak, tehat a dimenzidjuk
egyenlo.
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8. BAZISTRANSZFORMACIO

Az atteresi matrix

Tétel Legyen V # {0} n dimenzids vektortér, valamint [e] és [u] két bazis V-ben. Ha a
V vektortér x vektoranak koordinata matrlxa

nlle]

az [e] bazisra vonatkozik, akkor ugyanazon x vektor [u] bazisra vonatkozd
koordinatai az alabbi képletbol kiszamolhatok:

Up Uz o uln
| U2z uzz
Xu = | expe
Um1 umz
Ahol az U matrix oszlopai az [u] bazis Vektoramak az [e] bazisra vonatkoz6

koordinata matrixai. Az U matrlxot attérési matrixnak nevezzuk.

Bizonyitas Az x vektor [e] szerinti eredeti koordinata matrixa

X1
X
X = |7/
Ynlje)
és ugyanezen x vektor [u] szerinti koordinata matrixa
X1
x !
Xy = |77
X'l
kozotti osszefliggéseket felhasznalva
X1
X2
x:x[e]= : =x1'el+x2'62+"'+xn'en=
nlie]
1 0 0
0 1 0
=X, + x5 - . + et xy . =E[e]'x[e]
0] 0] L)
X=X =X U+ x5 Uyt Uy, =
Uq1 U1 Uin
=xi [P x| e |
Unilie Un2l(e) Ui (e
U1 U1 0 Ugp X,
u u cee u !
_ 521 22 2n ) x:Z = U xp
Uni Um2 - Umn xn’ [u]
Ebbdl kovetkezik, hogy E|e) " x[¢] = U * x|y, €zt rendezve pedig pont a tétel
allitasat kaphatjuk.
Tétel (Attérési formula) A[ar][bl] =71 * A[q)(p] - S, ahol T a képtér, S pedig a kiindulasi

tér attérési matrixa.
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Bizonyitds

Tétel

Bizonyitds

AZ Afq)ib] - X[a] = Y[p) k€pletbdl kiindulva alkalmazzuk a bazistranszformacid
képletét, vagyis az xq) €s az y[p) koordinata matrixaba behelyettesitjiik a régi
koordinata matrix 0j bazissal és koordinata matrix segitségével kifejezett alakjat:
Xle} = U Xpu)
Alalib] * X[a] = Yb)

Aaip) - S X[ =T Yy
T Ay - (S X[a1) = Vi)

Ha az L: V™ — W™ lineéris transzformacié matrixa a rogzitett [a] € V™ bazisra
vonatkoztatva Ajq), akkor ugyanezen transzforméacié A'y,,) matrixa az [a'] € V™
bazisra a kovetkezo képlettel szamolhato:

A[a'] =51 A S
Ahol S a kiindulasi tér attérési matrixa.
Az el6z0 tételben bizonyitott képletbe T helyébe is S keriil.

Diagonalizdlds, hasonlo matrixok

Tétel

Definicio

Definicio
Tétel
Bizonyitds

Tétel

Bizonyitds

Tétel

Bizonyitds

Ha a transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve erre a bazisra, a
bazistranszformacié eredménye az a diagonalis matrix, melynek f6atlojaban a
sajatértekek allnak.

A = S Apy - S = diag(Ay, 4, ..., Ay), azaz

A - 0
Yis] = [ o ]'x[s]
0 - A,
Az A matrix hasonl6 a B matrixhoz, ha létezik egy olyan § matrix, amelyre
A=S"1B-S

Az A matrix diagonalizalhaté, ha hasonl6 egy diagonalis matrixhoz.
A hasonlésag n X n-es matrixok kdrében ekvivalencia relacio.
Azt kell bizonyitani, hogy a relaci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
e reflexivitis: A=A < A= E1-A-E, tehat a C-nek az egységmatrixot

valasztjuk.
e szimmetria: HaA=B, akkor B =A. Felirva a definiciot
A=Cc1-B-C
C-A-c'=c-c'-B-c-c!
C-A-C'=B

e tranzitivitds: HaA = B, és B = C, akkor 4 = C.
A=Uu1-B-Uu B=Vv1l-CvV
A=U"1-wv1l-cv)-U
A=wW-0)t-c-(v-U)
Hasonlé matrixok sajatértékei paronként egyenl6k. Tovabba, ha A hasonlé B-hez
A=T"1-B-T, és A sajatvektora s, akkor B ugyanazon a sajatértékéhez tartozo
sajatvektora T - s.
A=T1-B'T
A-s=T1-B-T-s=21-s
T-T'-B-T-s=T-21s
B-T-s=A1-(T-s)
(Diagonalizdlhatosdag elégséges feltétele) Ha valamely A kvadratikus matrix
sajatértékei mind kiilonbozok, akkor a matrix diagonalizalhato.
Kiilonbo6z6 sajatértékek esetén a sajatvektorok linearisan fiiggetlenek, ezért bazist
alkotnak.
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Tétel Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha van sajatvektorokbol allo
bazisa.
Bizonyitds e Ha a sajatvektorok bazist alkotnak, akkor ha 4ttériink a sajatvektorok

bazisara, akkor a transzformacid matrixa a sajatvektorok bazisaban
diagonalis. (Korabban bizonyitva)
e Ha az A matrix diagonalizalhatd, vagyis hasonld egy diagonalis

matrixhoz, akkor azt fogjuk bizonyitani, hogy a diagonalis matrix elemei

A matrix sajatértékei, és S elemei az A sajatvektorai. Az, hogy ezen

utobbiak bazist alkotnak abbol kovetkezik, hogy a matrixunk S inverze

létezik, igy det(S) # 0, vagyis a vektorok fiiggetlenek. Mivel barmely

fiiggetlen vektorrendszer bazis, ha elemszama egyenlé a dimenzidval,

csak azt kell bizonyitani, hogy § eloszlopai valéban sajatvektorok.

Legyen D = diag(44,45,...,4,), S = [s1] ...|Sn], akkor a hasonlosag

képletébdl kiindulva:

D=s1-4-§
S'D=A-S
Felirva a bal- és jobboldali matrixszorzasokat, €s a matrixokat az
oszlopvektoraikkal reprezentalva a fenti jelolésekkel az alabbiakat kapjuk:
[51 .. ISn] - diag(Ag, Ay, o, A) = A [51] ... IS0]
(217 $1] | An " Sp] = [A " 51] |4 5,]

A két matrix egyenldségeébol fakaddan A - s; = A4 - s;, tehat a diagonalis matrix
elemei valoban a sajatértékek, az attérési matrix elemei pedig a hozzatartozo
sajatvektorok. Ahhoz, hogy e sajatvektorok bazist alkossanak, elegendd, ha
fiiggetlenek, hiszen n db. vektorrdl van szo. A fiiggetlenség abbol kovetkezik,
hogy az §~1 matrix 1étezik, vagyis det(S) # 0.

Tétel Ha valamely A n X n tipust matrix sajatértékei altal meghatarozott alterek (az
ugynevezett sajatalterek) dimenzidinak Osszege éppen n, akkor a matrix
diagonalizalhato.
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VEGSZO
A vizsgaval kapcsolatos altalanos tudnivalok megtalalhatok a
http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/LA/Vizsga info 2015 osz.docx linken.

A tantargyi kovetelményrendszer megtalalhat6 az alabbi linken.
http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/LA/2015 LA 1 kovetelmeny.docx

Sok sikert a vizsgahoz!

A siker érdekében itt egy kedves siini, aki er6t ad mindenkinek.
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