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Eloszo

Ez a jegyzet a BME Villamosmérnoki és Informatika Kardn a mérnok informati-
kus alapképzés els6 félévében oktatott Bevezetés a szdmitdselméletbe 1 cimi targy
hallgatéi szamara késziilt.

A két féléves Bevezetés a szamitdselméletbe (avagy BSz) tdrgy matematikai
alapozotargy; a feladata az, hogy bevezesse a mérnok informatikus alapszakra jar6
hallgat6kat a matematikdnak néhany olyan teriiletébe, amelyeket a képzés késdb-
bi targyai haszndlni fognak és amelyek nem tartoznak a matematika analizis nevii
klasszikus dgiba (ezekkel ugyanis az azonos nevii targy foglalkozik). fgy a BSz
anyaga a targy jellegébdl fakaddan tobb, egymdstdl tobbé-kevésbé elszigetelt feje-
zetre oszlik, amelyek koziil az elsé félévben kettd keriil teritékre: a linedris algebra
és a szdmelmélet. Ezekkel foglalkozik ez a jegyzet is.

A jegyzet anyaga

A jegyzet {rdsakor arra torekedtiink, hogy az minél pontosabban kovesse a BSzl1
el6addsokon elhangzo €s a vizsgdra elsajititandé anyagot. Ennek ellenére, kisebb-
nagyobb és eldre ki nem szamithat6 eltérések elkeriilhetetleniil lesznek az 6rak és
a jegyzet kozott. (Ezekben az esetekben természetesen az 6rakon elhangzé anyag —
illetve a félév végén a targy honlapjan kozzétett vizsgatételsor — a mérvadd.)

Helyenként azonban a jegyzet szdndékosan tilmegy az el6addsok varhaté anya-
gdn — ezeket a részeket apro betiis szedéssel kiilonboztettiik meg. Ezekben szerepelnek
olyan bizonyitasok, amelyek az 6rakrdl valdszintileg id6 hidnyaban kiszorulnak, né-
hanyszor pedig roviden lefrunk olyan alkalmazasokat, amelyek elsGsorban a targy
irdnt kiilonosen érdeklddok kivancsisdgat hivatottak kielégiteni. Szintén nekik sz6l
a jegyzet utolso fejezete, amelynek témdja, a végtelen halmazok szdmossdga, mar
nem része a targy anyaganak.

A jegyzet mindhdarom fejezete a matematika egy kiterjedt teriiletébe kivan beve-
zetést nyudjtani. Mindhdrom anyagrészhez b&ségesen taldlhaték (még magyar nyel-
ven is) olyan tankonyvek, amelyek a széban forgé teriiletet joval mélyebben tar-
gyaljdk — a fejezetek végén ajanlunk is ezek koziil néhdnyat. Ne varja tehdt senki
ettdl a jegyzettdl az egyes témak atfogé megalapozasat, de még az azokhoz tarto-
76 legalapvetdbb médszerek és eredmények ismertetését sem. Eppen ellenkezleg:
csupan a BSz1 targy keretei kozé elféré anyagrészek onmagédban koherens, szakma-
ilag korrekt felépitése volt a cél.
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Hibak, javitasok

Mint minden tankonyv, ez is biztosan bdven tartalmaz kisebb-nagyobb hibdkat. Le-
hetnek ezek akdr apré elirdsok, de az is el6fordulhat, hogy egy-egy ponton félre-
érthetd, vagy nehezen kovethetd megfogalmazasok szerepelnek. El6re is hdldsan
koszonjiik minden olvasénak, ha egy ilyen hibét jelez a szeszler@cs.bme.hu
email cimen.

A jegyzet ezen jelzések, valamint a targyat oktatd kollégdk tapasztalata és vé-
leménye nyoman folyamatosan véltozik (remélhetSleg az eldényére). A legfrissebb
verzié mindig elérhet6 a http://cs.bme.hu/bsz1/jegyzet/ oldalon.

Hogyan hasznaljuk a jegyzetet?

Egy sokat idézett anekdota szerint, amikor I. Ptolemaiosz kirdly megkérdezte Euk-
lideszt, a kor nagy hirli matematikusat és az Elemek cim{ alapmi szerz6jét, hogy
vajon nem lehetne-e a matematikdt az Elemekben irtakndl konnyebben elsajititani,
Euklidesz ezt valaszolta: ,,A geometridhoz nem vezet kirdlyi tt.”

Euklidesz kétségkiviil a vilagtorténelem legjelentésebb matematikai tankonyv-
ir6ja: az Elemeket még a XIX. szdzadban, a megjelenése utdn b6 2100 évvel is hasz-
naltdk a nagy eurdpai egyetemeken. Bar a BSz1 jegyzettel kapcsolatos ambicidink
ennék sokkal szerényebbek, a neves kolléga tandcsat mégis minden olvaso szdmdara
megszivlelendének tartjuk. Mai megfogalmazasban ez a kovetkezd: a matematikat
nem lehet passzivan befogadni, ez csakis a tanul6 aktiv és kreativ kozremtikodésével
lehetséges.

Arra batoritunk minden olvasét, hogy semmit ne higgyen el, amit ebben a jegy-
zetben olvas: gy6z8djon meg réla sajat maga! A definicidkat, tételeket, algoritmu-
sokat probdlja ki kiilonféle példdkon. Vigye végig, tesztelje ezeken a példdkon az
oda tartoz6 bizonyitdsokat, gondolatmeneteket is!

A jegyzet szamos feladatot is tartalmaz, megolddsokkal egyiitt. Bar ezek a BSz1
zarthelyi dolgozatokra valé felkésziilésben is segithetnek és hasonlék a BSz1 gya-
korlatokon is el6keriilhetnek, a f6 funkcidjuk itt mégis mds. A jegyzetben szerepld
feladatok sosem igényelnek ravasz gondolatokat, a tdrgyalt anyag otletes alkalma-
zasat; nem céljuk a BSz1 gyakorlatokon elvégzendé munka kivéltasa. Ehelyett a
szerepiik legtobbszor az, hogy bemutassik, testkdzelbe hozzdk egy fogalom defini-
cidjat, egy tétel allitasat, vagy egy bizonyitds gondolatmenetét egy konkrét példan
keresztiil. Igy ezek szerves részét képezik a targyalt anyagnak; ha az olvasé egy-egy
feladat megolddsanak elolvasdsa utdn gy érzi, hogy egy ahhoz nagyon hasonl6t
onélléan még nem tudna megoldani, akkor ezt bétran tekintse arra utal6 jelzésnek,
hogy a vonatkozé anyagrész megtanuldsaval kapcsolatban még van tennivaldja.

A fent emlitett anekdotat lejegyzd Proklosz szerint Euklidesz igy zarta a kiraly-
nak adott vélaszat: ,,Munka nélkiil nincs kenyér, sem geometria.”
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1. fejezet

Linearis algebra

,Matrix”, ,,determindns”, ,,sajatérték”, ,,dimenzid”. .. Ezek a szavak olyan fogalma-
kat jelolnek, amelyek 1épten-nyomon felbukkanak a legkiilonfélébb alkalmazasok-
ban, matematikan beliil és kiviil. Egy k6z6s matematikai eszkoztarhoz tartoznak —
ennek a neve linedris algebra.

A matematikdnak szdmos dga (mint példdul az analizis, a geometria, a valdszi-
niliségszamitds) haszndl linedris algebrai eszkozoket, de a mérnoki tudomanyoknak
is nehéz volna olyan teriiletét taldlni, ahol ne volna sziikség linedris algebrai isme-
retekre.

Fokozottan érvényes ez az informatikara, amelynek szinte lehetetlen felsorolni
azokat az alkalmazdsait, ahol a linedris algebra meghatarozé szerephez jut. Hogyan
jelenitsiink meg és mozgassunk egy targyat a képernyén harom dimenziéban? Ho-
gyan tovabbitsunk informéciét megbizhatéan egy megbizhatatlan csatornan? Ho-
gyan tomoritsiink egy képet gy, hogy a képfajl mérete jelentésen csokkenjen, de
ez a kép mindségét alig befolydsolja? Ezek a kérdések csak izelit6t igyekeznek adni
azokbdl a teriiletekbdl, ahol az informatikus linedris algebrai hattér nélkiil biztosan
nem boldogul.

1.1. Koordinatageometria a térben

Béarmennyire természetesnek is tlinik ma, a 17. szdzadban forradalmi 6tlet volt, hogy
a geometriai alakzatok és jelenségek algebrai eszkdzokkel is kezelhetSk. Ennek az
— altaldban Descartes-nak tulajdonitott, bar mar el6tte is hasznélt — gondolatnak az
alapja a koordindtarendszer, amelynek a segitségével a pontok a sikban szamparok-
nak, a térben szdmharmasoknak feleltetheték meg.

A kozépiskolai tanulmanyokbdl a sikbeli koordindtageometria elemei mindenki
szamdra ismertek. Ebben a fejezetben rovid bevezet6t adunk a térbeli koordinata-
geometridba; ezen belill is a térbeli egyenesek és sikok leirdsaval foglalkozunk.
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2 1. FEJEZET. LINEARIS ALGEBRA

1.1.1. A koordinatarendszer

Hasonl6an ahhoz, ahogyan a sikban két merdleges egyenes és ezeken a pozitiv irdny
és az egység kijelolése utdn minden pont egyértelmiien megfeleltethetd egy szam-
pérnak, ugyanez a térben is természetes modon megtehetd harom, paronként me-
rGleges egyenes — az x, y és z tengelyek — segitségével. Igy a tér minden P pontja
hdrom koordindtdval jellemezhet6: P(x,y,z). Példdul az a kijelentés, hogy ,.a P pont
y-koordindatdja 5” nyilvan annyit jelent, hogy a P-t tartalmazd, az x és z tengelyekkel
parhuzamos sik az y tengelyt az origétdl pozitiv irdnyban, attol 5 egységre metszi. A
térbeli koordindtarendszert szokds ugy felvenni, hogy az x, y és z tengelyek (ebben
a sorrendben) tigynevezett jobbsodrdsii rendszert alkossanak; ez azt jelenti, hogy
jobb keziink hiivelykujjat az x, mutat6 ujjat az y tengely pozitiv irdnydba kinyujtva
kozépsd ujjunk kijeloli a z tengely pozitiv irdnyéat (14sd az 1.1b dbrét).

A térbeli vektorok

A sikbeli koordinatageometria kidolgozasanak legf6bb segédeszkozei a vektorok és
a rajtuk végzett miiveletek voltak; a térben ezek ugyanilyen hasznosak lesznek. A
térbeli vektor tovabbra is irdnyitott szakaszt jelent — annak a kiegészitésnek a meg-
tartdsaval, hogy az egymassal parhuzamos, azonos iranyu és hossziisagu vektorokat
azonosnak tekintjiik. Igy az 1.1a és az 1.1b dbrdn is ugyanannak a v vektornak a
harom—harom példanyat latjuk. A vektorok tovabbra is jellemezhetSk koordinatak-
kal: az (a,b,c) szamhdrmas azt a vektort jeloli, ami (illetve amelynek az egyik pél-
dénya) az origébdl az (a, b, c) pontba mutat. Fontos tehdt észben tartani: fiiggetleniil
attol, hogy a v vektornak éppen melyik példanydval taldlkozunk (azaz a koordinata-
rendszerben épp hovi toltuk), a koordinatai véltozatlanok. fgy példdul az 1.1a dbrdn
a v koordindtéi (mindhdrom esetben) (a,b), az 1.1b dbrdn pedig v = (a,b,¢). A vek-
toroknak azt a példanyat, amelynek a kezdSpontja az origd, helyvektornak is szokas
nevezni.

I<

Y 1%
o A b v

N

3

i<

1.1a abra 1.1b abra

A valés szamokbdl all6 rendezett (vagyis a szdmok sorrendjét is tekintetbe ve-
v6) szamhdrmasok halmazat R3-bel jeloljiik, hasonléan ahhoz, ahogyan a rendezett



1.1. KOORDINATAGEOMETRIA A TERBEN 3

szampérok halmazat R? jelolte. (Itt a ,,rendezett” jelz6 természetesen nem a tagok
nagységi viszonydra utal: az (1;2) és a (2;1) egyarant rendezett parok, de kiilonbi-
z0k.) A fentiek szellemében tehat R3, illetve R? azonosithat6 a térvektorok, illetve
a sikvektorok halmazdval.

Miiveletek térvektorokkal

A sikvektorok kozotti 6sszeadas €s kivonds, valamint a sikvektor skalarral (valds
szdmmal) val6 szorzdsdnak definiciéja mindenki szdmadra ismert. Azonnal 14thato,
hogy ugyanezek a definicidk a térben is miikodnek, ezeket valtoztatas nélkiil elfo-
gadjuk. Példdul: u + v meghatdrozasdhoz felvessziik u-t (annak egy tetszSleges pél-
danyat), majd v-t Ggy toljuk el, hogy annak kezdSpontja épp u végpontjaba essen;
most az u kezd6pontjabol v végpontjdba mutaté vektor (é€s ennek minden eltoltja)
lesz u+v. (Ha pedig u vagy v a nullvektor, akkor az 0sszeg a méasikukkal egyezik
meg.) Mivel ez a definici6 valdjaban térvektorok esetén is egy sikban (az u és v al-
tal kifeszitett, origén atmend sikban) ,,zajlik”, ezért véltoztatds nélkiil miikodik — és
ugyanez elmondhaté u — v és A - v definici6jardl is, ahol A € R.

A vektorok azért annyira hasznos segédeszkozei a koordindtageometridnak,
mert a koztilk végzett miiveletek eredményeinek koordinatdi nagyon egyszertien
megkaphatdk az eredeti vektorok koordinataibol.

1.1.1. Tétel. Legyenek u = (uy,ur,u3) € R? ésv = (vi,v2,v3) € R3 térvektorok és
A € R skaldr. Ekkor

(i) u+v=(ur +vi,up+va,u3 +v3),

(i) u—v = (u; —vi,up —vy,u3 —v3) és

(iii) A-u= (Auy,Auz,Aus).

A fenti tétel tehdt azt mondja ki, hogy a térbeli vektorok kozotti miiveletek és
a koordinatdk kapcsolata analég médon miikodik azzal, ahogyan azt a sikvektorok
esetében megszoktuk. A fenti tétel természetesen nem magatdl értet6dd igazsag,
bizonyitasra szorulna. A bizonyitdst itt annak ellenére is elhagyjuk, hogy egyélta-
lan nem volna nehéz (a miveletek egyszeri tulajdonsdgaibol konnyen levezethetd);
ehelyett arra hivatkozunk, hogy a sikvektorokra vonatkozé (és igy a kozépiskolai
tanulmanyokbdl ismert) analdg tétel bizonyitdsa itt is akaddlymentesen miikodne.

A skalaris szorzat

Az u és v vektorok skaldris szorzatén definicié szerint az u-v = |u| - |v| - cos ¢ skalart
értjiik, ahol |u| és |v| a vektorok hosszdt, ¢ pedig a bezart szogiiket jelsli. (Ha pedig
u és v valamelyike 0, akkor u - v = 0.) Ismét elmondhat6, hogy a definiciét minden
valtoztatas nélkiil elfogadjuk térvektorokra is.

A skaldris szorzat gyakran a vektorok merdlegességének vizsgélatakor jut sze-
rephez: u-v = 0 akkor és csak akkor igaz, ha u és v merSlegesek (vagy ha valamelyi-
kiik 0). Valéban: cos ¢ = 0 épp ¢ = 90° esetén igaz (feltéve, hogy 0° < ¢ < 180°).
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A skaldris szorzatot megint az teszi nagyon hasznos segédeszkozzé, hogy az ér-
téke a vektorok koordindtdibol a sikvektorok esetével anal6g médon konnyen meg-
hatdrozhat6.

1.1.2. Tétel. Legyenek u = (uy,uz,u3) € R? és v = (vi,v2,v3) € R3 térvektorok.
Ekkor u-v =uivy + upvy + uzvs.

Ennek a tételnek a bizonyitdsat ismét elhagyjuk a kézépiskolai tanulmanyokbol
ismert, sikvektorokra vonatkoz6 analég allitasra, illetve annak bizonyitdsdra hivat-
kozva.

1.1.3. Feladat. Hatiarozzuk meg annak a haromszognek a teriiletét, amelynek csu-
csai A(5;4;8), B(4;—1;4) és C(3;1;2).

Megoldds: A T = “’%ﬂy teriiletképletet fogjuk haszndlni (ahol a és b a hiarom-
szog két oldala és y ezek kozbezart szoge). Kezdjik a C csicsbél induld olda-
lak, vagyis a CA és C@ vektorok hosszdnak meghatdrozdsdval. Ha a, b és c je-
I6]i az origébdl a haromszog csicsaiba mutaté vektorokat, akkor CA = a — ¢ és
CB = b — ¢ kovetkezik a vektorok kiilonbségének definicidjabol. Mivel a, b és ¢
koordin_ai)téi megegyeznek a megfeleld csicsok koordinatdival, az 1.1.1. Tételt hasz-
ndlva CA = (5;4;8) — (3;1;2) = (2;3;6) és @ =(4;—1;4)—(3;1;2) = (1,-2;2).

A vektorok hosszdnak meghatdrozdsa (a sikbeli esettel analég moddon) a
Pitagorasz-tétel segitségével lehetséges. Példaul a a vektor esetében annak a tégla-
testnek a testatlgjat keressiik, amelynek két dtellenes csicsa az origd, illetve (2;3;6).
A Pitagorasz-tétel szerint az origé tdvolsdga a (2;3;0) ponttSl v/22 + 32. Ismét alkal-
mazva a Pitagorasz-tételt (az origd, a (2;3;0) és a (2;3;6) csucsok dltal meghatdro-
zott derékszogli hdromszogre) kapjuk, hogy |C7§| = /22432462 = 7. Hasonléan
adédik, hogy |CB| = /12 + (—2)2 1 22 = 3.

A CA és @ vektorok ¥ szogének meghatarozasdhoz a skaldris szorzatot hasz-
naljuk: egyrészt a definiciébol acgiik, hogy CA-CB— \CT/ﬂ . \§| -cosy=7-3-cosY,
mésrészt az 1.1.2. Tétel szerint CA-CB =2 1 +3-(—2)+6-2 = 8. Ezekbdl tehat
cosy = 2@1

Innen a sin’ Y+ cos? y = 1 Ssszefiiggésbdl (felhasznalva, hogy ¥ 180°-ndl nem
nagyobb, igy siny > 0) adddik, hogy siny = % Ebbdl tehat a haromszog teriilete:

_ 73siny _ /377
T = — =5

(Késbbb kevesebb szamolast igényld mddszert is megismeriink ennek a feladat-
nak a megolddsara; 14sd az 1.4.18. Feladatot.) d

1.1.2. Az egyenes egyenletrendszere

A sikban megszoktuk, hogy ha egy e egyenesnek mar ismerjiik egy adott Py pontjat,
akkor e meghatarozdsdhoz elég megadni akdr egy irdnyvektorat, akar egy normal-
vektorat — a kettd kozott az atjards egyszerli. A térben mar mds a helyzet: hidba
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ismerjiik e egy normalvektorat (vagyis egy e-re merdleges vektort) és Py-t, ezéltal e
még nincs egyértelmiien megadva. Valéban: képzeljiik el, hogy egy, az n vektorral
parhuzamos tengely koriil propeller médjara forgatjuk a Py-on dtmend, n-re merd-
leges egyenest; ekkor a propeller minden dlldsdban olyan egyenest kapunk, amely
Py-t tartalmazza és merSleges n-re.

A térben ezért egy e egyenes megaddsdhoz egy adott Py(xo,y0,z0) pontja mellett
egy v = (a,b,c) (v # 0) irdnyvektordt adhatjuk csak meg (vagyis egy e-vel parhuza-
mos vektort). A kérdés az, hogy Py és v ismeretében hogyan kaphatjuk meg e 6sszes
tobbi pontjat, illetve hogyan tesztelhetjiik, hogy egy tetszSleges P(x,y,z) pont rajta
van-e e-n.

Nyilvan eljuthatunk e minden P pontjahoz — €s csak ezekhez, — ha Py-bol felmér-
jiik a v irdnyvektor minden lehetséges skaldrszorosét (1.2. dbra). Ha tehat P(x,y,z)
egy tetszbleges pont a térben és Py illetve p jeldli az origébol Py-ba, illetve P-
be mutaté vektorokat, akkor P € e akkor és csak akkor igaz, ha P =0, +A-y
fenndll egy alkalmas A € R skaldrra. Mivel p = (x,y,z) és az 1.1.1. Tétel szerint
Pyt A-v=(xo+A-a,yo+A-b,z0+ A -c), ez az aldbbival ekvivalens:

x=xp+A-a

y=yotA-b

z=2+Ac (L.LI)
A eR

Ezt az egyenletrendszert az egyenes paraméteres egyenletrendszerének szokés
nevezni. Ha a A paramétert képzeletben végigfuttatjuk a valés szdmegyenesen, ak-
kor az 1.1.1. egyenletrendszer &ltal megadott (x,y,z) pont végigfut az e egyenesen.

y
ePO

R

<

IS

1.2. abra

1.1.4. Feladat. Hol dofi a Py(8;—8;15) ponton dtmend, v = (2;—3;5) irdnyvek-
tord egyenes az x és y tengelyeket tartalmaz6 sikot?

Megoldds: Az egyenes paraméteres egyenletrendszere: x = 8 +2A, y = —8 — 34,
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z=1545A. Az x és y tengelyeket tartalmazé sikon azok a pontok vannak, ame-
lyeknek a z koordindtdja 0. A z = 15451 = 0 egyenletb6l A = —3 adddik. Ezt az
egyenletrendszerbe visszahelyettesitve: x =2,y = 1. Igy a doféspont: (2;1;0). O

Mikozben az egyenes paraméteres egyenletrendszere sokszor jol hasznélhatd,
mégsem tolti be azt a feladatot, amit a sikban az egyenes egyenletétdl elvartunk:
nem vdlaszolja meg (kozvetleniil) azt a kérdést, hogy egy adott pont rajta van-e az
egyenesen vagy sem. Példdul: rajta van-e a Q(12;—14;20) pont az 1.1.4. Feladat-
ban szerepl$ e egyenesen? A paraméteres egyenletrendszer szerint a vélasz akkor
lenne igenls, ha a 12 = 8 +2A, —14 = —8 — 34, 20 = 15+ 5 egyenletek teljesiil-
nének valamely A-ra. [lyen A azonban nincs, mert az els$ két egyenletbSl A = 2, az
utolsébdl A = 1 adbdna; igy Q ¢ e. Ha ugyanezt a kérdést az R(6;—5;10) pontra
tessziik fel, akkor a 6 = 8 + 24, —5 = —8 — 314, 10 = 15+ 51 egyenletek mind-
egyikébdl a kozos A = —1 érték adddik; igy R € e (hiszen A = —1-et a paraméteres
egyenletrendszerbe helyettesitve épp R-et kapjuk). Ha most a kérdést egy altalanos
P(x,y,7) pontra tessziik fel, azt mondhatjuk, hogy P € e pontosan akkor igaz, ha az
e paraméteres egyenletrendszerének mindhdarom egyenletébdl A-t kifejezve ko6zos
értéket kapunk:

x—8 y+8 z—15
2 -3 5

1.1.2)
Valéban: ha ez a két egyenlet teljesiil, akkor )%8, % és % ko6z06s értékét A-nak
vélasztva a paraméteres egyenletrendszer épp P-t adja. Az 1.1.2. egyenletrendszer
pedig mdr abban az értelemben irja le e-t, ahogyan azt az egyenes sikbeli egyenle-
tétdl elvartuk: alkalmas a P € e allitas igazsaganak tesztelésére.

Természetesen a fenti gondolatmenet tetszSleges e egyenesre megismételhetd,
ez kovetkezik az aldbbi tétel bizonyitdsdban. Azonban sajnos nem minden esetben
miikodik minden pont gy, ahogyan azt a fenti példaban lattuk: az 1.1.2. egyen-
letrendszerben az irdnyvektor koordinatdi a nevezdbe keriiltek, ami nyilvdn nem
torténhetett volna meg, ha koziilikk valamelyik nulla.

1.1.5. Tétel. Legyen adott az e egyenesnek egy Po(xo,y0,20) pontja és egy
v=(a,b,c), v # 0 irdnyvektora. Ekkor egy tetszdleges P(x,y,z) pontra P € e pon-
tosan akkor igaz, ha

L X—X0o Y—Yo Z
a b

@ X — X0 _ y—=Xo

_Zo,felte’ve hogya#0,b#0¢ésc#0;
c

és 7 = 70, feltéve hogy a # 0 és b £ 0, de ¢ = 0 (és ezzel
a
analog dllitdas igaz, ha v koordindtdi koziil pontosan egy 0, de az nem c);
(iii) x = x9, y = yo, feltéve hogy a=b =0, de ¢ # 0 (és ezzel analdg dllitds igaz,
ha vy koordindtdi koziil pontosan egy nem nulla, de az nem c).

Bizonyitds: P € e pontosan akkor igaz, ha e 1.1.1 paraméteres egyenletrendszere
valamely A € R értékre P-t adja. Az a # 0, b # 0, ¢ # 0 esetben tehdt a harom
egyenletbSl A-t kifejezve kozos értéket kell kapnunk, ami épp a tétel (i) 4llitasdra
vezet (6sszhangban az 1.1.2 példaval). Haa # 0, b # 0, de ¢ = 0, akkor a megfeleld
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A 1étezése épp azt jelenti, hogy a z = 7 egyenlet fenndll (ez a paraméteres egyenlet-
rendszer harmadik egyenlete) és az els6 két egyenletbdl A-t kifejezve kozos értéket
kapunk; ez épp a tétel (ii) allitasa. Végiil az a = b = 0, ¢ # 0 esetben a paraméteres
egyenletrendszer els két egyenlete az x = xp, y = yo alakra egyszer(isodik, mig a
harmadik egyenlet mindig kielégithetS a A = < vélasztassal. O

Az 1.1.5. Tételben szerepl$ alakot szokds a térbeli egyenes (nem paraméteres)
egyenletrendszerének nevezni. Fontos kiemelni, hogy a térbeli egyeneseket csak
egyenletrendszerrel lehet leirni, az ,,egyenes egyenletérél” beszélni a térben értel-
metlen.

1.1.6. Feladat. Rajta van-e a P(8;4;2) és O(17;4;—1) pontokon dtmens e egye-
nesen az R(23;4;—3) pont?

Megoldds: e-nek irdnyvektora a @ vektor, amit a Q-ba és P-be mutaté helyvekto-
rok kiilonbségeként kaphatunk meg: ﬁé = (17;4;—1) — (8;4;2) = (9;0; —3). Ké-
nyelmi okokbdl hasznalhatjuk ennek a harmadat is, a v = (3;0;—1) irdnyvektort.
Pésy alapjan felirhatjuk (az 1.1.5. Tétel (ii) allitasa szerint) e egyenletrendszerét:
% = Z; y = 4. Ebbe az R koordinatiit helyettesitve: 23 8 — _3 2 4 = 4. Mivel
az egyenletrendszert R kielégiti, R € e igaz. (Hasznalhatnank az egyenletrendszer
felirdsandl P helyett Q-t is, illetve v helyett Av-t is barmely A # O-ra. Az igy ka-
pott egyenletrendszerek mas-mds alakdak volnanak, de mindegyikiik e-t irnd le. De
megoldhato a feladat az e egyenletrendszerének felirdsa nélkiil is: PR = (15;0;—5),
igy P 5@ mivel P_}% és @ parhuzamosak, ezért P, Q és R egy egyenesen
vannak.) O

1.1.3. A sik egyenlete

Egy térbeli S sikot mar nem lehet megadni egy Py pontjdval és egy v ,irdnyvekto-
raval” (vagyis egy S-sel parhuzamos v vektorral), mert Py és v nem hatdroznd meg
egyértelmiien S-et. Valéban: ha egy sikot a Py-on dtmend, v irdnyvektord egyenes,
mint tengely koriil forgatndnk (hasonléan ahhoz, ahogyan egy kdnyv gerince koriil
a lapjai forognak), a sik minden éllasdban v-vel parhuzamos, Py-on atmend sikot
kapnénk.

Ezért az S sik lefrasdhoz egy Py pontjan kiviil egy rd merdleges n normalvektort
adunk meg. A kérdés természetesen az, hogy Py és n ismeretében hogyan irhatjuk
le a sikot, hogyan tudjuk egy tetszleges P pontrdl eldonteni, hogy S-en van-e. Az
alabbi tétel erre ad valaszt; mind a tétel allitdsa, mind pedig a bizonyitdsa analdg lesz
a sikbeli egyenes normalvektoros egyenletével kapcsolatos (kozépiskolaban tanult)
ismeretekkel. A tételben megjelend egyenletet a sik (térbeli) egyenletének szokds
nevezni.
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1.1.7. Tétel. Legyen adott az S siknak egy Po(xo,Y0,20) pontja és egy n = (a,b,c),
n # 0 normdlvektora. Ekkor egy tetszdleges P(x,y,z) pontra P € S pontosan akkor
igaz, ha ax+ by + cz = axo + byo + czo.

Bizonyitds: P € S pontosan akkor igaz, ha a Iﬁ vektor pdrhuzamos S-sel (lasd
az 1.3. abrét). Itt P(7 = p — po, ahol p és 2% megfelel6 pontokba mutaté hely-

vektorok. fgy az 1.1.1. tétel szerint }ﬁ = (X —X0,Y —Y0,2—20)-

1.3. abra

Po—f5 pedig pontosan akkor parhuzamos S-sel, ha merdleges n-re. Ez viszont (a
skaldris szorzat definicidja szerint) pontosan akkor igaz, ha PyP-n =0. Az 1.1.2.
Tétel szerint Iﬁ’ n=(x—xp)a+(y—vo)b+ (z—z0)c. Igy Iﬁ -n = 0 beszorzas és
atrendezés utan épp az ax + by + cz = axg + by + czp egyenletre vezet. a

1.1.8. Feladat. Rajta van-e a Py(5;—2;4) ponton dtmend, az 5= = *¢> =2
egyenletrendszer( e egyenesre merdleges S sikon a Q(4; —1;1) pont?

Megoldds: Az S egy pontjat ismerjiik, igy az egyenletének felirdsdhoz egy normal-
vektorat kell megkeresniink. Mivel e merdleges S-re, ezért e irdnyvektorai azonosak
S normadlvektoraival. e egy v, irdnyvektorat kiolvashatjuk az egyenletrendszerébdl:
v, = (2;6;1). (Ehhez a mésodik egyenlet jobb oldalén 4116 z tagot % alakban fog-
tuk fel. Az irdnyvektor ,kiolvasdsa” részletesebben azt jelenti, hogy ha felirnank a
v, = (2;6;1) irdnyvektord, a (9; —5;0) ponton dtmend f egyenes egyenletrendszerét
az 1.1.5. Tétel szerint, akkor épp a feladatbeli egyenletrendszert kapnank. Mivel az
egyenletrendszereik azonosak, ezért e = f, igy v, valdban irdnyvektora e-nek.)
Megkaptuk tehdt S egy normdlvektorat: n, = v, = (2;6;1). Ez és P, alapjan mar
felirhatjuk S egyenletét: 2x+6y+z=2-5+6-(—2)+ 1-4, vagyis 2x+ 6y +z =2.
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Ebbe a QO pont koordinétdit behelyettesitve azt kapjuk, hogy az egyenlet nem
teljesiil (3 #2), ezért Q ¢ S. O

1.1.9. Feladat. Irjuk fel az A(3;3;1), B(5;2;4) és C(8;5;0) pontokra illeszkedd S
sik egyenletét.

Megoldas: Elegendd S egy n normalvektorat meghatdroznunk, hiszen S-nek harom
adott pontjét is ismerjiik. Olyan vektort keresiink tehat, ami S-re, és igy az 1@ és R
vektorokra is merSleges.

ﬁ-t és R't a mar latott médon, helyvektorok kiilonbségeként kapjuk:
AB = (5;2;4)—(3;3;1) = (2;—-1;3) és AC = (8;5;0) —(3;3;1) = (5;2;—1).

Legyen a keresett normdlvektor n = (a,b,c). Mivel n merdleges zﬁ—re és A?‘—re,
ezért zﬁ-g =0 és Rﬁ = 0. Az 1.1.2. Tétel szerint ez a 2a — b+ 3¢ = 0,
S5a+2b — c = 0 egyenletrendszerre vezet. A masodik egyenletbdl ¢ = 5a + 2b, ezt
az elsébe helyettesitve: 17a + 5b = 0. Ennek megoldasa példaul az a =5, b = —17,
amibél ¢ = 5a+2b = —9. Igy n = (5;—17; —9) normalvektora S-nek. Ez és (példa-
ul) A segitségével felirva S egyenletét: Sx — 17y —9z=5-3—17-3—9-1, vagyis
S5x—17y—9z = —45.

(Nem szabad meglep6dniink azon, hogy n keresésekor egy harom ismeretlenes,
de csak két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert kaptunk, hiszen S-nek nyilvan végte-
len sok kiilonb6z6é normalvektora van.)

Késébb kevesebb szamolast igénylé mddszert is megismeriink ennek a feladat-
nak a megoldésara; 1asd az 1.4.17. Feladatot. O

Az 1.1.7. tételnek fontos kovetkezménye, hogy minden linedris, vagyis
ax+ by + cz = d alaki egyenlet (ahol a,b,c,d € R rogzitett szamok és x,y, z valto-
z0k) a térben sikot hatdroz meg. Valoban: ha vélasztunk egy tetszdleges xo, Yo, 20
szdmhdrmast, ami az egyenletet kielégiti (ezt nyilvdn meg lehet tenni), akkor
a Py(x0,y0,z0) pontra illeszkedd, n = (a,b,c) normélvektord sik egyenlete épp
ax+by+cz=d lesz.

Erdemes ennek a megfigyelésnek a birtokaban az egyenes 1.1.5. Tételben megis-
mert egyenletrendszerére visszatekinteni, hiszen a rendszert alkoté mindkét egyen-
let (atrendezés utan) linedris egyenlet (amelyben legaldbb egy valtozé egyiitthatdja
0). Az egyenletrendszer megolddshalmaza tehat azon pontokbdl all, amelyek a két
megfeleld sikon rajta vannak — vagyis az egyenletrendszer két stk metszésvonala-
ként irja le az egyenest. (Az a tény pedig, hogy a sikok egyenletében egy valtozo
egylitthatdja O annak felel meg, hogy a sikok a megfelel6 tengellyel parhuzamosak.)

1.2. Az n magas szamoszlopok tere

A sci-fi irodalomban nem kiilondsebben jartasak is minden bizonnyal hallottdk mar
a ,,négydimenzios tér” kifejezést és sokakban kelt ez a név borzongé hitetlenkedést:
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hogyan is lehetne négy, paronként mer6leges egyenes éltal alkotott koordinatarend-
szert elképzelni? Ebben a fejezetben megismerjiik a kidbrandité vélaszt: sehogyan
sem, viszont a négy-, vagy akar n-dimenzids tér fogalma viszonylag egyszert és a
geometridtdl teljesen fiiggetlen.

1.2.1. R" fogalma

Tudjuk, hogy a (kéznyelv szerint is két-, illetve haromdimenzids) sik, illetve tér
pontjai szdmparoknak, illetve szamharmasoknak feleltethet6k meg. Ennek mint4;ja-
ra természetesen adédik a gondolat: bevezethetjiik az n darab szdm dltal leirt ,,pon-
tokat” is, amelyeknek a halmazat R” fogja jelolni. Az igy alkotott fogalmat igazan
hasznossa az fogja tenni, ha a sik- és térvektorok korében megszokott vektormiivele-
teket is atorokitjikk az 1.1.1. Tétel szellemében — és ennek megfeleléen R” elemeit is
inkabb vektoroknak, mint pontoknak fogjuk hivni. Mig a koordindtageometridban a
vektorokat dltaldban sorvektorként irtuk — vagyis a koordindtdk egymas mellett, egy
sorban élltak, — addig a linedris algebrdban 4ltaldnos n esetén inkabb haszndlatos
az oszlopvektoros jelolés, ahol a koordindtdk egymds alatt, egy oszlopban helyez-
kednek el. A kett6 kozott nyilvan nincs érdemi kiilonbség, az oszlopvektoros jelolés
haszna kés6bb fog megmutatkozni.

1.2.1. Definicio. Tetszdleges n > 1 egész esetén az n darab valds szdmbdl dllo
szdmoszlopok halmazdt R" jeloli. Az R"-en értelmezett, ,,+ ”-szal jelolt 6sszeadast
és tetszOleges A € R esetén a ,,-”-tal (vagy egyszeriien egymds mellé irdssal) jelolt
skaldrral val6 szorzast az aldbbi egyenldségek szerint értelmezziik:

X1 i X1 +y1 X1 Axy

X2 2 X2 +y2 X2 Axz
_|_ . e . éS A« : . - .

Xn Yn Xn+Yn Xn Axn

R" elemeit vektornak nevezziik, ezeket alahiizott latin betd (v, g, stb.) jeloli.
A vektorokat alkoté szamokat a vektor koordindtdinak hivjuk. Ha a vektort koor-
dinatdival adjuk meg, akkor ezeket (a fenti definiciéban latott médon) gombolyt
zéréjelek kozé irjuk. Igy példaul legyen R*-ben

1 5 6 -2
21,10 _ 2 , | -4
v=|5 [ésw=| _ ,ekkorv+w = > és (—2)v= 6
4 V2 4+V2 -8

A vektor fogalma tehit ezentil nem jelent irdnyitott szakaszt, csak egy szdmoszlo-
pot. Az iranyitott szakaszoknak a k6zépiskolabol ismert fogalmara (a félreértések el-
keriilése végett) a tovabbiakban sikvektorként vagy térvektorként hivatkozunk. Meg-
jegyezziik, hogy R"-et szandékosan nem neveztiik ,,az n-dimenzids térnek”, mert ezt
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a fogalmat késébb ennél altaldnosabb értelemben fogjuk bevezetni (1asd az 1.2.20.
Definicioét), noha R"-rél is ki fog deriilni, hogy n-dimenzids.

A fenti definiciéban nem vezettiik be kiilon az R"-beli kivonds miiveletét. Erre
nincs is sziikség: u — v alatt az u+ (—1) - v Osszeget fogjuk érteni (és ez az 1.2.1.
Definici6 szerint valéban koordindtdnkénti kivondst jelent, 6sszhangban a sikban és
térben megszokottakkal).

Nullvektornak hivjuk és 0-val jeloljiik azt az R"-beli vektort, amelynek minden
koordinatija 0. Ez ,,0rokli” a térbeli nullvektornak azt a tulajdonsagat, hogy a vele
végzett 6sszeadds azonos a valtozatlanul hagydssal: v+ 0 = v igaz minden v € R”"-re.

Fontos kiemelni, hogy n > 4 esetén az R"-beli vektoroknak mar nincs kézvetlen
geometriai jelentése. Persze megprobalhatjuk algebrai titon megfogalmazni azoknak
a fogalmaknak és allitdsoknak a megfeleljét tetszSleges n-re is, amelyeket n < 3
esetén még ,latunk” €s ez gyakran hasznos és gyiimolcsozd lesz — 1athatova azon-
ban nem tesz semmit. Példdul: az egyenes 1.1.1. paraméteres egyenletrendszere altal
megihletve definidlhatjuk az R”-beli egyenes fogalmat is, mint a | 2% A -v alakban
kifejezhet6 vektorok halmazat, ahol PyiY € R" rogzitett vektorok és A € R skaldr.
De még ha el is fogadjuk ezt a definiciot (amely bizonyos alkalmazasokban valéban
hasznos, bar ebben a jegyzetben tobbet nem keriil eld), egy ,,szdzdimenzids egye-
nes” akkor sem lesz mds, mint bizonyos szdz magassagi szamoszlopok halmaza, a
vizudlis fantdzidnk szdmadra értelmezhetd tartalma nincs. Ennek megfeleléen fontos
megérteni az elvi kiillonbséget az 1.1.1. Tétel €s az 1.2.1. Definici6 kozott: az példa-
ul, hogy a térvektorokat koordinatanként kell 6sszeadni egy tétel, amely levezethetd
a térvektorok (mint irdnyitott szakaszok) 6sszeaddsanak tulajdonsdgaibdl; ugyanez
R”-ben mar semmibdl nem levezethetd, hanem definici6 kérdése.

Természetes gondolat volna a skaldris szorzdst is kiterjeszteni R"-re az 1.1.2. T¢é-
tel nyomdokain. Az igy kapott fogalom valéban fontos és hasznos, de (ebben a jegy-
zetben) csak egy éltalanosabb fogalom specidlis eseteként fogunk vele talalkozni
(lasd az 1.5.5. Definiciot).

A kovetkez? tétel azt mondja ki, hogy azok a miiveleti tulajdonsdgok, amelyeket
a sik- és térvektorok esetén megszoktunk, igazak maradnak R"-ben is.

1.2.2. Tétel. Legyen u,v,w € R" és A, € R. Ekkor igazak az aldbbiak:
(i) u+v=yv+u, (vagyis az R"-beli dsszeadds kommutativ);
(ii) (u+ v) +w=u+ (y—i—y), (vagyis az R"-beli ¢sszeadds asszociativ);

(i) A (u+v)=A- g—i—), V;
(iv) A+p)v=24-v+u-v
(v) A-(u-v)=(Au)-v

Bizonyitas: A felsorolt tulajdonsdgok mindegyike azonnal kovetkezik a valés sza-
mok miiveleti tulajdonsdgaibodl. Illusztracidképp részletesen leirjuk a (iii) tulajdon-
X1 Y1
X2 Y2

oS
w

I<
I

sdg bizonyitdsat, a tobbit az olvasora hagyjuk. Legyen u =

Xn Yn
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X1 +y1 A(xr+y1)
X2 +y2 A(x2+y2)
Ekkor az egyenlGség bal oldala: A - (u+v) = A - . = . LAz
Xn+Yn )L(X” +yn>
Ax Ay Axi+ Ay
Axp Aya Axo+ Ays
egyenlet jobb oldala: A -u+A-v= . + . = . . Lathato,
Axy Afyn Ax, + A'yn
hogy az egyenlet két oldaldn 4116 vektorok valéban azonosak. |
1.2.3. Feladat. Legyen R*-ben
1 0 0 2
-1 1 ol . , | -9
a=| o= 1 |:c=| (|4d=]| 4
0 0 —1 3

a) Kifejezhet6-e d az a, b és c vektorokbdl (az R*-beli miiveletekkel)?
b) Mely v vektorok fejezhetSk ki az a, b és ¢ vektorokb6l? Adjunk olyan felté-
telt, amelynek segitségével v ismeretében a valasz gyorsan megadhatd.

Megoldas: Hogyan lehetne attekinteni, hogy a, b és ¢ felhasznalasaval mely v-k
fejezhetSk ki? Elsére azt hihetnénk, hogy az Osszes ilyen v leirdsa reményteleniil
bonyolult feladat, hiszen olyan komplikdlt kifejezéseket épithetiink, mint péld4ul
v=06(7(3a—5¢c)+2(b—4a)) — %Q, és ez még a ,szelidebbek” koz¢é tartozik. De
azonnal latszik, hogy az 1.2.2. Tételbeli tulajdonsdgokat hasznélva ez a kifejezés
joval egyszeriibb alakra hozhatd: elvégezve a beszorzdsokat és Osszevondsokat a
v=118a+ % b — 210c alakot kapjuk. Ebbdl a tapasztalatb6l kiindulva nem nehéz
meggy6zddniink arrdl, hogy minden olyan v vektor, amely g, b és ¢ felhasznalasdval
kifejezhet6, felirhaté v = aea + Bb + yc alakban, ahol o, B, 7 € R.

Az a) feladat megolddsa tehdt arra egyszertisodik, hogy olyan o, 3 és 7 skaldro-
kat keressiink, amelyekre aa + b+ yc = d. Behelyettesitve a négy vektor konkrét
értékét és elvégezve a miiveleteket:

a 0 0 a
| _ B B 0] . | —a+pB
aQ— 0 7BQ_ _ﬁ 7’YQ— ,}, ,lgyag+[3b+}’g— _B+y
0 0 -y -7

Tehdt oca+ Bb+ yc = d ekvivalens az ¢ =2, —a+ B =-9, - f+y=4, —y=3
linedris egyenletrendszerrel. Az elsé és utolsé egyenletekbdl o =2 és y = —3, eze-
ket felhaszndlva pedig a maradék két egyenlet egyardnt § = —7-et ad. Ezzel tehat
az a) feladatot megoldottuk: a valasz igen, d = 2a — 7b — 3c.

Persze d helyett mast valasztva nemleges valaszra is juthattunk volna: ha a ko-
78psé két egyenlet mds-mds értéket adott volna fB-ra és igy az egyenletrendszer
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ellentmondasra vezet. A b) feladat megolddsdhoz tehat vegyiink egy tetszdleges

p
V= Z vektort és jarjuk végig az a) feladat megoldasat djra, de most d he-

s
lyett v-vel. A gondolatmenet azonos, csak a kapott egyenletrendszer més: o = p,
—o+B=¢q —B+y=r, —y=s, ahol tehit o, B és y tovdbbra is a véltozdok és
P,q,r,s paraméterek (vagyis ezek értékének a fiiggvényében kell eldonteni, hogy
az egyenletrendszer megoldhat6-e). Az elsd és utolsé egyenletbdl a = p, ¥ = —s,
ezeket a masik kett6be helyettesitve B = p+ ¢ és B = —s —r. Az egyenletrendszer
tehdt akkor lesz megoldhatd, ha a f-ra kapott két érték azonos és igy nem jutunk
ellentmonddsra: p+q = —r —s. Atrendezés utdn a p + g+ r+ s = 0 feltételre ju-
tunk, vagyis azt mondhatjuk, hogy azok és csak azok a vektorok fejezhetdk ki g, b
és ¢ felhaszndlasaval, amelyekben a négy koordinata 6sszege 0. (Ez példaul d-re is
teljesiil, osszhangban az a) feladat eredményével.) a

1.2.2. R" alterei

Geometriai szemléletiink alapjan vildgos, hogy a tér végtelen sok kiilonboz6 pél-
danyban tartalmazza a sikot — hasonldéan ahhoz, ahogyan a sik végtelen sok pél-
danyban tartalmazza az ,,egydimenzids teret”, az egyenest. A kovetkez$ definicié
ezt a jelenséget igyekszik 4dltaldnositani R"-re is — noha fontos mar most rogziteni,
hogy a kapott fogalom nem lesz teljesen azonos a szemlélet dltal sugallt képpel,
péld4aul nem minden térbeli sik lesz altere a térnek (csak az origdn dtmendk).

1.2.4. Definicio. Legyen 0 £V C R" az R”" tér egy nemiires részhalmaza. V-t az
R" alterének nevezziik, ha az aldbbi két feltétel teljesiil:

(i) barmely u,v €V esetén u+v €V isigaz;

(ii) barmelyv eV, A € Resetén A -v €V isigaz.
Azt a tényt, hogy V altere R"-nek, igy jeloljiik: V < R".

A definicioban szerepld két feltétel teljesiilését roviden ugy fejezziik ki, hogy
V zdrt az dsszeaddsra és a skaldrral szorzdsra (vagyis barmely két V-beli vektor
Osszege, illetve barmely V-beli vektor tetszdleges szamszorosa V-beli). V = R" és
V = {0} (vagyis a csak a nullvektort tartalmazé részhalmaz) nyilvan teljesitik eze-
ket a feltételeket, igy alterek; ezeket trividlis altérnek hivjuk. A definiciébdl az is
kovetkezik, hogy 0 € V minden V < R” altérre igaz: valéban, a (ii) tulajdonsagot
0 € R-re és egy tetszdleges v € V-re alkalmazva kapjuk, hogy 0 =0-v € V.

1.2.5. Feladat. Alteret alkotnak-e az alabbi R”-beli részhalmazok?

a)V1:{<§> eR2:x20ésyzo}
b)sz{(;> eRZ:x-yzo}
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() e}

x
(y €R3: 12x — 23y +34z =46
z

C) V3=

{
]
{

=

e) Vs = (y €R3:12x—23y+34z=0

f) Vg = €R41X1+X2+X3+X4:O

Megoldds: a) V) tehat azokbdl a sikvektorokbdl éll, amelyeknek mindkét ko-
ordindtdja nemnegativ. V| zart az Osszeaddsra (két Vi-belit Osszeadva mindig

Vi-belit kapunk), de nem zért a skaldrral szorzdsra: példaul v = (}) eV, de

(—1)y= ( :% ) ¢ V). Ezért V| nem altér.
b) V, zart a skaldrral szorzdsra, de nem zirt az Osszeaddsra: példaul

u= <(1)> ceVyésy= <_(1)> eV, deutyv= <_}) ¢ V,. Ezért V, sem altér.
O Legyen v €V, vagis 1= (2) Csv= <Z> valamely p,q € R értékekre.

Ekkor u+v = (2 IZ) € Vi, vagyis V3 zart az 0sszeaddsra. Hasonldan latszik,

hogy V3 a skaldrral szorzdsra is zart: ha u = (Z) € Vs, akkor Au = (12) e Vs.

Ezért V3 < R? altér. Ugyanezt geometriai érveléssel is megmutathatjuk: V3 azx =y
egyenletd, (origén 4tmend) egyenes vektoraibol dll, igy barmely két V3-beli Osszege,
illetve barmely V3-beli tetsz6leges skaldrszorosa is nyilvan ugyanezen az egyenesen
van, vagyis V3-beli.

0 0
d)Példauly=| -2 | € Vy,de2v=v+v=| —4 | ¢ V4. Ezért V, egyik mi-
0 0

veletre sem zért, igy nem altér. Indokolhatjuk ezt azzal is, hogy 0 ¢ V4, pedig fentebb
megmutattuk, hogy 0 minden altérnek eleme. Geometriai érveléssel is latszik, hogy
V4 nem altér: az 1.1.3. pontbdl tudjuk, hogy V4 egy S sik vektoraibdl (vagyis az ori-
g6bol a 12x — 23y + 34z = 46 egyenletl sik pontjaiba mutatd vektorokbdl) all; mivel
S az origét nem tartalmazza, ezért példaul két Vs-beli 6sszege mar nincs S-en.

e) A feladat annyiban kiilonbozik az el6z6t6l, hogy Vs mar egy origén atme-
nd S sik vektoraibdl all. A térvektorokra vonatkozd 6sszeadds és skaldrral szorzds
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(geometriai) definici6jabdl vildgos, hogy két S-re illeszkedd vektor Osszege, illetve
barmely S-re illeszked6 vektor minden skaldrszorosa is S-beli. Ezért V5 < R3 altér.
f) R*ben a geometriai szemlélet mar nyilvin nem segithet, legyen ezért

X1 Vi xX1+y1

u= 2 eEVgésyv= 2 € Vg. Ekkor u+v = 2ty . Mivel u,v € Vg,
X3 3 x3+y3
X4 Ya X4+ Y4

ezért x; +x2 +x3+x4 =0 és y; +y2+y3+y4 =0. Ezt a két egyenletet Osszead-
va: (x1 +y1) + (x2 +y2) + (x3 +y3) + (x4 + y4) = 0, ami mutatja, hogy u+v € V.
Hasonléan: az x; + x» + x3 + x4 = 0 egyenletet A-val szorozva kapjuk, hogy
/'Lxl
A,X2
A)C3
Axa

A fenti feladat c) és e) részének megolddsdval anal6g mdédon lehet megmutatni,
hogy R2-ben minden origén dtmend egyenes, R3-ben pedig minden origén atmend
egyenes és sik alteret hatdroz meg. Késébb ki fog deriilni, hogy ezeken és a trividlis
altereken kiviil nincs is més altér R2-ben, illetve R3-ben.

Axi+Axy +Axs 4+ Axg =0, vagyis Au = € V. Tehat Vg < R* altér. O

1.2.3. Generalt altér

Ismert kozépiskolai gyakorléfeladat, hogy két, nem parhuzamos sikvektorb6l mar
a stk barmely vektora kifejezhet6. Az aldbbi 4llitds ennek a térbeli megfeleldjét is
kimondja.

1.2.6. Allitas.

(i) Legyenek a,b € R® nem pdrhuzamos, az origon dtmend S sikba esé vek-
torok. Ekkor minden, az S-re illeszkedé v € R3 vektor kifejezheté6 v = aa + Bb
alakban.

(ii) Legyenek a,b,c € R olyan térvektorok, amelyek nem illeszkednek kizos
(origon dtmend) sikra. Ekkor minden v € R3 vektor kifejezheté v = aa+ Bb+ yc
alakban.

Bizonyitds: Legyen vy = &3, ahol O jeloli az origét. (i) bizonyitdsahoz legyen az
O-n 4atmend, a irdnyvektord egyenes e, a P-n dtmend, b irdnyvektort egyenes pedig
f. Mivel e és f nem parhuzamos, k6zos sikba esd egyenesek, ezért 1étezik a Q
metszéspontjuk. Ekkor v = OQ + QP és mivel @, illetve @5 parhuzamosak a-val,
illetve b-vel, ezért OQ = aa és éﬁ = Bb alkalmas o, 8 € R skaldrokra.

(ii) bizonyitasdhoz legyen S az a és b altal kifeszitett (O-n dtmend) sik s messe
a P-n atmend, ¢ irdnyvektord egyenes S-et az R pontban. Ekkor v = 5?? +I¥, ahol
ﬁ = 7Yc alkalmas y € R-re (mert ¢ parhuzamos ﬁ—vel) és O? = aa+ Bb alkalmas
o, B € R skalédrokra az (i) éllitdst felhasznalva. O

A fenti tételben megjelend aa + Bb + yc kifejezést éltaldnositja az aldbbi defi-
nicio.
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1.2.7. Definicié. Legyenek vy,v,,...,v; € R" vektorok és Ay, A2,..., A € R skald-
rok. Ekkor a Ay + A2y, + ...+ Agvy vektort a vy, vy, ..., v, vektorok Ay, Az, ..., A
skaldrokkal vett linearis kombinaciéjanak nevezziik.

A linedris kombinacié tehat nem mads, mint hogy néhiny adott vektor mind-
egyikét megszorozzuk egy-egy skaldrral és a kapott vektorokat 6sszeadjuk. Linedris
kombindcié akdr egyetlen vektorbdl is készithets: v-nek Ay linedris kombinécidja.
S6t, elfogadjuk azt a megéllapodast (mert késébb kényelmes lesz), hogy még az lires
halmazbdl (tehat ,,nulla darab vektorbdl”) is készithetd linedris kombinacié: ennek
eredménye a 0 nullvektor.

Az 1.2.6. Allitds értelmében tehat elmondhatjuk, hogy ha a és b nem parhuza-
mos térvektorok, akkor linedris kombindciéjukként — vagyis aa + b alakban — egy
origdén atmend sik vektorai dllnak el$ (az ugyanis nyilvdnvald, hogy az a és b altal
kifeszitett S sikon kiviil esd vektorok nem fejezhetSk ki ilyen alakban). Ha viszont
a és b parhuzamosak, akkor nyilvan a mindkettejiikkel parhuzamos, origén atme-
nd egyenes vektorai fejezhet6k ki bel6liik linedris kombindcidval. Megfigyelhetjiik,
hogy a linedris kombindcidként kifejezhetd vektorok halmaza mindkét esetben altér;
ezt az igen fontos megfigyelést dltaldnositja az aldbbi tétel.

1.2.8. Tétel. Legyenek v,,v,,...,v, € R" tetszbleges, rogzitett vektorok. Jelilje
W az dsszes olyan R"-beli vektor halmazdt, amelyek kifejezhetdk a vy,v,,...,v;
vektorokbdl linedris kombindcioval. Ekkor W altér R"-ben.

Bizonyitds: Az 1.2.4. Definici6 szerint azt kell megmutatnunk, hogy W zart az 6ssze-
adasra és a skaldrral szorzdsra és W # 0. Legyenek tehat w,,w, € W tetsz6legesek.
Ekkor w; = aqv; + 0oy + ... + oy és wy = Brv; + Bavy + ... + Bryy valamely
oy, 00,...,0 és B, Ba, ..., B skaldrokra. Ezekbdl (az 1.2.2. Tétel szerint dtrende-
zés és kiemelés utdn): w; +w, = (a1 + B1)v; + (02 + B2)vs + ... + (0 + Br)vy.- Tey
w; +w, € W val6ban igaz, hiszen (w; + w,)-t kifejeztiik a v;,v,,...,v, vektorok
linedris kombinécidjaként. Hasonldan, Aw; = (Aa)v; + (Aog)vy + ...+ (A o) vy,
amibll Aw,; € W kovetkezik. Kiegészitve ezt azzal, hogy 0 € W miatt W # 0 mindig
igaz (hiszen a O csupa 0 egyiitthat6kkal tetsz6leges vektorrendszerbdl kifejezhet6 li-
nerdis kombindcidval), a tétel bizonyitasa teljes. a

A fenti tételben szerepld W altérnek ad nevet az aldbbi definici6.

1.2.9. Definicio. Legyenek v,,v,,...,v; € R" tetszdleges vektorok. Ekkor a

V1,V9,-- -,V vektorokbdl linedris kombindcioval kifejezhetd R"-beli vektorok hal-
mazdt vy,vy,...,v, generdlt alterének nevezziik és (v,vy,...,vy)-val jeloljiik.
Vagyis

<21,22,...,yk> = {Myl +A,222+...+Akh€:ll,lz,...,lk GR}.

Ha pedig a W < R" altérre W = (v|,v,,...,Vs), akkor a v|,v,,...,v; vektor-
halmazt a W altér generdtorrendszerének nevezziik.
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Ezeket a fogalmakat hasznalva tehdt példdul az 1.2.6. Allitds (ii) részét ugy is
elmondhatjuk, hogy ha a,b,c € R? kozos sikra nem illeszkeds térvektorok, akkor
(a,b,c) = R3, vagyis a, b, ¢ generdlt altere R? (amely persze maga is altér). Ugyan-
ezt fejezziik ki akkor is, ha azt mondjuk, hogy R3-nek generdtorrendszere a, b, c.

Az 1.2.7. Definicié utan rogzitett megallapoddsnak megfeleléen az iires hal-
maz is generdl alteret: (@) = {0}. Egyszer(, de fontos megfigyelés az is, hogy a
Vi,Vs,. ..,V vektorok maguk is elemei a (v;,v,,...,v;) generdlt altérnek; valéban,
ha v, kivételével mindegyikiiket 0, de v;-t 1 egyiitthatéval szorozzuk, épp v;-t kapjuk.

1.2.10. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi generalt altereket.

1 0 1 3
a)< 01, 1 > b)< 6 |, 4 >
5 —2 1 -1
1 3 4 » ; .
C) 9 4 9 =11 d) ) )
< 1 -1 —6 > < 0 -l ! >
0 0 —1
1 0 0 5
e)< 1 1 ol | -3 >
(O I I O 1|’ 2
0 0 —1 —4
Megoldds: a) Irjuk fel a két vektor egy tetszGleges linedris kombindcijat:
1 0 a X
alO0|+p 1| = B . Nyilvan azokat az | y | vektorokat fejez-
5 -2 S500—2f Z

hetjiik ki ilyen alakban, amelyekre z = 5x — 2y; ezek alkotjdk tehdt a generalt alteret.
Latszik, hogy ez épp az 5x — 2y — z = 0 egyenlet(i (origén dtmend) S sik vektoraibol
all. Nem meglepd, hogy a generalt altér egy sik, hiszen két nem parhuzamos térvek-
torbdl mindig egy sik vektorai fejezhet6k ki. Eredményiinket kifejezhetjiik ugy is,
hogy az 5x — 2y — z = 0 egyenleti sik vektoraibdl 4ll6 altérnek generdtorrendszere
a feladatban megadott két vektor.

b) Ezt a feladatot is megoldhatnank a fentihez hasonlé médon, de egyszertibben
célhoz ériink, ha geometriai alapon gondolkodunk. Ugyanis itt is két nem parhuza-
mos térvektor generdlt alterét keressiik, az eredmény tehdt itt is egy origén dtmend
S sik kell legyen. Ha megtaldljuk S-nek egy n normdlvektorat, akkor felirhatjuk
az egyenletét. n pedig nyilvan merdleges a feladatban megadott két vektorra (hi-
szen azok S-re illeszkednek). Igy n-et megtaldlhatjuk az 1.1.9. Feladatban mar latott
modszerrel: han = (a,b,c), akkor (a skaldris szorzatot haszndlva) az a+ 6b+ ¢ =0,
3a+4b— c = 0 egyenletrendszer fejezi ki azt, hogy n mer&leges a feladatbeli vekto-
rokra. A masodikbdl c-t kifejezve, azt az elsSbe helyettesitve a 4a + 10b = 0 egyen-
letet kapjuk, amelynek példdul megolddsa a =5, b = —2; igy n = (5,—2,7) j6 nor-
malvektor. S egyenlete tehat (felhasznélva, hogy dtmegy az origén) Sx—2y+7z=0;
az erre a sikra illeszkedd vektorok alkotjdk a generdlt alteret.



18 1. FEJEZET. LINEARIS ALGEBRA

c) Jelolje a feladatban megadott vektorokat (sorrendben) a, b és c. Az (a,b)
generdlt alteret mar meghatdroztuk és ¢ is illeszkedik az eredményként kapott S
sikra (mert a koordinatai kielégitik az 5Sx — 2y + 7z = 0 egyenletet). Ezért nyilvan
(a,b,c) = {a,b), hiszen az aa + Bb + yc linedris kombindcié képzésekor csak S-re
illeszkedd vektort kaphatunk. Az S vektorai 4ltal alkotott altérnek tehat egyarant
generatorrendszere az a, b, c és az a,b vektorhalmaz is.

d) Itt elég megfigyelniink, hogy ezt a feladatot val6jdban mar megoldottuk:
az 1.2.3. Feladatban épp az itt felsorolt harom vektorbdl kifejezhet6 vektorokat kel-
lett megtaldlnunk; épp ezt a fogalmat neveztiik most el generalt altérnek (figyelembe
véve az 1.2.3. Feladat megolddsanak els bekezdését is, amely szerint a , kifejezhe-
t8ség” azonos a ,,linedris kombindcidval kifejezhetdséggel”). Akkori eredményiink
szerint a generalt alteret azok az R*-beli vektorok alkotjik, amelyekben a négy ko-
ordindta 0sszege 0. (Késdbb, az 1.2.5. Feladatban belattuk, hogy ez valéban altér;
ez persze most mar kovetkezik az 1.2.8. Tételbdl is.)

e) Jelolje a feladatban megadott vektorokat (sorrendben) g, b, ¢ és d, a keresett
(a,b,c,d) generdlt alteret V, a d) feladatban mdr meghatdrozott (a,b,c) generalt
alteret pedig W. V az o.a + Bb+ yc + dd alakban kifejezhetd vektorokbdl dll. Mivel
azonban a,b,c € W mellett d € W is teljesiil (hiszen d koordinatdinak 6sszege is 0),
ezért a+ Bb+yc+ 6d € W is igaz, hiszen a W altérbdl az 6sszeadds és a skaldrral
szorzds (az 1.2.4. Definici6 szerint) nem vezet ki. Igy a V-beli, vagyis oa + b+
Yc+ 8d alakban felirhat6 vektorok mind W-beliek, masrészt nyilvan minden W-belit
megkaphatunk igy (még 6 = 0 vélasztdssal is). Tehdt V = W, amit kifejezhetiink dgy
is, hogy W-nek generatorrendszere az a, b, c és az a, b, c,d vektorrendszer is. O

Az e) feladatbdl érdemes levonni azt a kovetkeztetést, hogy ha egy W altér egy
generdtorrendszerét kiegészitjiik tovabbi, W-hez tartozé vektorokkal, akkor ismét
W egy generatorrendszerét kapjuk. Ez az allitds 4ltaldban is igaz, a bizonyitdsa ki-
olvashat6 az iménti megoldasbdl.

1.2.4. Linearis fiiggetlenség

Az 1.2.10. Feladat megoldasanak egyik tapasztalata, hogy egy W altér egy genera-
torrendszerében lehetnek ,,folosleges™ elemek is: az e) feladatban az a,b, c,d gene-
ratorrendszerbdl d-t elhagyva ismét generdtorrendszert kapunk. Ennek oka az, hogy
d kifejezhet$ az a,b,c vektorokbdl linedris kombindciéval (hiszen d € (a,b,c)),
igy egy az a, b, c,d vektorokbdl késziild linearis kombindciéban d-t ,kivalthatjuk”
és az a, b, c vektorokbodl késziilt linedris kombindciét kapunk. (Részletesebben: ha
d = Ka+ Ab+ uc és valamely v € (a,b,c,d) vektorra v = aa + Bb+ yc+ 6d, ak-
kor behelyettesités és dtrendezés utdn a v = (ot + 0K)a+ (B + 0A)b+ (y+ du)c
alakot kapjuk.) Hasonl6 a helyzet az 1.2.10. Feladat c) részében is, ahol a,b,c és
a,b ugyanannak az altérnek a generdtorrendszerei. Az aldbbi definicié épp annak
a jelenségnek ad nevet, amikor egy vektorrendszerben nincs ebben az értelemben
,folosleges” vektor.
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1.2.11. Definicié. A v;,v,,...,v; € R" vektorrendszert akkor nevezziik linedrisan
fiiggetlennek, ha a vy,v,,...,v; vektorok koziil semelyik sem fejezhetd ki a tobbi
linedris kombindciojaként. Ha ez nem teljesiil — vagyis a vy,v,,...,v; vektorok
kozott van legaldbb egy olyan, ami kifejezhetd a tobbi linedris kombindciojaként
—, akkor a vy,v,,...,v; vektorrendszert linedrisan dsszefliggének nevezziik.

Az 1.2.7. Definicié utdn mondottakkal 6sszhangban elfogadjuk azt a megéllapo-
dast, hogy az iires halmaz (vagyis a ,,nulla darab vektorbol all6 rendszer”) linedrisan
fiiggetlen. A k = 1 esetben a definiciot ugy kell értelmezni, hogy az egyetlen v, vek-
torbdl all6 rendszer akkor linedrisan fiiggetlen, ha v, # 0; ha viszont v; = 0, akkor
v, kifejezhet6 a ,,tobbi” vektorbdl és igy linedrisan Osszefiiggd (mert O még az iires
halmazbdl is kifejezhetd linedris kombindcidval). A definicidbdl az is kovetkezik,
hogy linedrisan 0sszefiiggd minden olyan vektorrendszer, amely a nullvektort tar-
talmazza (hiszen a 0 barmely mas vektorbdl kifejezheté annak nullaszorosaként).

Legyenek példaul a,b,c olyan térvektorok, amelyek nem illeszkednek ko6zos,
origén dtmend sikra. Ekkor az (a,b) generdlt altér egy origdn atmend sik, igy ¢
nincs benne. Ezért ¢ nem fejezhetS ki az a,b vektorokbdl linedris kombindcidval
— és mivel ugyanez elmondhaté a és (b,c), valamint b és (a,c) viszonydban is,
ezért a, b, c linedrisan fliggetlenek. Ha viszont az a, b, ¢ térvektorok illeszkednek egy
koz0s, origén atmend sikra, akkor biztosan linedrisan 6sszefiiggdk: ha van koztiik
két nem parhuzamos, akkor ezekbol az 1.2.6. Tétel szerint a harmadik kifejezhetd;
ha mindharman parhuzamosak akkor vagy van koztiik nullvektor vagy barmelyikiik
skalarszorosa barmelyik masiknak.

A definiciébdl azonnal kovetkezik, de hasznos megemliteni, hogy linedrisan
fiiggetlen rendszer barmely részhalmaza is linedrisan fiiggetlen. Val6ban: ha a rész-
halmaz egyik vektora kifejezhet6 volna a tobbi linedris kombinacidjaként, akkor a
b&vebb rendszerbdl a részhalmazba be nem keriilt vektorokat O egyiitthatéval a li-
nedris kombinécidhoz flizve azt az ellentmondast kapnank, hogy a b6vebb rendszer
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egyik vektora is el64dll a tobbi linedris kombindcidjaként.

Fontos kiemelni, mert gyakori félreértés forrdsa, hogy az ,,a v;,...,v; vektorok
linedrisan fiiggetlenek” kijelentés nem kiilon-kiilon mindsiti a vy, ...,y vektorokat,

hanem a k darab vektor altal alkotott rendszer egészének egy tulajdonsdgat mondja
ki. (Ezt jobban megvilagitja a kovetkezd példa. Az ,.ezek a zoknik koszosak™ kije-
lentés kiilon-kiilon mindsiti a zoknikat: az egyik is koszos meg a masik is. Ezzel
szemben az ,,ezek a zoknik nem illenek 0ssze” kijelentés mar nem azt mondja, hogy
,-az egyik sem illik 6ssze és a mdsik sem”, hanem a zoknikra egyiittesen vonatkozik.
A linedris fiiggetlenség tehdt az utdbbi esetre hasonlit.) Ennek a félreértésnek egy
masik véltozata az a tévhit, amely szerint a v{,V,,...,, vektorok linedrisan fiig-
getlensége azonos volna azzal, hogy koziiliikk barmely kett6 linedrisan fiiggetlen. Ez
nem igy van: ha példdul a,b,c kozos origén dtmend sikra illeszkedd térvektorok,
de nincs koztiik két parhuzamos, akkor koziilikk barmely kett6 linearisan fiiggetlen
(hiszen egyik sem skalarszorosa a masiknak), de a, b, c mégis linedrisan 6sszefiiggo.

Ha egy adott v;,v,, ...,y vektorrendszerrdl el kell donteniink, hogy az linea-
risan fiiggetlen-e, akkor az 1.2.11. Definicié értelmében k darab kiilon ellendrzést
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kell végezniink: mindegyik v;-r6l ki kell deriteniink, hogy a tobbibdl kifejezhetd-e.
A kovetkez6 tétel azért nagyon hasznos, mert lehet6vé teszi, hogy k helyett egyetlen
ellendrzéssel eldontsiik a kérdést.

1.2.12. Tétel. A v,,v,,...,v, € R" vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan
fiiggetlen, ha a Myv; + v, + . ..+ 4y, = 0 egyenldség kizdrdlag abban az esetben
teljesiil, ha My = Ay = ... = A4 =0.

Bizonyitds: Kezdjiikk az ,,akkor” dllitassal: tegyiik fel, hogy A1y, +...+ Ay, =0
csak a A} = ... = A = 0 esetben teljesiil; belatjuk, hogy ekkor v,...,v; line-
drisan fiiggetlen. Indirekt bizonyitunk: feltessziik, hogy v,...,v, mégsem line-
arisan fiiggetlen és ebbdl ellentmonddsra jutunk. Ha ugyanis v,...,v, nem li-
nedrisan fiiggetlen, akkor valamelyikiik kifejezhet6 a tobbibdl linedris kombind-
cidval; legyen ez példdul v, (hiszen a vektorok indexelése tetszdleges). Ekkor
V| = Oy, + 03y3 + ... + ogy, valamely op,03,..., 04 egyiitthatokra. Atrendez-
ve: 1ly; — oy, — 03v3 — ... — gy, = 0. Ezzel sikeriilt ellentmonddsra jutnunk:
Ay, + ...+ 4y, =0megvalésulhata A} = 1, A, = — ..., 4 = — oy vélasztdssal
is, vagyis nem csak csupa 0 egyiitthatéval.

Most beldtjuk a tétel ,,csak akkor” 4llitdsdt: feltessziik, hogy vy,...,v; linedrisan
fiiggetlen és megmutatjuk, hogy ekkor Ajv; +...+ v, =0csakad; =... =4 =0
esetben teljesiil. Ismét indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy Ajv, +...+ 4w, =0,
de a A;-k kozo6tt van nemnulla; példdul A; # 0. Ekkor dtrendezés és A # 0-val valé
0sztds utdn a

o M Ak
Vi=—7Vy— —V3—...— —V
1 )Ll Y2 Al Y3 QL] Yk
alakot kapjuk. Ez ellentmondds: v, ...,v, mégsem linedrisan fiiggetlen, mert v ki-
fejezhetd a tobbibdl linedris kombindcidval. a
A tétel allitdsat a kovetkezOképp is szoktdk fogalmazni: v;,v,,...,v; akkor és

csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha csak a trividlis linedris kombindcidjuk adja a
nullvektort. Itt a trividlis jelzd arra utal, hogy a linedris kombindciéban minden
egyiitthat6 0. Ertelemszertien adédik a tételbsl, hogy vi,v,, ..., v, akkor és csak
akkor linedrisan 6sszefiiggd, ha a trividlis linedris kombindacion kiviil mds lehet8ség
is van beldliik a 0 kifejezésére; mds széval, ha A1v; + Ay, + ... + A4y, = 0 dgy is
megvaldsulhat, hogy a A;-k kozott van 0-t6l kiilonbdzd.

Az 1.2.12. Tétel allitasa alkalmas lehetett volna akar arra is, hogy igy defini-
aljuk a linedris fiiggetlenség fogalmat. Szdmos tankonyv igy is tesz (és az 1.2.11.
Definiciébeli feltételt mondja ki tételként), mert az 1.2.12. Tétel segitségével a gya-
korlatban valéban sokszor konnyebb a linedris fiiggetlenség eldontése. Val6jaban
mindegy, melyik utat jarjuk; ebben a jegyzetben azért a fenti definiciét valasztottuk,
mert igy taldn jobban érthetd a fogalom megalkotdsanak motivaciéja.
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1.2.13. Feladat. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek?

1 1 0 0 1 1 0 2
2 2 0 4 2 2 0 4
Dlol 213 lo] Pl2l2]]3]|]0
0 5 1 1 0 5 1 1

Megoldds: a) Jelolje a vektorokat sorban a, b, ¢ és d. Az 1.2.12. Tételt hasznéljuk,
vagyis arra vagyunk kivéancsiak, hogy az aa + Bb + yc+ 6d = 0 egyenletnek van-e
mds megolddsa, mint o = 3 = Y= & = 0. Behelyettesitve a vektorokat és elvégezve

o+
. ) | 2a+2B+46 1 1 .
a miiveleteket: aa+ b+ yc+ 6d = 2a+28+3y | Ebbdl kovetkezik, hogy
5B+y+6
az aa+ Bb+ yc+ 8d = 0 egyenlet az
a+B =0,

200+2B+46 =0,
20+2B+3y =0,
5B+y+06=0

linedris egyenletrendszerre vezet. A mdsodik, illetve a harmadik egyenletbdl az elsd
kétszeresét levonva kapjuk, hogy 46 = 0 és 3y =0; igy y= 6 = 0. Ezeket a negyedik
egyenletbe helyettesitve § = 0, amit az els6be helyettesitve o = 0 adddik. Tehat
oa—+ Bb+7yc+ 8d =0csak ¢ = f =y = 0 = 0 esetén valésulhat meg, igy a négy
vektor linedrisan fiiggetlen.

b) A megoldas gondolatmenete azonos az el6zdvel, a kapott egyenletrendszer-
ben csak az els6 egyenlet véltozik: o + 8 +206 = 0. Mivel ennek az egyenletnek
épp kétszerese a masodik, ezért az egyikiik elhagyhatd, az ,,informaciétartalmuk”
azonos. A megmaradt, harom egyenletbdl all6 rendszerben az elsd két egyenlet kii-
16nbségébdl 3y = 48 adédik. Prébalkozzunk ezért példdul a y = 4, § = 3 értékva-

lasztdssal, ami ezt teljesiti. Ekkor az utolsé egyenletbdl f = f% adodik, amit az elsd
kettd barmelyikébe visszahelyettesitve az o0 = — 25—3 értéket kapjuk. Ezzel tehat meg-

kaptuk az egyenletrendszer egy lehetséges, nem csupa nulla megoldédsat (a végtelen
sokbdl). Kovetkezésképp a négy vektor linedrisan 6sszefiiggd, amit mutat példaul a
—%Q— %Q+4g+ 3d = 0 dsszefiiggés. O

Az ,,ajonnan érkezo vektor lemmaja”

Tegyiik fel, hogy egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, de ,.érkezik” egy tovabbi
vektor, amellyel egyiitt mar linedrisan Osszefiiggdvé valik. Definicié szerint ekkor
van legalabb egy olyan a vektorok kozott, ami kifejezhet6 a tobbi linedris kombina-
ci6jaként — az azonban kozvetleniil a definiciébdl mar nem deriil ki, hogy ez éppen
az tjonnan érkezett vektorra is teljesiil-e. Az aldbbi egyszerti, de igen hasznos allitds
azt mondja ki, hogy ez mégis igaz.
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1.2.14. Lemma. (Az tGjonnan érkezd vektor lemmaja.)

Tegyiik  fel, hogy az f 1 S e S ! rendszer linedrisan fiiggetlen, de
il’iz’“"ik’ikﬂ linedrisan dsszefﬂgg(i Ekkor ikfl € <i1’i2""’ik> (vagyis
S " kifejezheto az f 09 f TR S s linedris kombindciojaként).

Bizonyitds: Mivel f . [2, e j:k, f il linedrisan Osszefiiggd, ezért az 1.2.12. Tétel
értelmében 1éteznek olyan Ay, Ay, ..., Ak, Ako 1 skaldrok, amelyek koziil nem mind
nulla és ML +...+ ),k]:k + /lkﬂikH = 0. Haitt A4 ; = 0 teljesiilne, akkor azt kap-
néank, hogy llil +...+ lk]:k =046saA,Ay,..., A skaldrok kozott van nemnulla.
Ez (ismét az 1.2.12. Tétel szerint) ellentmondana annak, hogy f . ]:2, . . line-
drisan fiiggetlen. Kovetkezésképp Ay11 # 0, amibSl dtrendezés és Ay 1-gyel vald

0sztas utan az

R A Ak
L TL A st L It s '
Osszefiiggést kapjuk. Vagyis fk+1 € <]:17£2, .. ,]:k> valéban igaz. O

1.2.5. Az F-G egyenlotlenség

Megismertiink két alapvetd fogalmat: a V' altér generatorrendszerének, illetve a line-
4risan fiiggetlen rendszernek a fogalmat. Lattuk példaul, hogy R3-ben hirom vek-
tor mar alkothat generdtorrendszert, de kett6 még nyilvan nem; lattuk azt is, hogy
R3-ben harom vektor még alkothat linedrisan fiiggetlen rendszert, de konnyt meg-
gondolni, hogy négy mar nem. Az aldbbi tétel azt mondja ki, hogy ez a megfigyelés
altalaban is érvényes: minden altérben igaz, hogy abban barmely linedrisan figget-
len rendszer legfoljebb annyi vektorb6l all, mint az altér barmely generatorrendsze-
re. A tétel a linedris algebra elméletében alapvet6 fontossagu, a tovabbiakban ,,F-G
egyenlStlenségként” hivatkozunk majd ra.

1.2.15. Tétel. (F-G egyenlGtlenség)
Legyen V < R" altér, L,iz, cee ,]:k V-beli vektorokbol dllo linedrisan fiiggetlen
rendszer, 8,:8y 18, pedig generdtorrendszer V-ben. Ekkor k < m.

Bizonyitds: A bizonyitds f6 eszkoze az alabbi segédtétel lesz, amely azt allitja, hogy
minden V-beli linedrisan fiiggetlen rendszer barmely f eleme ,kicserélhets” V egy
tetszGleges generatorrendszerének egy alkalmasan valasztott g elemére tigy, hogy a
csere utdn a rendszer linedris fiiggetlensége megmaradjon; itt ,.csere” alatt nyilvdn
azt értjiik, hogy f-et kidobjuk a rendszerbdl és a helyére g-t tessziik.

1.2.16. Lemma. (Kicserélési lemma)

Legyen V. < R" altér, f pforeo ij V-beli vektorokbdl dllo linedrisan fiiggetlen
rendszer, 8,181+ 18,, pedig generdtorrendszer V-ben. Ekkor minden i < k ese-
tén taldlhato olyan j < m, hogy az L,iz, el ,Lil,gj,]:iﬂ, el ,ik vektorrendszer
szintén linedrisan fiiggetlen.
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A Lemma bizonyitdsa: Mivel az f. vektorok szamozasa érdektelen, a bizonyitas le-

ifrasanak egyszerisitése érdekében feltehetjiik, hogy i = k; vagyis az f, -t szeretnénk
kicserélni egy alkalmas 8; vektorra.

Probalkozzunk elészor a gl-gyelz ha véletlen az f TR f 181 rendszer lined-
risan fiiggetlen, akkor kész is vagyunk a bizonyitdssal. Ha viszont nem az, akkor az
~ujonnan érkezd vektor” 1.2.14. lemmdja miatt g, € (f,,...,f, ) kell teljesiiljon.
Valéban:az f ..., f, | rendszer még linedrisan fiiggetlen (hiszen a linedrisan fiig-

getlen i e L( rendszer része), de a 8, erkezése” linedrisan 0sszefiiggdvé teszi.
A fenti bekezdés gondolatmenetét g, helyett persze barmelyik 8; vektorra meg-

ismételhetjiik. Igy ha a lemma 4llitdsaval ellentétben az f . semelyik g;-renem volna

kicserélhet8, akkor ebbdl az kovetkezne, hogy a 8,:8:-+:8,, vektorok mindegyike
benne vanaz (f ..., f, ) generdlt altérben.

Mivel azonban (f D f e k7]> altér, ezért definicid szerint zart az 6sszeadas-

ra és a skaldrral val6 szorzésra. Igy a 8,:8,:---+8,, vektorokkal egyiitt ezek minden
linedris kombinacidja is benne van (f ST [k_l>—ben. Ebbdl viszont kovetke-
zik j:k € (L,]:z, . ,ik_1> is — hiszen 8,:85---:8,, generdtorrendszer, {gy minden
V-beli vektor, kozottik f is felirhat6 a linedris kombindcijukként.

Ezzel ellentmondasra jutottunk: f e(f Sfiofoes fk 1> azt jelenti, hogy f ki-
fejezhetd az f fiof f yeens f Vektorok 11near1s komblna010]akent ami ellentmond
a linedris fuggetlenseg 1 2 11 definici¢janak. Ez az ellentmondas tehat bizonyitja,
hogy az indirekt feltevés hamis volt, legalabb egy 8 -vel a csere miikodni fog. <

A Kicserélési lemma ismételt alkalmazasaval az F-G egyenl&tlenség allitdsa mar
konnyen beldthatd. El6szor alkalmazzuk a lemmat L—re: kapjuk a §j7iz’i3’ el ,L{
rendszert (valamilyen j < m-re). Mivel ez a rendszer tovabbra is linedrisan fiigget-
len, rd és a (viéltozatlan) g 188, generdtorrendszerre megint alkalmazhatjuk
a Kicserélési lemmat: kapjuk a 848y i IPRRS f . linedrisan fiiggetlen rendszert. Ezt
az eljarast folytatva tehat karban tartunk egy allanddan valtozé linedrisan fiigget-
len rendszert, amelynek az elemszdma a cserék miatt végig véltozatlan. Az elja-
ras folytathatésagat mindig a Kicserélési lemma garantilja, amely szerint a csere
utdn a linedris fiiggetlenség megmarad. Az eljaras nyilvan akkor 4ll le, ha a cserék
eredményeképpen kapott linedrisan fiiggetlen rendszer mar teljes egészében része a
8,:85--:8,, rendszernek.

Osszefoglalva: az eljars végén kapunk egy k elemii linedrisan fiiggetlen rend-
szert, amelynek vektorai az (eredeti) 81:85-+18,, generatorrendszer tagjai koziil
keriilnek ki. Ekozott a k darab vektor kozott rdadasul nem lehetnek azonosak, hiszen
ez a linedris fiiggetlenség definiciéjdnak ellentmondana (mert két azonos vektor ko-
ziil az egyik kifejezhetd volna a mésik 1-szeresének és az 9sszes tobbi 0-szorosanak
Osszegeként). Mivel tehat a 81:85 -8, generdtorrendszer tagjai kozil kivalaszt-
haté k darab csupa kulonbozo ebbol k < m nyilvan kovetkezik. a

Az F-G egyenl6tlenség fontossagara tekintettel (és az érdekesség kedvéért) mu-
tatunk a tételre egy masik, teljes indukcion alapulé bizonyitast is.
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Az 1.2.15. tétel egy alternativ bizonyitdsa: k-ra vonatkozé teljes indukcidval bizo-
nyitunk. Erdemes ezért a tételt a kovetkezé médon atfogalmazni: ,,ha egy V < R”
altérben van k elemt linedrisan fiiggetlen rendszer, akkor V minden generatorrend-
szere legaldbb k elemt”. (Ez nyilvdn valdban ekvivalens a tétel dllitdsdval, de a teljes
indukcié miikodését kovethetSbbé teszi.)

Ha k = 1, akkor V-ben van a nullvektortdl kiilonbz8 vektor (mert f . #0), igy
val6ban minden generdtorrendszere legaldbb 1 elemii (mert az iires halmaz a {0}
alteret generdlnd). A tétel tehdt a k = 1 esetben igaz. Legyen ezért a tovdbbiakban
k > 2 és tegyiik fel, hogy a tétel (k — 1)-re mar igaz; célunk beldtni, hogy ekkor
k-ra is az. Ehhez meg fogunk adni egy W < R”" alteret, ami tartalmaz k — 1 elemd
linedrisan fiiggetlen rendszert és m — 1 elemii generdtorrendszert; mivel ebbdl az
indukcids feltevés szerint k — 1 < m— 1 kovetkezni fog, ez bizonyitja a k < m éllitast.

Mivel 818, generatorrendszer V-ben, ezért minden V-beli vektor, igy f
iseldalla g,,g,,...,g,, linedris kombindcidjaként: f, = ¥ig, + g, +... + Ymgm
A 7;-k kozott kell legyen nemnulla (mert f S = 0). Legyen példdul 7, # 0 és legyen
W=(g,.8 8, ;) Megmutatjuk, hogy minden 1 < j <k — 1 esetén azf -hez

taldlhat6 olyan a; skalar, hogy ij +a;f ew. Ugyanis ij is felirhatd g, g,,-- -, 8

=m
linedris kombinaciéjaként: ij =pig, + P28, +-.-+Pmg,,- Ekkor o;; = —& meg-
felel a célnak:

£y it = B S+ (B = Dg, 4k (B P
ahol tehat 8, egyiitthatGja f3,, — ﬁ 2 Ym = 0, igy f +a;f f valoban W- beli (mert
felirhat6 81:85 181 linedris komblnacmjakent)

Most megmutatjuk, hogy az f +a;f foi=1, 2,...,k—1 vektorok linedrisan
fiiggetlenek (ahol az ¢ skaldrokat aZ el6z6 bekezdésben irtak szerint valasztottuk).
Vegyiik ugyanis egy 0-t adé lineéris kombinécijukat a A1, A5, ..., A1 skaldrokkal:

ll(jjl +a1£k)+)’2(i2+a2]:k)+"'+)“k—l(]:k71 +Otk_1ik) =0.
Atrendezve:
llil +12]:2 +"'+2’k—lik71 + Moy +12(X2+...+lk_106k_1)& =0.

Ezzel az f » [2, v f €8y 0-t adé6 linedris kombindciéjat kaptuk; mivel azonban
ezekrdl tudjuk, hogy linedrisan fiiggetlenek, ezért (az 1.2.12. Tétel szerint) a linedris
kombindcié minden egyiitthatja 0 kell legyen. Vagyis 7Ll Mh=...=4_1=0
(és mellesleg Ay ot; + A 00 + ...+ Aoy = O01is igaz). Igy (1smet az 1 2.12. Tétel
miatt) az ]:j +a; J:k vektorok valéban linedrisan fiiggetlenek.

Osszefoglalva: a W altérben firouf,fotonf,....f | +o_1f, lincdri-
san fiiggetlen, 81785 8,1 generatorrendszert alkot. fgy az indukcids feltevés-
bél k — 1 < m — 1 kovetkezik, amivel tehat a k < m allitast belattuk. O

1.2.6. Bazis, dimenzio

Az R? térben a kozos origén dtmend sikra nem illeszkedd vektorharmasok specidlis
szereppel birnak: egyszerre igaz rajuk, hogy linedrisan fiiggetlenek és generator-
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rendszert alkotnak. Altalanos V < R" alterek esetén az ilyen tulajdonsagi vektor-
rendszereknek ad nevet az alabbi definicié. Ugyancsak ebben a pontban altalanosit-
juk azt a jelenséget, hogy R3-ben csak pontosan harom darab vektorbdl 4116 rendszer
rendelkezhet egyszerre ezzel a két tulajdonsaggal.

1.2.17. Definicié. Legyen V < R”" altér. A V-beli vektorokbdl dllé b,,b,, ... b,
rendszert bazisnak nevezziik V-ben, ha a rendszer linedrisan fiiggetlen és generd-
torrendszer V -ben.

A fentiek szerint tehdt a, b, ¢ bazis R3-ben, ha nem illeszkednek kozos origén
atmend sikra. R2-ben bazist alkot barmely két, nem parhuzamos vektor: linedrisan
fiiggetlenek (hiszen egyikbdl sem fejezhet ki a masik) és generatorrendszert alkot-
nak R2-ben (mert minden R2-beli vektor kifejezhetd a linedris kombinacisjukként).

1.2.18. Feladat. Alljon V azokbél az R*-beli vektorokbdl, amelyekben a négy
koordinata 6sszege 0. Adjunk meg egy bazist V-ben.

Megolddas: Az 1.2.5. Feladat f) részében belattuk, hogy V valéban altér. (Ezt azért
fontos megemliteni, mert bazisa csak altérnek lehet, tetszdleges R"-beli részhal-
maznak nem). Az 1.2.10. Feladat d) részében (illetve korabban az 1.2.3. Feladat-
ban) megmutattuk, hogy az ott megadott hdrom vektor — jelolje ezeket sorban a, b
és ¢ — generdtorrendszer V-ben. Most az 1.2.13. Feladatban mar 14tott médszerrel
megmutatjuk, hogy a, b, ¢ linedrisan fiiggetlen. Vegyiik ugyanis ezeknek egy 0-t adé
linedris kombinécidjat: aa+ b+ yc = 0. Behelyettesitve a, b, ¢ értékét az a0 = 0,
—a+p=0,—f+y=0, —y=0 linedris egyenletrendszert kapjuk. Az elsG és a
harmadik egyenletbdl o = y = 0, ezt haszndlva mindkét mdsik egyenletbSl B = 0
adédik. Igy az 1.2.12. Tétel szerint a, b, ¢ valéban linedrisan fiiggetlen. Osszefoglal-
va: a, b, c linedrisan fiiggetlen és generdtorrendszer V-ben, igy bazis. (Természete-
sen nem ez az egyetlen megoldds, V-ben végtelen sok kiilonbozd bazis 1étezik.) O

1.2.19. Tétel. Tegyiik fel, hogy a V < R" altérben a b,b,,...,b, rendszer és a
C1,Ca,- - -, Cyy Yendszer egyardnt bdazisok. Ekkor k = m.

Bizonyitds: Mindkét rendszer bazis, ezért a by, b,, ..., b, rendszer linedrisan fiigget-
lenés cy,c,,...,c, generdtorrendszer V-ben. Alkalmazva az 1.2.15. F-G egyenl&t-
lenséget: k < m. Ugyanezt forditott szereposztdsban is elmondhatjuk: ¢;,c,,...,c,,
linedrisan fiiggetlen és by, b,, ..., b, generdtorrendszer V-ben, ezért m < k. Ezekbol

tehat k = m valdban kovetkezik. O

AV < R" alterekre jellemz6 tulajdonsag tehat, hogy a bazisaik hany vektorbél
dllnak — ugyanis ez a szdm barmely két bazisra azonos. Ennek ad nevet az aldbbi
definicid.
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1.2.20. Definicié. Legyen aV < R" altérben a by,b,,...,b; rendszer bdzis. Ekkor
azt mondjuk, hogy a V dimenzidja k. Ezt a kovetkezdképp jeloljiik: dimV = k.

Még egyszer kiemeljiik, hogy a dimenzié fogalmanak az 1.2.19. Tétel ad 1ét-
jogosultsdgot: egyetlen altérnek sem lehet ,.két kiillonb6zé dimenzidja”. Példaul
most mér elmondhatjuk, hogy R? dimenziéja hiarom — ehhez elég visszaidézniink
az R3-beli bazisokrél az 1.2.17. Definicié utdn mondottakat. Ugyanigy egybevig a
korabbi ,,naiv”’ széhaszndlatunkkal az a tény, hogy R? dimenziéja kettd, hiszen a
nem parhuzamos vektorpdrok alkotnak benne bazist.

Standard bazis
Az alabbi allitasbol pedig azt fog kdvetkezni, hogy R” dimenzidja — a varakozasa-

inkkal sszhangban — val6ban n.

1.2.21. Allitas. Jelélje minden 1 < i < n esetén e; azt az R"-beli vektort, amely-
nek (foliilrél) az i-edik koordindtdja 1, az dsszes tobbi koordindtdja 0. Ekkor
e1,€,...,¢e, bazis R"-ben.

Bizonyitds: Készitsiikk el az ey, e,, ..., e, vektorok egy tetszdleges linedris kombind-
cidjat az oy, 0y, . . ., 0y, skaldrokkal:

1 0 0 (04]
0 1 0 o)
Ore;+0pey+ ...+ Ope, = O 0 + 0 0 +... 4oy 01| o3
0 0 1 o,
Azonnal létszik, hogy e, e,,. . ., e, generdtorrendszer R"-ben, hiszen a linedris kom-

7z

binaciéjukként egy tetszSleges vektor eldallhat: ha egy adott v vektort szeretnénk
beldliik kifejezni, akkor v i-edik koordinatdjat vélasztjuk e; egyiitthatéjanak minden
i-re — és ez egyben az egyetlen lehetdségiink is.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha épp a nullvektort akarjuk kifejezni ¢;,e,,...,¢, li-
nedris kombinacidjaként, akkor minden egyiitthat6t 0-nak kell valasztanunk. Ez

az 1.2.12. Tétel értelmében azt jelenti, hogy e, e,,...,¢, linedrisan fiiggetlen.
Osszefoglalva: ¢;,e,,...,e, generdtorrendszer R"-ben és linedrisan fiiggetlen,
igy valéban bazis. u

A fenti 4llitasbol tehat valéban kovetkezik dim R"” = n, de most mar azt is értjiik,
miért 6vakodtunk R"-et ,,az n-dimenzids térnek” nevezni: mert R” csak egyike az
n-dimenziés tereknek. Példaul R3-6n kiviil az 1.2.18. Feladatban latott V altér is
haromdimenzids (mert taldltunk benne harom elemi bazist) é€s konnyi megmutatni,
hogy minden m > n-re R"-nek van n-dimenzids altere.
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Az 1.2.21. Allitasban latott e, ,e,,...,e, bazis természetesen nem az egyetlen
R"-ben (mert ilyenbdl végtelen sok van), de specidlis szereppel bir R” bazisai ko-
zott. Példaul R3-ben és R2-ben a koordindtarendszer tengely iranyu egységvektorai
alkotjak ezt a bazist.

1.2.22. Definicié. Az 1.2.21. Allitdsban definidlt e, e,,...,e, bdzist standard ba-
zisnak hivjuk R"-ben. A standard bdzis jelolése: E,, (vagy ha n értéke a szovegkor-
nyezetbdl egyértelmii, akkor egyszeriien csak E ).

Koordinatavektor

A térben a tengelyirdnyu egységvektorok (vagyis a standard bazis) szoros Ossze-
fiiggésben éllnak a koordindtarendszerrel: minden v = (a,b,¢) vektor kifejezhets a
linedris kombinéci6jukként, a kifejezéshez hasznalt egyiitthatok pedig épp v koordi-
ndtdi: vy = ae; + be, + ce3. A koordindtarendszer miikodése szempontjabdl viszont
az is alapvetd fontossagu, hogy minden v vektor csak egyféleképpen legyen kifejez-
hetd — vagyis kiilonboz6 koordindtahdrmasok ne felelhessenek meg ugyanannak a
vektornak. Az aldbbi tétel azt mondja ki, hogy ugyanez igaz minden bdzisra.

1.2.23. Tétel. AV < R”" altérben a by,b,,... b, vektorok akkor és csak akkor
alkotnak bdzist, ha minden v € V egyértelmiien (vagyis pontosan egyféleképpen)
fejezhetd ki a linedris kombindcidjukként.

Bizonyitdas: Az allitds ,.csak akkor” részéhez meg kell mutatnunk, hogy ha
by,b,, ..., by teljesiti a feltételt, akkor bazis — vagyis generdtorrendszer V-ben és li-
nedrisan fiiggetlen. Az el6bbi rogton kovetkezik a feltételbdl (hiszen minden v € V
kifejezhet6 by, b,, ..., b, linedris kombinacidjaként). Az utébbi pedig az 1.2.12. Té-
telbdl: mivel a feltétel v = O-ra is igaz és a trividlis linedris kombinéci6 biztosan a
0-t adja, ezért nemtrividlis linedris kombinacié nem adhat O-t.

Az ,akkor” irdny bizonyitdsabol az vildgos, hogy minden v € V kifejezhetd
a by,b,,...,b, linedris kombindcidjaként (hiszen a bazis egyben generdtorrend-
szer is). Indirekt tegyiik fel, hogy valamely v € V kétféleképpen is kifejezhetd:
v="~Mb+ by + ...+ Mby, v= by + by +...+ by és Aj # pj valamely j-re.
A két kifejezés kiilonbségét véve: 0 = (A — w1)b; + (Ao — U2)by +. . .+ (Ak — ti ) by
Azt kaptuk, hogy a O kifejezhet6 a by,b,,...,b; nemtrividlis linedris kombinacio-
jaként (hiszen A; — u; # 0). Ez az 1.2.12. Tétel szerint ellentmond annak, hogy
by,b,,...,b; linedrisan fiiggetlen. o

A tétel szerint tehdt ha egy altérben adott egy bdzis, akkor az altér minden v
vektordnak kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetSk a v kifejezéséhez sziikséges
linedris kombinécié egyiitthatéi — hasonléan ahhoz, ahogyan a koordinatarendszer
miikodik a sikban és a térben. Ennek ad nevet az alabbi definici6 — amely tehat annak
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a szemléletes megfogalmazasnak ad preciz jelentést, hogy minden bazis ,,meghata-
roz egy koordindtarendszert” a megfeleld V altérben.

1.2.24. Definici6. Legyen V < R" altér, B={b,,b,,...,b;} bdzis V-ben ésv €V

M
A

tetszbleges vektor. Azt mondjuk, hogy ak = | . € R¥ vektor a v vektor B sze-
Ak

rinti koordindtavektora, ha v = A1b; + A2b, + . .. + Ayby. Ennek jelolése: k = [v]p.

2

Egyszer(, de fontos megfigyelés, hogy ha V = R" és B = E,, a standard bdzis,
akkor vy = [v]p minden vy € V-re (ez kiolvashat6 az 1.2.21. Allitas bizonyitdsabal).
Valéjdban ez az Osszefiiggés emeli specidlis szerepbe E,-t az R” bazisai kozott.
Azt is fontos tudatositani, hogy [v]p nem csak v-tdl fiigg: ugyanannak a vektornak
kiilonboz6 bazisok szerint mds és mds koordindtavektorok felelnek meg. Erre az
aldbbi feladat a) része is példdt mutat: ott [v]p # v, szemben a B = E,, esetével.

1.2.25. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi [v|p koordinétavektorokat.

1 3 1 3
V=R B={b=|6|0b=| 4| b=|-8]|%v=14
1 -1 2 9

b) V és B a (legutébb) az 1.2.18. Feladatban latott altér és bazis, v pedig
az 1.2.3. Feladatban megadott d vektor.

Megoldds: a) El&szér is figyeljiik meg, hogy B valéban bazis R3-ben, mert a vektorai
nem illeszkednek kozos origén dtmend sikra; valdban, a b;-re és b,-re illeszkedd,
origén atmend sik egyenlete Sx — 2y + 7z = 0 (lasd az 1.2.10. Feladat b) részét),
erre pedig by nem illeszkedik. A kérdés tehét az, hogy a A1b; + A2b, + A3b; = v
egyenlet milyen A, A5, A3 skaldrokra teljesiil. Behelyettesitve:

1 3 1 M+30+ A3 3
Ml 6| +A4 4 |+ -8 | = 6A4+40 -84 | =1 4
1 —1 2 M—A+243 9

fgy a di + 34+ A3 =3, 641 + 44, — 843 = 4, A1 — Ay +2A3 = 9 linedris egyenlet-
rendszerre jutunk. A mésodik egyenlethez a harmadik 4-szeresét adva: 104; = 40,
amibSl A; = 4. Ezt az els§ és (példdul) a harmadik egyenletbe helyettesitve a
34+ A3 = —1, —Ay +2A3 = 5 egyenletrendszert kapjuk; ennek a megoldédsa (pél-

ddul a masodik egyenlet haromszorosit az els6hoz adva) Ay = —1, A3 = 2. Igy az
4
eredmény: [v]p = | —1

2
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b) V-r6l kordabban (az 1.2.5. Feladat f) részében, illetve az 1.2.10. Feladat d)
részében) mar lattuk, hogy altér, ebben B az 1.2.18. Feladat szerint val6ban bazis
— jelolje ennek a vektorait most sorban b, b, és b;. Az 1.2.3. Feladatban pedig
megmutattuk, hogy v = 2b; — 7b, — 3b;. Kordbbi eredményeinket tehdt most igy

2
foglalhatjuk 6ssze: [v][p=| —7 |. O
-3

Bazis létezése

Az 1.2.20. Definici6 szerint egy V altér dimenzidja k, ha van benne k elemi bazis.
Azt ugyan mar tudjuk, hogy ebben az esetben minden V-beli bézis k elem, de egy
fontos kérdés még nyitva maradt: van-e egydltalan minden altérben legaldbb egy
bazis? A valasz szerencsére igen, ez kovetkezni fog az aldbbi tételbdl.

1.2.26. Tétel. Legyen V < R”" altér, il’]:Z’ e ,]:k V-beli vektorokbol dllo linedri-
san fiiggetlen rendszer. Ekkor f r Iz’ ce Ik kiegészithetd véges sok (esetleg nulla)
tovdbbi vektorral 1igy, hogy a kapott rendszer bdzis legyen.

Bizonyitds: Legyen W = (f . f,,.... f,). Nyilvén igaz, hogy W C V (mert V altér,
igy az f -kbdl linedris kombindcidval kifejezheté vektorok mind V-beliek kell le-
gyenek). Ha V = W, akkor f f . J:k generdtorrendszer és igy bdzis is V-ben;
ekkor tehat a tételt belattuk (nulla elemmel egészitettiik ki a rendszert). Ha W £V,
akkor létezik egy v € V, v ¢ W vektor. Az djonnan érkezd vektor 1.2.14. Lemma-
ja szerint ekkor f S f yeens f v linedrisan fiiggetlen (ellenkez$ esetben ugyanis a
lemma szerinty € W tel]esulne) Ha f f R [y mdr generatorrendszer V-ben,
akkor a tételt ismét belattuk. Ha nem, akkor folytatjuk ezt az eljarast (vagyis kiegé-
szitjiik a rendszert egy (f S fo v)-hez nem tartozé vektorral, stb).

Azt kell még megmutatnunk hogy ez a folyamat egy ponton ledll és szolgaltatja
a keresett bazist. Ez azonban kovetkezik az 1.2.15. FG-egyenl6tlenségbdl: mivel
R"-ben van n elemi generdtorrendszer (példaul a standard bazis), ezért nem létezhet
benne n-nél nagyobb linedrisan fiiggetlen rendszer. Igy az eljards legfoljebb n — k
vektor hozzavétele utdn megall. O

1.2.27. Kovetkezmény. Minden V < R" altérben van bdzis (és ezért dimV is
létezik).

Bizonyitds: Ha V = {0}, akkor az iires halmaz bdzis V-ben. Ha viszont V tartal-
maz egy v # 0 vektort, akkor v-re (mint egyetlen elembdl 4ll6 linedrisan fiiggetlen
rendszerre) alkalmazva a fenti tételt kapunk egy V-beli bazist. O

Erdemes visszaemlékezniink az 1.2.2. pontban az R? és R altereir§l mondot-
takra: a trividlisakon kiviil csak az origén dtmend egyenesek és sikok ilyenek. Akkor
ezt nem bizonyitottuk, de ezt most konnyen pétolhatjuk: egy V < R3 altérre dimV
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attol fiiggéen 0, 1, 2 vagy 3, hogy az altér a {0}, egy origén dtmend egyenes, egy
origén 4tmend sik, vagy R>.
Végiil megemlitjiik az 1.2.26. Tétel egy tovabbi hasznos kovetkezményét.

1.2.28. Kovetkezmény. Legyen V < R" altér, f i iz’ RN [k V-beli vektorokbol
dllé linedrisan fiiggetlen rendszer. Ha dimV = k, akkor f pfases L{ bdzis V-ben.

Bizonyitds: V-ben van k elemii generdtorrendszer (V minden bézisa ilyen), igy
az 1.2.15. FG-egyenl6tlenség szerint minden linedrisan fiiggetlen V-beli rendszer
legfoljebb k elemd. Ezért ha az 1.2.26. Tételt alkalmazzuk V-re és az f x S e i X
rendszerre, a kapott bédzis csak maga f vl f p lehet. O

1.2.29. Feladat. Alljon V azokbél az R*-beli vektorokbél, amelyekben a négy
1
koordinata dsszege 0. Egészitsiik ki az f = ; vektort V-beli bazissa.
—6

Megoldds: Az 1.2.26. Tétel bizonyitdsdban leirt mddszert kovetjiik. Tekintsiik

elészor az (f 1) generdlt alteret, amely tehit ]:1 skalarszorosaibdl 4ll. Nyilvan

V # (f,). ezért vélasztunk egy tetszOleges f, €V, f, & (f,) vektort: legyen
1

példdul f, = 8 . Most (f,f,) meghatdrozdsdhoz vegyiik egy tetszSleges
-1
a+p
linedris kombindcidjukat: o f + B fr = gg . Létszik, hogy példaul
—6a— 3

0

= (1) €V,de f, ¢ (f,.f,) (mert 2ac = 1 és 3o = 0 egyszerre nem lehet).
-1

Az 1.2.18. Feladatban l4ttuk, hogy dimV = 3, igy az 1.2.28. Kévetkezmény miatt
[+, [, mdr bdzis V-ben. .

1.3. Linearis egyenletrendszerek

Az eddig megismert fogalmak kapcsan, kiillonboz6 feladatok megolddsaiban
Iépten-nyomon linedris egyenletrendszerekbe botlottunk. Ha példaul adott R"-beli
VisVa,. ..,V €s w vektorokra a w € (v, v,,...,;) dllitds igazsdgét akarjuk tesztel-
ni — mds széval: w-t kifejezni v|,v,, ...,y linedris kombindcidjaként, — akkor egy
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n egyenletbdl all6, k véltozés linedris egyenletrendszerre jutunk, ahol a valtozék
a linedris kombindcié egyiitthatdi; lasd az 1.2.3. és az 1.2.25. Feladatokat. Ha a
V1,Va,. ..,V linedris fiiggetlenségét kell eldonteniink, akkor az 1.2.12. Tétel szerint
ismét linedris egyenletrendszerre jutunk — mégpedig olyanra, ahol a jobb oldala-
kon 4ll6 szdmok mind nulldk; ldsd az 1.2.13. Feladatot. Ilyenkor nem az egyenlet-
rendszer megoldhat6siaga a kérdés — hiszen nyilvan megoldast kapunk, ha minden
véltozé értékét nullanak vélasztjuk (ez felel meg a trividlis linearis kombinaciénak).
Ehelyett ebben az esetben arra vagyunk kivancsiak, hogy az egyenletrendszer egyér-
telmiien megoldhato—e — vagyis hogy ez az egyetlen megolddsa van-e a rendszernek.

Linedris egyenlet alatt az a; x| +azx> + . .. + anx,, = b alakd egyenleteket értjiik,
ahol x,x7,...,x, viltozék (ismeretlenek) és az aj,as,...,a, egyiitthatdk, valamint
a b konstans tag adott szamok. Egy linedris egyenletrendszer pedig néhany (véges
sok) linedris egyenletbdl all, amelyeket az x1,x3,...,x, valtozoknak egyszerre kell
kielégiteni. Linedris egyenletrendszerek természetesen nem csak a fentebb emlitett
feladatokban, hanem szdmos gyakorlati alkalmazdsban is felmeriilnek.

A linedris egyenletrendszerek megoldasanak egyszerti médszereit — valtozok ki-
fejezését és masik egyenletekbe helyettesitését, vagy az ,.egyenld egytitthaték mod-
szerét” — kozépiskolds tanulmdnyaibol mindenki ismeri. Bar az aldbbiakban szin-
tén linedris egyenletrendszerek megolddsardl lesz sz6, mégis, egy mindségi szinttel
feljebb 1épiink: nem csak egyes, konkrét linedris egyenletrendszerek megoldésa a
célunk, hanem mindegyiké egyszerre: egy hatékony algoritmust ismeriink meg er-
re a feladatra. A Gauss-elimindcio nevi eljards egy adott linedris egyenletrendszer
esetén képes lesz eldonteni, hogy a rendszer megoldhaté-e és ha igen, attekinthetd
médon megadja az dsszes megolddsat. Az algoritmus egyrészt a gyakorlati alkal-
mazdsok miatt is nagyon fontos, mdsrészt a linedris egyenletrendszerekrdl sz610,
ltalanos érvényi allitdsok bizonyitasat is lehetdvé teszi.

1.3.1. Ismerkedés a Gauss-eliminacioval

A Gauss-eliminéci6 tulajdonképp nem mds, mint az ,,egyenld egyiitthatok modsze-
rének” a szisztematikus, minden esetre kiterjed6 megvaldsitisa. Az eljardssal vald
elsé ismerkedésként tekintsiik az alabb a bal oldalon lathaté, hdrom valtozds és
négy egyenletbdl all6 linedris egyenletrendszert. Az elsd valtozo, x; kikiiszobolé-
séhez (vagyis ,.elimindlasahoz”) el6szor az els6 egyenletet elosztjuk 2-vel, hogy x;
egylitthat6ja 1 legyen; a tobbi egyenletet egyel6re valtozatlanul hagyjuk (ez latha-
t6 kozépen). Majd az uj els6 egyenlet egy-egy alkalmas tobbszorosét (2-szeresét,
6-szorosit, illetve 4-szeresét) levonjuk a tobbibdl gy, hogy a kapott egyenletekben
X1 mdr ne szerepeljen:

2x1— xo+ 6x3=12 xl—%XQ—‘r 3x3=6 X1—%X2+3X3:6
2x1+2x+ 3x3=24 N 2x1+ 2x+ 3x3=24 . 3xp)—3x3=12
6x1— xo+17x3=46 6x;— xp+17x3=46 2xp — x3=10

dx;1 — xp+13x3=32 dx; — xp+13x3=32 X2+ x3=8
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A 1épéseink hatterében természetesen az a szandék 4llt, hogy x; mar csak az el-
s6 egyenletben szerepeljen; igy a maradék, eggyel kevesebb egyenletet tartalmazé
rendszerben a valtozok szdma is eggyel kisebb. A folytatdsban erre a kisebb rend-
szerre ismételjiik meg az eddigiekkel anal6g 1épéseket.

Miel6tt azonban tovabbmegyiink, megismerjiik a linedris egyenletrendszerek-
nek azt a tomorebb tarolasi médjat, amelyet a Gauss-eliminacié soran alkalmazni
szoktak. Mivel az algoritmus az egyenletrendszernek szamtalan, egyre egyszer{ibb
véltozatat késziti el, ezért csak a futdshoz sziikséges adatokat tdrolja — a véaltozok
nevei, a miveleti jelek és az egyenlGségjel foloslegesek. Ehelyett az dgynevezett
kibovitett egyiitthatomdtrixot haszndljuk: egy szdmtdblazatban — vagyis mdtrixban
— sorrdl sorra leirjuk az egyenletekben a véltozok egyiitthatdit, illetve (vonallal el-
vélasztva) az egyenlet jobb oldaldn all6 konstans tagot. A fenti egyenletrendszer,
illetve az elimindci6 elsd két, mar megtett 1€pése tehat matrixos alakban igy néz ki:

2 -1 612 1 -5 316 1 -5 3|6
2 2 3|24 2 2 3|24 0 3 3|12
6 —1 17]46 | ~ | 6 —1 1746 0 2 -1]10
4 -1 13|32 4 -1 13|32 0 1 1|8

Figyeljilk meg, hogy az egyenletek beszorzdsa egy o szdmmal (vagyis é—val
valé leosztdsa) a kibdvitett egyiitthatomatrixban a megfeleld sor a-val val6 végig-
szorzdsanak felelt meg (beleértve a jobb szE€ls6, a vonaltdl jobbra 4all6 tagot is).
Hasonléan, amikor az egyik egyenlethez hozzdadtuk egy masik ¢-szorosét (vagy-
is levontuk annak a (—a)-szorosat), akkor a matrixban az egyik megfelel sorhoz
adtuk tagonként a mdsik a-szorosat. Mindkét esetben a matrix soraival végzett md-
veletek — a-val szorzds, illetve dsszeadds — analdg volt azzal, ahogyan R"-ben az
oszlopvektorok kozotti miiveleteket értelmeztiik: tagonként végeztiik azokat.

Folytatva a fent elkezdett elimindciét, most a masodik sort (vagyis egyenletet)
osztjuk el 3-mal (azaz megszorozzuk 1/3-dal), majd a harmadik és a negyedik sor-
bdl kivonjuk az 4j masodik sor 2, illetve 1-szeresét (bal oldalt, illetve kdzépen). A
harmadik sorban most eleve 1-es jott 1étre, igy ezt most nem sziikséges beszorozni,
rogton kivonhatjuk a kétszeresét negyedikbdl (jobb oldalt).

1 -3 6 1 -4 3|6 1 -3 3]6
0 1 -1 4 0 1 —1]4 0 1 —1|4
“1o 2 <1l ] o o 1|2 1o o 1|2
0 1 8 0 0 4 0 0 00

A kapott matrix negyedik sora csupa nulla lett, ami a Ox; 4 Ox; +0x3 = 0 egyen-
letnek felel meg. Ez nyilvan azonossag, amely a valtozék minden értékére teljesiil —
vagyis ,,nem hordoz informdciét”, az elhagydsa nem véltoztat az egyenletrendszer
megolddsain:
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1 -1 316
~(0 1 -1]4
0 0 1|2

A most kapott alakot lépcsds alaknak szokés nevezni (mert a sorokban 1épcsé-
zetesen, egyre beljebb helyezkednek el az 1-esek, amelyektdl balra csupa 0 4ll).
Figyeljiik meg, hogy a 1épcsds alakbdl az egyenletrendszer megolddsa mar kevés
szdmoldassal kiolvashat6. Az utolsé sor a Ox; 4 Oxz + 1x3 = 2 egyenletnek felel meg
— vagyis x3 = 2. A masodik sor egyenletben kifejezve: x, —x3 = 4. Mivel x3 értékét
mar tudjuk, ebbdl x; = 6 adddik — az elsd sorbol pedig x| értéke kaphaté meg hason-
l6an. Azonban ezeket a felfelé haladva torténd visszahelyettesitéseket is kivalthatjuk
az eddigiekhez hasonlé 1épésekkel. Folytatva a Gauss-eliminaciét, eldszor a harma-
dik sor 1-szeresét, illetve (—3)-szorosét adjuk a mdsodik, illetve az elsd sorhoz;
végiil az 4j mdsodik sor 1/2-szeresét adjuk az els6hoz:

1 —% 010 1 0 03
~1 0 1 06 ~ 01 06
0 0 1|2 0 0 12

A kapott alak — amelynek a neve redukdlt lépcsds alak — mar valéban az egyen-
letrendszer megoldasat adja: a matrix sorai sorban az x; = 3, xp = 6, x3 = 2 egyenle-
teknek felelnek meg. A Gauss-eliminéci6 ezzel véget ér — az egyenletrendszer tehat
egyértelmiien megoldhato.

Erdemes végiggondolni, hogyan véltozna a fenti megoldés, ha az eredeti egyen-
letrendszert csak annyiban mdédositjuk, hogy a negyedik egyenlet jobb oldalat 33-ra
cseréljiik: 4x; — xp 4+ 13x3 = 33. Az elimindci6 sordn igy is a fentiekkel azonos 1é-
péseket tennénk, csak a matrixok jobb alsé sarkdban 4ll6 szamok véltoznanak —
mégpedig mindig 1-gyel nagyobb értéket kapnink, mint a fenti szdmolasban. Ez

egészen addig a pontig igaz, ahol az imént a csupa nulla sort elhagytuk; ehelyett
most a kovetkezd alakra jutunk:

1
1 -1 36
0 1 —1|4
0 0 1|2
0 0 01

Itt az utolsé sor a Ox; + Oxy + Ox3 = 1 egyenletnek felel meg, ami nyilvén el-
lentmondads, a valtozék semmilyen értékére nem teljesiil. Az algoritmus tehat ,,az
egyenletrendszer nem megoldhat6” kijelentéssel zarul. A Gauss-eliminaciéval kap-
csolatban meghonosodott széhaszndlat szerint a fenti métrix utolsé sorat — és min-
den olyan sort, amelyben a vonaltdl balra csupa nulla, de a vonaltdl jobbra nemnulla
all — tilos sornak nevezik. Az elnevezés annyiban félrevezetd, hogy egy ilyen sor
keletkezése természetesen nem ,,tilos”, az algoritmus sordn el6fordulhat; a név arra
utal, hogy tilos sor keletkezése esetén az egyenletrendszer nem megoldhato.
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1.3.2. Még egy példa a Gauss-eliminaciéra

Nem szdmithatunk arra, hogy a Gauss-elimindcié minden bemenet esetén a fenti
példaban latott, akaddlymentes médon zajlik — példdul mert vannak olyan linedris
egyenletrendszerek, amelyeknek végtelen sok megolddsa van, az algoritmusnak pe-
dig ezeket is kell tudnia kezelni. Az aldbbiakban erre latunk példat:

X1+ 0+ 2x04+2x0+ xs=-—1
dxy+4x,+ 8x3+9x4+ x5=-—7
2x1+5x + 13x3 4+ x4+26x5=10
x14+3x+ 8x3+2x4+11xs= 1
2x1+ o+ x34+2x4+ 3x5=3

Az algoritmus futtatdsdhoz eldszor felirjuk az egyenletrendszer kibdvitett
egyiitthatomatrixat. A matrixban lathat6 karikazott elem mindig azt a poziciét fog-
ja jelolni, ahol az eljaras éppen tart. A karika haladdsa nyoman — hasonl6an a mar
latott példdhoz — 1-esek keletkeznek: minden sorban ez lesz az els6 nemnulla elem.
Ezeket az 1-eseket vezéregyesnek nevezziik. A bal fels6 sarokban 4ll6 elem eleve is
egy l-es, igy a sort nem sziikséges skaldrral végigszorozni: az elsd vezéregyes rog-
ton adott, az alatta 4116 nemnulla elemeket valtoztatjuk nulldva az els6 sor megfeleld
tobbszorosének hozzdaddsaval:

D1 2 2 1]-1 ® 1 2 2 1]-1
4 4 8 9 1 |-7 0 0 0 1 -3|-3
2 5 131 2|10 |~ 0 3 9 -3 24|12 |~
1 3 8 2 11 1 0 2 6 0 10| 2
2 1 1 2 3|3 0 -1 -3 -2 1|5

Az el6z0 példaban 14tottak szerint most egy sorral lejjebb és egy oszloppal jobb-
ra 1éptetjiik a karikat. Azonban most azt latjuk, hogy a karikdban 4116 szdm 0O (aldbb,
balra); ezzel nyilvdn nem lehet végigosztani a mdsodik sort, az algoritmus futdsan
tehat modositanunk kell. A megoldas nagyon egyszert: felcserélhetjitk a masodik
sort a harmadikkal (aldbb, jobbra). A sorok felcserélése nyilvan a megfelel6 egyen-
letek megcserélésének felel meg, ez pedig nem befolydsolja a megoldast. A masodik
sor helyére cserélhettiik volna egyébként a harmadik helyett barmelyik alatta 1év6
sort is; érdemes viszont megfigyelni, hogy az elsé sorral cserélni hiba lett volna,
mert ezzel az els6 oszlopban mar elért eredményeinket tonkretettiik volna.

2 1] -1

2 2 2 1] -1
0 1 -3]-3

9

6

1
@ 9 -3 24|12
-3 24| 12 ~ 0
0 10| 2 2
-3 -2 1] 5 -1

0 I -3]-3 |~
6 0 10| 2
-3 -2 1] 5

S OO O =

1
©
3
2

-1

S O O O -
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Most a kordbban latottakat kdvetve mehetiink tovabb: a masodik sort 3-mal oszt-
va létrehozzuk a masodik vezéregyest. Majd az alatta 1év6 sorokbdl a masodik meg-
feleld tobbszoroseit kivonva elérjiik, hogy a vezéregyes alatt minden elem 0 legyen;
ekdzben persze a harmadik sor nem véltozik, mert ott (az iménti sorcsere nyoman)
eleve nulla 4ll.

1 1 2 2 1] -1 11 2 2 1] -1
0o @® 3 -1 81 4 0o ® 3 -1 81 4
o o0 O 1 -3| -3 ~ 0 0 O 1 -3|-3 |~
0O 2 6 0 10| 2 0 0 0 2 —6|-6
0 -1 -3 -2 1] 5 0 0 0 -3 91 9

Ismét jobbra és lefelé 1éptetve a karikat abban megint O 4ll. Rdaddsul most a
sorcsere sem segit, mert a karika alatti elemek is mind nulldk (aldbb, balra). Els6
benyomadsunk taldn az lehet, hogy erre a helyzetre végképp nincs megoldds: ha nem
akarjuk elrontani az eddig elért eredményeket, akkor a karika helyén semmilyen
trilkkel nem tudunk 1-est generalni. Ez ugyan igaz, de kés6bb ki fog deriilni, hogy
val6jdban ez a helyzet inkabb szerencsésnek tekinthetd: anélkiil keletkeztek nullak,
hogy tenniink kellett volna értiik — ,,a véletlen dolgozott helyettiink”. Az algoritmus
futdsat viszont folytatnunk kell: az ilyen esetekre (tehét: a karikdban és alatta min-
denhol nulla 4ll) vonatkoz6 szabély az, hogy a karika eggyel jobbra 1ép, de marad a
jelenlegi sordban (alabb, jobbra):

1 1 2 2 1] -1 11 2 2 1| -1
01 3 -1 8| 4 01 3 -1 8| 4
00 © 1 -3]-3 ~ 000 @O -3|-3/1~
0 0 O 2 —6| —6 000 2 —-6|-6
00 0 -3 91 9 00 0 -3 91 9

A folytatds most problémamentes: 1étrejott a harmadik vezéregyes (ehhez nem is
kellett a harmadik sort végigszoroznunk), alatta nulldkat generdlunk a harmadik sor
megfeleld tobbszoroseink hozzdadasaval (alabb, balra). Azt tapasztaljuk, hogy ezzel
az utolsé két sor csupa nulldva véltozik. Ezeket tehat (az elsé példaban latotthoz
hasonléan) elhagyjuk. Ezzel elértiik a lépcsds alakot (alabb, jobbra):

I 1 2 1] -1

01 3 -1 8 4 11 2 2 1] -1
000 @ -3|-3 ~ 01 3 -1 8 4 |~
000 O 0] O 000 O -3|-3
000 0 0] O
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P

A Gauss-eliminacié futdsabol mar csak a redukdlt Iépcsds alakig vezetd Gt van
hatra. Ez nem madst jelent, mint hogy a 1épcsds alaknak a vezéregyest tartalmazé osz-
lopaiban a vezéregyesek folotti nemnulla elemeket nulldva valtoztatjuk. Most tehat
harom ilyen elem van: a negyedik oszlopban a folsé kett6 és a masodik oszlopban
a legfolsd. Ezeket a 1épéseket érdemes alulrdl folfelé végezni: elészor a legalsé sor
vezéregyese folotti elemeket valtoztatjuk nulldvd, majd az utolsé eldtti sor vezér-
egyese folottieket, stb. — hasonléan ahhoz, ahogyan a 1épcsds alakig vezetd tton a
vezéregyesek alatti elemekkel jartunk el. E16szor tehdt a harmadik sor 1-szeresét, il-
letve (—2)-szeresét adjuk a mésodik, illetve az elsd sorhoz (14sd aldbb, balra). Majd
a mdsodik sor (—1)-szeresét adjuk az els§ sorhoz (aldbb, jobbra).

112 0 7 5 1 0 -1 O 2 4
01 3 0 5 1 ~ 0 1 30 5 1
0 001 -3]-3 00 01 -3|-3

Elértiik a redukdlt 1épcsds alakot, az algoritmus ezzel megdll. A kérdés persze
az: mond-e ez barmit az egyenletrendszer megolddsar6l? A valdsdg az, hogy a redu-
kalt 1épcs6s alak nem mds, mint az egyenletrendszer 6sszes (jelen esetben: végtelen
sok) megoldasanak attekinthetd formaban val6 leirasa. Ennek illusztraldsara elszor
visszairjuk a redukalt 1épcsds alaku rendszert a hagyomanyos formaba:

X1 - X3 + 2x5 = 4
Xy + 3x3 + 5x5 = 1
X4 — 3X5 = -3

Jol 1atszik, hogy az x3 és x5 véltozoknak barmilyen értéket adhatunk, ezeknek a
tetsz6leges megvalasztdsa utdn a maradék harom valtoz6 mar egyértelmien kifejez-
het6 lesz — épp ennek a mikéntjét irja le a redukalt 1épcsds alak. Az egyenletrendszer
Osszes megoldasat tehat a kovetkez&képpen adhatjuk meg:

X3:aeR,x5:ﬁeR

x1=4-20+a
xn=1-58-3a
x4 =-34+38

Az x3 és x5 véltozokat itt szabad paraméternek szokds nevezni (mert az érté-
kiik tetszdlegesen megvalaszthatd). Lathat6, hogy szabad paraméterek azokbdl a
valtozdokbol lettek, amelyeknek megfelel6 oszlopokban a redukalt 1épcsds alak nem
tartalmazott vezéregyest.

1.3.3. A Gauss-eliminacio

Egy k egyenletbdl 4116 és n valtozds — roviden: (k x n)-es — linedris egyenletrendszer
lefrdsdhoz be kell vezetniink a kettSs indexelést egyiitthatokat: a; ; jeloli az i-edik
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egyenletben a j-edik valtozo egyiitthatéjat minden 1 <i <k és 1 < j < n esetén.
Az i-edik egyenlet jobb oldaldn 4116 konstans tagot b;-vel jelolve a linedris egyenlet-

s

rendszer ,hagyomdanyos” alakja, illetve kibdvitett egyiitthatomdtrixa a kovetkezd:

apxytappxo+...tayppx, = by a ayp ... Aaip by
ax1X1+axpxy+...+ax,x, = b a1 ap ... axn | b2
g X1 +agoxo + .o+ agpXy = by g1 Qg2 ... Gk | bi

Elemi sorekvivalens lépések

Az aldbbi definicié ad nevet azoknak a 1épéseknek, amelyeket a fentebb megoldott
két példaban végeztiink az egyenletrendszeren.

1.3.1. Definicio. Kibdvitett egyiitthatomdtrixdval adott linedris egyenletrend-
szer esetén elemi sorekvivalens lépésnek nevezziik az aldbbiakat tetszbleges
1<i,j<ki#jésA€R, A#O0 skaldr esetén:
(i) a mdtrix i-edik sordnak (tagonként vald) megszorzdsa A-val;
(ii) a madtrix i-edik sordnak helyettesitése sajdtmagdnak és a j-edik sor
A-szorosdnak (tagonként vett) 6sszegével;
(iii) az i-edik és a j-edik sor felcserélése;
(iv) egy csupa nulla elemeket tartalmazo sor elhagydsa.

Szinte magatdl értet6dd, de a Gauss-eliminacié mikodése szempontjabol alap-
vetd fontossagu az aldbbi allitds — és egyben indokolja a fenti fogalom elnevezését.

1.3.2. Allitas. Az 1.3.1. Definicidban felsorolt lépések ekvivalens dtalakitsok,
vagyis az egyenletrendszer megolddsait nem vdltoztatjdk meg. (Részletesebben: ha

az x1,Xxy,...,x, szdmok kielégitik az egyenletrendszert egy lépés megtétele elott,
akkor annak megtétele utdn is; és forditva, ha x1,x>,...,x, kielégitik az egyenlet-

rendszert egy lépés megtétele utdn, akkor eldtte is.)

Bizonyitds: A bizonyitast a (ii) 1épésre irjuk csak le, a tobbit az olvaséra hagyjuk. Ha
X1,X%2,...,X, kielégitik az egyenletrendszert, akkor a; 1x1 +a;2x2 + ... +ajnx, = b;
és ajixi+ajoxr+...+aj.x, =b;. Az utobbi egyenlet A-szorosét az el6bbihez
adva: (ai1 +Aaji)x1 + (aip+Aaj2)xa+ ...+ (ajn+Aajn)x, = bi+ Abj. Ez épp
azt jelenti, hogy a (ii) 1épés megtétele utdn az 1j i-edik egyenlet teljesiil (a tobbi
pedig nem is valtozott).

Megforditva: ha x,xs,...,x, megolddsa a rendszernek a (ii) 1épés megtétele
utdn, akkor (a;1 +Aaj 1 )x1+ (aip+Aaj2)x2+... 4+ (ain+Aaju)x, = bi+Abj és
aj1xi+ajrx2+...+aj,x, =b;igazak. Az utobbi egyenlet A-szorosét az el6bbibd]
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kivonva: a; 1x1 +a;2x2 +. .. +a; nX, = b;. Vagyis az i-edik egyenlet a Iépés megtétele
elott is teljesiilt. a

Fontos kiemelni, hogy — barmennyire egyszert is a bizonyitdsa — a fenti 4llitas
a biztositéka a Gauss-eliminécié helyes miikodésének. Ennek érzékeltetésére érde-
mes megemliteni egy feladatmegoldasokban fellépd, tipikus hibat: amikor valaki az
elimindcié egy pontjan egy kordbbi matrix egy sordt adja hozzd az aktudlis matrix
egy sordhoz. Miért is ne lehetne ezt megtenni — kérdezhetnénk —, hiszen barmelyik
matrixban is keriilt el§ a két széban forgd sor, mindkét megfelels egyenlet teljesiil
az xi,xa,...,x, valtozékra, igy nyilvan az osszegiik is? A valasz az, hogy ez ugyan
igaz, de nem elegendd az algoritmus helyes miikodéséhez: ez nem ekvivalens 1épés,
bovitheti az egyenletrendszer megolddshalmazat. (Példaul: el6fordulhat, hogy ezél-
tal egy egyenlethez a sajat ellentettjét adjuk valamilyen dlcazott formaban, ezaltal
»elveszitjiikk az egyenlet informécidtartalmat” — mintha elhagyndnk a rendszerbdl.)

Lépcsos alak, redukalt 1épcsos alak

A kordbban megoldott példdkban lattuk, hogy a Gauss-eliminici6 sordn a célunk a
redukalt 1épcsds alak elérése. Az aldbbi definicié ezt a fogalmat vezeti be.

1.3.3. Definicio. Egy kibovitett egyiitthatomdtrixdval adott linedris egyenletrend-
szert 1épcsds alakunak mondunk, ha az aldbbiak teljesiilnek:
(i) A mdtrix minden sordban van nemnulla elem és (balrol) az elsé nemnulla
elem egy I-es — az ligynevezett vezéregyes.
(ii) Ha 1 <i < j <k, akkor az i-edik sorban dllo vezéregyes kisebb sorszdmii
oszlopban van, mint a j-edik sor vezéregyese.
(iii) A vezéregyesekkel egy oszlopban, azok alatt dllo minden elem 0.
Redukalt 1épcsds alakinak mondjuk a mdtrixot, ha még az aldbbi is teljesiil:
(iv) A vezéregyesekkel egy oszlopban, azok folott dllo minden elem is 0.

(Konnyt végiggondolni, hogy a fenti definici6 (i) és (ii) feltételeib6l mar ko-
vetkezik a (iii), azt csak a jobb érthet&ség érdekében vettiik be a feltételek kozé.) A
redukalt 1épcsds alak egy ,,eleve megoldott” linedris egyenletrendszernek tekinthetd.
Val6ban: ahogyan azt a 36. oldalon lttuk, a vezéregyeseket nem tartalmazé oszlo-
pok szabad paramétereknek felelnek meg, a matrix sorai pedig (atrendezés utan) azt
irjak le, hogy a tobbi valtozé hogyan fejezhetd ki a szabad paraméterekbdl. Ha pedig
minden oszlopban van vezéregyes, akkor a sorok egyszerien megadjak a valtozok
értékeit az egyértelmii megoldasban (lasd a 33. oldalt).

A Gauss-eliminacio altalanos leirasa

A Gauss-elimindci6 leirasanal azt kell pontosan meghatdroznunk, hogy egy tetszs-
leges bemenet esetén az 1.3.1. Definicidéban felsorolt 1épéseket milyen sorrendben
és milyen paramétervalasztasokkal hajtjuk végre. Az algoritmus két fazisbol all: az
els6ben vagy elérjiik a 1épcsds alakot, vagy ,.tilos sor” keletkezik (l1asd a 33. oldalt).
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A masodik fazisban érjiik el a redukalt 1épcsds alakot; ha az els6 fazisban tilos sor
keletkezett, akkor a masodik fazis természetesen elmarad.

Az eljaras sordn nyilvantartjuk annak a matrixelemnek a sor- és oszlopszamait,
ahol a kovetkez6 vezéregyesnek kell keletkeznie; ezeket i és j jeloli. A kordbban
megoldott, mdsodik példdban az a; ; elemet bekarikdzdssal jeloltiik.

GAUSS-ELIMINACIO — ELSO FAZIS

Bemenet: Egy k sort és n+ 1 oszlopi matrix (egy k egyenletbdl ll6, n valtozos
linedris egyenletrendszer kibdvitett egyiitthatomatrixa, lasd a 37. oldalt).

0.1épés. i1, j« 1

1. 1épés.
e Haa; ; = 0, akkor folytassuk a 2. Iépésnél.

-vel.

e Szorozzuk meg az i-edik sort

I,
e Ha i =k, akkor folytassuk a 3. lé’lpésnél.
e Minden i < ¢ < k esetén adjuk a r-edik sorhoz az (imént mddositott) i-edik
sor (—ay, j)-szeresét.
e Ha j = n, akkor folytassuk a 3. 1épésnél.
o i—i+1,j+j+1
e Folytassuk az 1. 1épésnél.
2. 1épés.
e Hai <k ésvanolyani <t <k, amelyre a, ; # 0, akkor:
» Cseréljiik fel az i-edik sort a ¢#-edik sorral.
» Folytassuk az 1. 1épésnél.
e Ha j = n, akkor:

> i—i—1
» Folytassuk a 3. 1épésnél.
o j—j+1

e Folytassuk az 1. 1épésnél.

3. 1épés.
e Ha i =k, akkor PRINT ,,A matrix lépcsés alakd.”; STOP.
e Ha van olyan i <t < k, amelyre b; # 0, akkor PRINT ,,Az egyenletrendszer
nem megoldhat6.”; STOP.
e Minden i <t < k esetén hagyjuk el a -edik (csupa nulla) sort.
e PRINT ,,A matrix 1épcs6s alakd.”; STOP.

A fenti pszeudokdd valdban azt az eljardst valdsitja meg, amit a kordbbi két
megoldott példdban mdr lattunk. Az 1. 1épésben hajtjuk végre az elimindcio tipikus
miiveletét: a ,bekarikdzott” a; ; elemet 1-ess€, az alatta dllokat pedig 0-vd véltoz-
tatjuk (az 1.3.1. Definicidbeli (i) és (ii) 1épésekkel), majd a karikat eggyel jobbra
és lefelé mozgatjuk. A 2. 1épés kezeli azt az esetet, amikor a karikdban 0 all: ha
lehet, akkor egy lentebbi sorral valé cserével nemnulla elemet hoz 1étre a karikdban
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és 1jbol meghivija az 1. 1€pést, ha viszont a karika alatt sincs nemnulla elem, akkor
eggyel jobbra 1ép.

A 3. Iépésnek akkor adddik 4t a vezérlés, ha a karika nem Iéptethet6 tovabb: el-
értiik vagy a matrix utolsé sordt, vagy az n. (vagyis a vonaltdl balra utolsé) oszlopat.
Mindkét esetben megdll az algoritmus, de az utébbi esetben elébb még fontos 1é-
péseket hajt végre. Az algoritmus miikodésének helyessége szempontjabol alapvetd
fontossagu a kovetkez6 allitas.

1.3.4. Allitas. Ha a Gauss-elimindcié elsé fdzisdban a 3. lépés végrehajtdsa sordn
i <k, akkor minden i <t <k esetén a t-edik sorban az utolso (vonaltol jobbra dllo)
elem kivételével minden elem 0.

Bizonyitds: Amikor a vezérlés a 3. 1épéshez keriil, akkor i = k vagy j = n (vagy
mindkettd) és az i-edik az utolsé olyan sor, ahol az eljards vezéregyest hozott 1étre.
(Kiilon figyelmet érdemel a 2. 1épésben a j = n eset: ilyenkor i értékét csokkentjiik
eggyel — vagyis a karikat folfelé mozgatjuk — miel6tt a 3. 1épésre ugrunk. Ennek az
oka éppen az, hogy enélkiil a technikai beavatkozas nélkiil ugy érnénk el a 3. 1épést,
hogy az i-edik sorban nincs vezéregyes. Példdul a 36. oldalon latott példdban az els6
fazist az i = 3, j = 4 ponton fejeztiik be miel6tt elhagytuk volna a két csupa nulla
sort. A fenti pszeudokdd végrehajtasa sordn a karika el6szor egyet 1épne jobbra és
lefelé, vagyis i =4, j = 5 volna; majd a 2. 1épésnél irtak szerint a karika egyet lépne
folfelé, a 3. 1épéshez az i = 3, j = 5 értékekkel jutnank el.)

Az i < k esetben tehat j = n. Mivel j értéke 1-t6l n-ig egyesével nott, ezért koz-
ben minden értéket felvett, mindig az 1. 1€pés, vagy a 2. 1épés végrehajtdsanak a vé-
gén noveltiik. Az el6bbi esetben az 1. 1épésben irtak szerint az aktudlis i-edik sort6l
lefelé a j-edik oszlopban minden elemet nullava valtoztattunk. Ha j-t a 2. 1épésben
noveltiik, akkor a j-edik oszlop eleve csupa nulla volt az aktudlis i-edik sortdl lefelé.
A j-edik oszlopban létrehozott vagy ott ,.talalt” nulla értékeket az eljaras a folyta-
tasban végig megGrizte. fgy az els6 fazis végrehajtisdnak végén érvényes i-re mér
valéban igaz, hogy az anndl nagyobb index{i sorokban az utolsét leszdmitva minden
elem 0. O

A fenti 4llitas igazolja, hogy az eljards 3. 1épésében irtak val6ban helyesek: ha
i < k, akkor az (i + 1)-edikt6l a k-adikig terjedd sorok kozott vagy van tilos sor
(ha a jobb oldalon nemnulla all) és igy az egyenletrendszer nem megoldhatd, vagy
mindegyikiik elhagyhaté. Az utébbi esetben tehét 1épcsds alaki kibdvitett egyiittha-
tomatrixszal fejezziik be az elsé fazist — €s természetesen ugyanez igaz, ha a 3. 1épést
i = k miatt értiik el.

GAUSS-ELIMINACIO — MASODIK FAZIS
Bemenet: Egy &’ sord és n+ 1 oszlopd, 1épcsSs alaki kibdvitett egyiitthatomatrix.

A masodik fazisban a vezéregyesek folotti nemnulla elemeket valtoztatjuk nullava.
Minden ilyen a; ; elemhez egyszer kell végrehajtani az 1.3.1. Definiciobeli (ii) 1é-
pést: ha a j-edik oszlop vezéregyese a; ; = 1 €s i < t, akkor az i-edik sorbdl kivonjuk
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a r-edik sor (a; j)-szeresét. A masodik fazist mar nem érdemes a fentihez hasonl6
pszeudokdd formdjéban részletezni: nincsenek esetszétvalasztdsok, az eljards aka-
dalymentesen zajlik. Nem sziikséges, de érdemes ezeket a 1épéseket a matrixban
alulrdl folfelé haladva végezni, mert igy (a kordbbi 1épésekben mar 1étrehozott nul-
laknak koszonhetden) kevesebb szamitast végziink.

Mivel a masodik fazis végrehajtasa fenntartja az 1.3.3. Definici6 szerint a 1ép-
csOs alakhoz sziikséges tulajdonsagokat, de a végén a vezéregyesek folotti elemeket
is nullava valtoztatja, ezért valéban redukalt Iépcsds alakot hoz 1étre.

A Gauss-elimindciérol eddig mondottakat az aldbbi tételben foglaljuk Ossze.
1.3.5. Tétel. Tetszdleges, kibovitett egyiitthatomdtrixdval adott linedris egyenlet-
rendszer esetén a Gauss-elimindciot futtatva az aldbbi esetek koziil pontosan az
egyik valosul meg:

(i) Azelsd fdzis 3. lépésének végrehajtdsakor az eljdrds , tilos sort” taldl. Ekkor

az egyenletrendszer nem megoldhato.

(ii) Az algoritmus redukdlt lépcsds alakra hozza a kibdvitett egyiitthatomdtri-
xot, amelynek minden oszlopdban van vezéregyes. Ekkor az egyenletrend-
szer egyértelmiien megoldhato.

(iii) Az algoritmus redukdlt lépcsds alakra hozza a kibovitett egyiitthatomdtrixot,
de annak nem minden oszlopdban van vezéregyes. Ekkor az egyenletrend-
szernek végtelen sok megolddsa van.

A (ii) és (iii) esetekben az egyenletrendszer megolddsai a redukdlt lépcsds alakbol
kozvetleniil kiolvashatok.

Egy fontos elméleti kovetkezmény

Tegyiik fel, hogy adott egy k egyenletbdl all6, n ismeretlenes linedris egyenletrend-
szer. Milyen kovetkeztetésre juthatunk a megoldhatésagéaval kapcsolatban, ha csu-
pan k és n nagysagi relaci6jat ismerjiik? Ezzel a kérdéssel kapcsolatban szamos
elterjedt tévhit él; igy példdul:

e nem igaz, hogy ha k = n, akkor biztosan van megoldas;

e nem igaz, hogy ha k < n, akkor biztosan végtelen sok megoldds van;

e nem igaz, hogy ha k > n, akkor biztosan nincs megoldas.
Ezekre a hamis éllitdsokra érdemes ellenpélddkat keresni (az utolséra mar lattunk
is). Az err8l a kérdésr6l mondhat6 egyetlen igaz allitast az aldbbi tétel tartalmazza. A
bizonyitds egyben illusztrélja azt a gyakori jelenséget, hogy egy algoritmus elméleti
eredmények bizonyitdséra is alkalmas lehet.

1.3.6. Tétel. Ha egy k egyenletbdl dllo, n ismeretlenes linedris egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhato, akkor k > n.

Bizonyitds: Futtassuk le a Gauss-eliminéciét az egyenletrendszerre. Mivel az meg-
oldhato, ezért nem keletkezik tilos sor, az algoritmus redukalt 1épcsds alakot hoz
létre; legyen ebben a sorok szdma k. Nyilvan k' < k, mert az algoritmus cs6kkent-
heti a sorok szamdt (az els6 fazis 3. Iépésében), de nem novelheti. Mivel az egyen-
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letrendszer egyértelmiien megoldhatd, ezért a redukalt 1épcsds alak minden oszlopa
tartalmaz vezéregyest (lasd a 33. oldal példdjat). Ebbdl k' = n kovetkezik. Ezeket
Osszevetve: k > k' = n, amivel a tételt belattuk. O

1.3.7. Feladat. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy az alabbi linearis
egyenletrendszer megoldhaté-e és ha igen, adjuk meg az 6sszes megoldasat.

X1 +x3+3x4+8xs = 4
2x1 + 3x2 + 8x3 + 6x4 + 10x5 17
3x1 +2xp + 7x3 4+ 12x4 + 8x5 = 21
2x1 +4x2 +10x3 +8x4 +p-x5 = 22

Megoldds: A Gauss-eliminaciot alkalmazva a kovetkez6ket kapjuk:

10 1 3 8] 4 101 3 8| 4
23 8 6 1017 0360 6|09
32 7 12 821|710 243 —16]9
2 4 10 8 pl22 0 4 8 2 p—16] 14
101 3 8|4 1013 8|4
01 20 -213 01 20 213
0003 —12/3]71loo0oo01 —4]1
0002 p-8|2 0000 plo

(Itt mér a sorok leosztdsat és a keletkezett vezéregyes alatti elemek ,kinulla-
z4asat” egyszerre végeztiik.) Ha p = 0, akkor az utolsé sor elhagyhat6, az els6 fazis
véget ért. A masodik fazisban egyetlen tovabbi 1épéssel (a negyedik oszlop 3-asdnak
kinullazasaval) kapjuk a redukalt 1épcsds alakot:

1 01 0 20|1
0120 -2|3
0001 —4|1

A p = 0 esetben tehdt végtelen sok megoldds van: x3 = a € R, x5 = f € R,
x1=1-208—a,xp =342 —20, x4 =1+4B.

Ha viszont p # 0, akkor az utols6 sor p-vel osztdsdval ér véget az elsé fazis. A
masodik fazisban most 4 darab vezéregyes folotti elemet kell kinullazni, az alabbi
redukalt 1épcsbs alakot kapjuk:

0 3 8

\

[\
S — W A
o — o o
==

1
3
1
0

S O O =
S O N =
S O O =
S O = O
S O N =

1 0
0 1 —4
0 0

fgy a p # 0 esetben is végtelen sok megoldds van: x3 = a € R, x; =1 —a,
xp=3-20,x4=1,x5=0. O
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1.4. Determinans

Fentebb emlitettiik, hogy egy (n X n)-es (vagyis n ismeretlenes, n egyenletbdl al-
16) linedris egyenletrendszer — szemben az ezzel kapcsolatos esetleges tévhitekkel
— nem feltétlen megoldhatd. Val6jdban az 1.3.5. Tételben emlitett mindhdrom eset
el6fordulhat: lehet O, 1 vagy végtelen sok megoldasa is. Mégis: ha valaki elég sok
linedris egyenletrendszert megoldott mdr, tdmadhat az az érzése, hogy az (n X n)-es
esetben az tekintendd ,,természetesnek”, ha a rendszer egyértelmtien megoldhatd, a
madsik két lehet6ség csak valami ,,véletlen egybeesés” miive lehet. Az aldbbiakban
az fog kideriilni, hogy emogott az érzés mogott matematikailag pontosan megfogal-
mazhatd tartalom rejlik.
Kezdetnek érdemes a (2 x 2)-es esetet kiprébalni:

aix1 +ajpxy = by

a1 X1 +azpxy = by

Konny(l gyakorléfeladat megmutatni (késdbb ezt joval dltaldnosabban is belatjuk),
hogy ha a11-a2> —aio-ax1 # 0, akkor a rendszer egyértelmiien megoldhatd; ha
viszont ay1 -axp —ayp -ax; = 0, akkor a rendszernek vagy nincs megolddsa, vagy
végtelen sok van — ez mdr a jobb oldalakon all6 by és b, értékétol is fiigg. Be fogjuk
bizonyitani (1asd az 1.4.11. Tételt), hogy ehhez hasonlé jelenség minden n-re igaz:
az (n x n)-es linedris egyenletrendszerben a bal oldalakon 4ll6 egyiitthat6kb6l ké-
pezhetd egy kifejezés, amelynek az értéke pontosan akkor nem nulla, ha a rendszer
egyértelmtien megoldhaté. Ezt az értéket hivjdk az egyiitthatomatrix determindn-
sdanak (mert ,,determindlja”, vagyis elére meghatdrozza a rendszer viselkedését). A
determindns fogalma ebbdl a megfigyelésbdl ered, de szdmtalan egyéb alkalmazasa

z 2z

is van — ezek egy részét kés6bb megismerjiik.

1.4.1. Permutaciok inverzioszama

Permutdcio alatt egy olyan n tagi szdmsorozatot értiink, amely az 1,2,...,n sza-
mok mindegyikét pontosan egyszer tartalmazza valamilyen n > 1 egész esetén. A
permutdcié tehat az 1,2, ..., n szdmok egy ,,0sszekeverése”, valamilyen sorrendben
valé felsoroldsa. A permuticidkat gorog betiikkel szokas jeldlni, a & permuticidban
az i-edik helyen 4116 szdmot 7; jel6li. Példdul n = 8 esetén 7 = (5,3,1,8,4,2,6,7)
egy permuticio, itt 1y =5, m =3, ..., Iy = 7. Az aldbbi fogalom a determindns
definicidjaban jut lényeges szerephez.

1.4.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy a © = (W, ™, ..., ;) permutdciéban a T;
és m; tagok egymdssal inverzidban éllnak, ha i < j, de m; > &;. A T permutdcio
inverziészdma az dsszes inverzioban dll6 szdmpdrok szdma. Ennek jele: I(T).

A permuticid két tagja tehat akkor 4ll inverziéban, ha ,,rossz sorrendben” van-

sz

nak: a kisebb késébb kovetkezik, mint a nagyobb; az inverziészdm pedig a ,,rossz
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sorrendben” &ll6 pdrok szdma. Példdul a fenti, © = (5,3,1,8,4,2,6,7) permutd-
ci6ban a 8 inverzidban 4all a 6-tal, de nem 4all inverziéban a 3-mal. Ugyanerre a
permutéciéra I(m) = 11. (Ezt legegyszeriibb ugy 9sszeszdmolni, ha minden tag-
ra az utdna kovetkezS, de ndla kisebb tagokat szdmoljuk meg és adjuk Ossze.
Igy példaul itt az 5-6s utdn 4 nala kisebb tag 4ll, a 3-as utdn 2, stb., végiil is
I(m)=4+240+44+1+0+0=11.)

Az aldbbi 4llitast szintén a determindnssal kapcsolatban fogjuk hasznalni.

1.4.2. Allitas. Cseréljiik fel a = (7, o, ..., T, ..., Tj,..., M) permutdcioban a
T; és Wi tagokat, a kapott permutdciot jelolje ©' = (T, T, ..., Tj, ..., W, ..., Ty).
Ekkor I(1) és I(®') paritdsa kiilonboz6 (vagyis az egyik pdros, a mdsik pdratlan).
(Azaz: két elem cseréjekor az inverzioszdm paritdst vdlt.)

Bizonyitds: El6szor két szomszédos elem cseréjére latjuk be az allitdst — vagyis
amikor j =i+ 1. Ekkor 7; és 7; egymdshoz val6 viszonya megvaltozik: ha eddig
inverzidban alltak, akkor ezutdn nem €s forditva, ha eddig nem, akkor a csere utidn
igen. Viszont ez az egyetlen véltozas az inverziészdmban: a 7;, ; paron kiviil min-
den mads elempdrra igaz, hogy ha a csere el6tt inverzidban alltak, akkor a csere utan
is és ha el6tte nem, akkor utdna sem. Ezért az inverziészam pontosan 1-gyel n6 vagy
csokken, igy a paritdsa megvéltozik.

Térjlink most ra az dltaldnos eset bizonyitdsdra, amikor 7; és 7; nem feltétlen
szomszédosak. Ekkor 7; €s 7; cseréjét szomszédos elempdrok cseréjének egy so-
rozatdval helyettesithetjiik. Feltéve, hogy i < j, el8szor x;-t felcseréljiik 7;_1-gyel,
majd az igy melléje keriilt 7r;_»-vel, stb. Egészen addig ,,bugyborékoltatjuk™ {6l 7;-t,
amig az (i + 1)-edik poziciéba, m; mellé keriil. Az eddig végrehajtott szomszédcse-
rék szamat jelolje ¢. (Tudjuk, hogy ¢t = j —i— 1, de ez a gondolatmenet szempont-
jabdl érdektelen.) Folytatva a szomszédcseréket, most 7; €s 7; egymas mell€ keriilt,
igy tovabbi 1 1épésben felcserélhetSk. Végiil a 7; elem megteszi visszafelé ugyan-
azt az utat, amelyen a 7; érkezett: elGszor felcseréljiik ;4 »-vel, stb. Nyilvan 7; is
t darab szomszédcsere drdn érkezik meg a j-edik poziciéba. Ezzel megkaptuk a 7’
permuticidt, amelyhez 6sszesen 2f + 1 szomszédcserét végeztiink. Mivel minden
szomszédcsere (ahogyan azt fentebb beldttuk) megvaltoztatja az inverziészam pari-
tasdt és Osszesen (2f + 1) — vagyis pdratlan sok — paritdsviltds tortént, ezért I() és
I(x") val6ban ellentétes paritdsq. O

1.4.2. Bastyaelhelyezések

Régi kombinatorika feladat a kovetkezd: hanyféleképpen helyezhetd el a sakktablan
8 bastya gy, hogy semelyik kettd ne lisse egymdst? Tudni kell, hogy a sakktabla
(8 x 8)-as és két bastya akkor iiti egymast a sakk szabélyai szerint, ha egy sorban
vagy egy oszlopban vannak. Ugy kell tehat elhelyezni a 8 béstyt, hogy minden sor-
ban és oszlopban pontosan 1 legyen. A két atl6 nyilvan j6 megoldas, de az 1.4. dbra
mutat két olyan példat is, amik jobban érzékeltetik a lehetdségek széles korét.
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1.4a abra 1.4b abra

A bastyaelhelyezések megszdmldldsdhoz ,.kédolni” fogjuk azokat. Az dtlet egy-
szer(: feliilr6l lefelé haladva minden egyes sorhoz leirjuk, hogy abban hinyadik
mez06n all a bastya — hiszen minden sorban pontosan egy van. Példaul az 1.4a dbra
esetében az elsd sorban az 5. mez&n, a masodikban a 3.-on 4ll bastya, stb. Végiil is
az 1.4a dbra béstyaelhelyezésének kodja: (5,3,1,8,4,2,6,7). Létszik, hogy a kéd
egy permuticid; ugyanez nyilvan barmely bastyaelhelyezésre igaz, hiszen minden
oszlopban is egyetlen béstya van, ezért a kod készitésekor minden 1 és n k6zotti sza-
mot pontosan egyszer irunk le. A kédolas visszafelé is miikodik: ha példaul adott a
(4,1,8,7,5,3,6,2) permuticio, akkor az elsG sorban a 4. mezdre, a mésodikban az
1.-re tesziink bastyét, stb.; végiil az 1.4b dbra bastyaelhelyezését kapjuk.

A tanulsdg tehdt az, hogy a jo bdastyaelhelyezések kolcsondsen egyértelmii
megfeleltetésben allnak (vagyis ,.kédolhaték™) az 1,2,...,8 elemek permutici-
oival. Ezért a bastyaelhelyezések szdma azonos a permuticiok szdmdval, ami
8!1=1-2-...-8=40320. (Valéban: az els6 tagot nyolcféleképp valaszthatjuk, min-
den vélasztast hétféleképp folytathatunk a masodik tag kivalasztasaval; ez eddig 8 -7
lehet6ség, amelyek mindegyikét hatféleképp folytathatjuk a harmadik taggal, stb.)

A determindns definidlasakor a fenti gondolatmenetbdl a permutécidk és a bas-
tyaelhelyezések kozotti kolcsondsen egyértelml megfeleltetés lesz fontos — persze
nem a sakktdbla, hanem egy (n X n)-es mdtrix esetében.

1.4.3. Definicié. Egy (n x n)-es mdtrix (szdmtdbldzat) elemei koziil vdlasztott n
darab elemet bastyaelhelyezésnek neveziink, ha a mdtrix minden sordban és oszlo-
pdban pontosan egy kivdlasztott elem van. Azt mondjuk, hogy az 1,2, ... ,n szdmok
egy T permutdcioja megfelel egy bdstyaelhelyezésnek, ha az elsé sorban a -
edik, a mdsodikban a m-edik, stb., az n-edikben a m,-edik elemet vdilasztottuk ki.

A fentiekbdl nyilvan kovetkezik, hogy a bastyaelhelyezések szdama egy
(n x n)-es métrix esetén is n!.
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1.4.3. A determinans definicija

Ennyi el6készités utdn mar értelmezhetjiik a determindns fogalmat.

1.4.4. Definicié. Legyen adott egy (n X n)-es A mdtrix. Az A minden bdstyaelhelye-
zésére szorozzuk dssze az azt alkoto n elemet, majd a szorzatot ldssuk el eldjellel
a kovetkezd szabdly szerint: ha a bdstyaelhelyezésnek megfeleld permutdcio inver-
zioszdma pdros, akkor az eldjel legyen pozitiv, ha viszont pdratlan az inverzioszdm,
akkor az eldjel legyen negativ. Az igy kapott n! darab, n tényez0s eldjelezett szorzat
Osszegét az A determinansdnak nevezziik. Ennek jele: |A| vagy detA.

A definicidénak fontos része, hogy A négyzetes mdtrix, vagyis a sorainak és oszlo-
painak a szdima azonos; nem négyzetes matrix determindnsirdl beszélni értelmetlen.
Legyen példaul A a kovetkezd:

2 3 4 5 6
7 8 9 10 11
A= 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21
22 23 24 25 26

Ha detA-t definici6 szerint szeretnénk kiszamitani, akkor ez 5! = 120 darab 6tté-
nyez8s szorzat kiszamitasat, el§jelezését és ezek Osszeaddsat jelentené. Példaul a
2-8-14-20-26 szorzat, ami a matrix északnyugat-délkeleti 4tl6janak — az tgyneve-
zett fodtlonak — felel meg, egyike a 120 szorzatnak. Az ennek megfelel6 permutacid
(1,2,3,4,5) (mert az elemeket sorban az 1., majd a 2. oszlopbdl vilasztottuk, stb.)
Ennek az inverziészdma 0 (mert semelyik két elem nem 4all inverzidban), ez pa-
ros szam, igy ez a szorzat pozitiv elgjelet kap. Egy masik szorzat a 120 kozill az
5-8-12-21-24, mert ez az 6t elem szintén bastyaelhelyezést alkot. A megfeleld
permutdcié a (4,2,1,5,3), aminek az inverziészdma 5; ez pdratlan, igy a szorzat
negativ elGjelet kap. Igy tehat

detA=+2-8-14-20-26-5-8-12-21-24+ ... £ ...

A tovébbi 118 darab szorzat kiszamitasanak és el6jelezésének részletezése nélkiil is
lathatd, hogy a determindns definicid szerinti kiszdmitdsa nagyon faradsagos mun-
ka, kés6bb ennél joval hatékonyabb algoritmust is megismeriink.

A fejezet hatralévé részére elfogadjuk azt a jelolést, hogy egy adott A matrix
i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak keresztez6désében 4ll6 elemet a; ; jeldli — és ha-
sonléan, a B matrix megfeleld elemét b; ;, stb. Ezt a jelolést haszndlva az 1.4.4. De-
finiciét az alabbi képlettel is kifejezhetjiik: egy (n X n)-es A métrixra

detA= Y (=)™ .ayz -arn ... ang,

7: permuticio

Itt tehat az Osszegzés (amelyet Y jelol) az 1,2,...,n Osszes © permutacidjara fut —
ami tartalmilag azonos az Osszes bdstyaelhelyezésre valé Osszegzéssel. Az a; 5. a



1.4. DETERMINANS 47

m-nek megfeleld bastyaelhelyezésben az i-edik sorbdl valasztott elem, ezeket szo-
rozzuk dssze. Végiil (—1)/(™) is megfelel a definiciéban irt eljelezési szabalynak,
mert (—1)-nek a péros hatvényai (41)-gyel, a paratlanok (—1)-gyel egyenldk.

A (2 x 2)-es madtrixok determindnsdnak kiszdmitdsi szabélyat érdemes kiilon

megjegyezni. Ha
_( a1 aip
a1 axp )’

akkor Osszesen két szorzatot kell kiszdmitanunk: a; | - a2 az (1,2), aip-ap, pedig
a (2,1) permutdcionak felel meg; az el6bbi inverziészdma 0, az utébbié nyilvin
1. Kovetkezésképp detA = a1 -axp —aip-as . Ezek szerint a (2 x 2)-es matrix
determinansat a két atlo szorzatdnak kiilonbségeként kapjuk, a f6atl6 kap pozitiv,
az ugynevezett mellékdtlo pedig negativ el6jelet. (Fontos viszont, hogy ez a szabdly
csak a (2 x 2)-es métrixokra érvényes!) A kapott képletet érdemes a 43. oldalon a
determinans fogalmanak motivacidjaval kapcsolatban mondottakkal 6sszevetni.

1.4.5. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi determindnsok értékét.

00 0 7 2 00 9 0 7

00 0 9 3 21 0 0 O

a0 0 0 5 8 b0 0 0 5 0

72 9 8 6 6 0 0 0 4

31 45 5 0 8 3 00
Megoldds: A definiciét alkalmazva mindkét esetben 5! = 120 darab o6ttényezds

szorzat kiszamitésa, elGjelezése és Osszegzése var rank. Ezt szerencsére nagyban
leegyszer(siti, hogy nem kell figyelembe venni azokat a szorzatokat, amelyeknek
legaldbb egy tényezdje 0. Valéban: ilyenkor a szorzat értéke 0, ami (elgjeltdl fiig-
getleniil) nem jarul hozza a determinanst adé Gsszeghez. Igy mindkét determinans
esetében csak a 0-t nem tartalmazé bdstyaelhelyezésekkel foglalkozunk.

Az a) feladatban az els6é harom sor mindegyikében az utols6 két oszlop valame-
lyikébe kellene a bastyat tenniink, ha O-ra nem tesziink bastyat. Ez nyilvan lehetetlen
(mert minden oszlopba csak egy bdstya keriilhet). Ezért mind a 120 bastyaelhelye-
z¢€s tartalmaz O-t, igy a determinans is 0 (mert 120 darab 0 el6jeles Osszege).

A b) feladatban mar lehet O-t nem tartalmazé szorzatot késziteni, de szerencsére
nem tul sokat. A 0-kat elkeriilve a harmadik sorbdl csak a 5-6st valaszthatjuk. Az
elsd sorbol 9 vagy 7 valaszthatd. Az el6bbi esetben az 6todik sorbél mar csak a
8-ast valaszthatjuk (mert a harmadik oszlopbdl mar vettiink elemet), emiatt a maso-
dik sorbdl csak 2-est, igy a negyedikbdl csak a 4-est. Hasonldan, ha az elsd sorbél
a 7-est vessziik, akkor a negyedikbdl mar csak a 6-ost, a masodikbdl az 1-est és
az 6todikbol a 3-ast valaszthatjuk. Igy dsszesen csak két nemnulla szorzat keletke-
zik: 9-2-5-4-8¢és7-1-5-6-3. A determindns kiszdmitdsdhoz mdr csak az ezek-
hez tartoz6 elgjeleket kell meghatarozni. Az elsé szorzatnak megfeleld permutacié
(3,1,4,5,2) (mert az elsd sorbdl a 3. elemet vettiik ki, a mdsodikbdl az 1.-t, stb).
Ennek a permutdcionak az inverziészdma 4 (az inverziéban 4116 elempérok: (3,1),
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(3,2), (4,2) és (5,2)). Mivel az inverziészam pdros, a szorzat elGjele pozitiv. Hason-
16an, a masodik szorzathoz tartoz6 permutacié (5,2,4, 1,3), ennek az inverziészdma
7, az el6jel negativ. Igy a determindns értéke 9-2-5-4-8—-7-1-5-6-3 =2250. O

1.4.4. A determinans alaptulajdonsagai

Ha egy (40 x 40)-es matrix determindnsat a definicid szerint szeretnénk kiszamitani,
akkor 40! ~ 8,16 - 10*7 elGjeles szorzatot kellene 6sszegezniink; ez még a jelenlegi
leggyorsabb szuperszamitogépeknek is tovabb tartana, mint az §srobbands 6ta eltelt
id6 egybillidszorosa. Létezik azonban a determindns kiszdmitasara a gyakorlatban
j6l alkalmazhatd, hatékony eljards is. Ez azon alapul, hogy bizonyos specidlis matri-
xok determindnsa konnyen megéllapithatd, a tobbi pedig szintén ilyenné alakithat6
olyan 1épésekkel, amelyek vagy nem, vagy nagyon egyszeriien kovethet6 médon be-
folyasoljak a determindns értékét. Az aldbbiakban ennek a részleteit ismejiik meg.

Egy (n x n)-es A matrixot felséhdromszég-mdtrixnak neveziink, ha a fgatléja
alatt 4116 minden elem 0; vagyis minden 1 <1i,j < n, i > j esetén a;; = 0 (ldsd
1.5a dbra). Hasonl6an, alséhdromszdg-mdtrixnak akkor nevezziik A-t, ha a f6atlgja
folott csak 0 dll, azaz 1 <i,j <n,i< jesetén a;; = 0 (ldsd 1.5b dbra).

a, a2 ai3 di4 ... dip ar 0 0 0 0
0 axp a3 dx4 ... d2gp a) a2 0 0 0
0 0 az3z azsa ... az, a1 azp azz 0O 0
0 0 0 asq ... asgp a4 a42 Q43 d44 0
0 0 0 0 ... aun an Qnp Gn3 Qp4 ... Gup

1.5a abra 1.5b abra

1.4.6. Tétel. Legyen A egy (n X n)-es mdtrix.
(i) Ha A-nak van csupa 0 elemet tartalmazo sora vagy oszlopa, akkor detA = 0.
(ii) Ha A fels6hdromszdg-mdtrix vagy alséhdromszog-mdtrix, akkor a determi-
ndnsa a fodtlobeli elemek szorzata: detA =ayq-azp - ... Gy

Bizonyitds: Az (i) azonnal kovetkezik a determindns 1.4.4. Definicidjabdl: mivel
mind az n! darab szorzat tartalmaz elemet abbdl a sorb6l vagy oszlopbdl is, amelyik-
nek minden tagja 0, ezért mindegyik szorzat értéke és igy az (eldjeles) osszegiikként
kapott determindns is O.

A (ii) bizonyitasdhoz legyen példdaul A fels6hdromszog-matrix. Azokat a bds-
tyaelhelyezéseket kell megkeresniink, amelyek nem tartalmaznak O elemet, mert
a tobbibdl késziilt szorzatok nem befolydsoljdk a determindns értékét (hasonldan
az 1.4.5. Feladathoz). Igy az els6 oszlopbdl csak ay,1-et valaszthatjuk, a tobbi elem
0. A mésodik oszlopbdl aj >-t mar nem valaszthatjuk, mert az elsd sorb6l mar vet-
tiink elemet, a3 >-t6l lefelé viszont minden elem 0; igy az egyetlen lehet8ség as ».
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Hasonl6an, mivel az els6 két sorbol mdr vettiink elemet s a4 3-t6l lefelé csak O 4ll,
ezért a harmadik oszlopbdl csak a3 3 vdlaszthatd. Folytatva a gondolatmenetet 14t-

szik, hogy az egyetlen, O-t nem tartalmazd szorzat aj 1 -az2 ... - a,, lesz. Az ennek
megfeleld permutdcié (1,2,...,n), ennek az inverziészdma 0, igy a szorzat pozitiv

eldjelet kap. Az allitast ezzel fels6haromszog-matrixra belattuk; ha pedig a bizonyi-
tasban a ,,sor” és ,,0szlop” szavakat és a matrixelemek indexeit végig felcseréljiik
(valamint a ,Jefelé” helyett a ,,jobbra” sz6t hasznaljuk), akkor az als6haromszog-
matrixra vonatkozé bizonyitast kapjuk. O

Ha tehét egy tetszdleges determindnst hatékonyan szeretnénk kiszdmitani, ak-
kor a fenti tétel a célt tiizi ki: ilyenné kell alakitani a métrixot, hogy egyszertien
leolvashassuk a determindns értékét. Az alabbi tétel az ehhez megtehetd 1épéseket
irja le.

1.4.7. Tétel. Legyen A (n X n)-es mdtrix, A € R skaldr, 1 <i,j <n, i # j egészek.
(i) Ha A egy sordt vagy oszlopdt (tagonként) megszorozzuk A-val, akkor a ka-
pott A mdtrix determindnsa A-szorosa A-énak: detA’ = A - detA.
(ii) Ha A két sordt vagy két oszlopdt felcseréljiik, akkor a kapott A’ mdtrix de-
termindnsa ellentettje A-énak: detA’ = (—1) - detA.

(iii) Ha A i-edik sordt helyettesitjiik sajdtmagdnak és a j-edik sor A-szorosdnak
(tagonként vett) 6sszegével, akkor a kapott A’ mdtrix determindnsa megegye-
zik A-éval: detA’ = detA. Hasonléan, ha A'-t az i-edik oszlop sajdtmagdnak
és a j-edik oszlop A-szorosdnak az dsszegével vald helyettesitésével kapjuk,
akkor is detA’ = detA.

Bizonyitds: (i) bizonyitdsdhoz tegyiik fel példdul, hogy A’-t az i-edik sor A-val szor-
zésaval kaptuk. Hasonlitsuk 6ssze A és A’ determindnsanak definicié szerinti ki-
szamitasat: mivel minden bastyaelhelyezés pontosan egy elemet tartalmaz az i-edik
sorbdl, ezért az A kiszdmitdsa kozben keletkez$ szorzatok mindegyikében pontosan
egy tényezs a A-szorosdra véltozik, amikor detA’-t szamitjuk. Ebbdl persze kovet-
kezik, hogy maga a szorzat értéke is A-szoros lesz (az elGjele viszont nem médosul,
hiszen az azt meghatdrozo bdstyaelhelyezés ugyanaz). Mivel tehdt a detA’ kiszdmi-
tasakor keletkez6 mindegyik 6sszeadandé a A-szoroséra valtozik, ezért ezek (elGje-
les) Osszege, vagyis a determindns értéke is. A bizonyitds véltozatlanul érvényes az
i-edik sor helyett a j-edik oszlop A-val szorzédsara is.

A (ii) bizonyitasat el6szor egy példan illusztraljuk: a 46. oldalon mar latott A
matrix 3. és 5. sordnak felcserélésével kapjuk A’-t:

2 3 4 [5] 6 2 3 4 [5] 6
7 [8] 9 10 1 7 [8] 9 10 n

A= 13 14 15 16 A=| 22 23 25 26
17 18 19 20 17 18 19 20
2 23 25 26 13 14 15 16

A-ban bekereteztiink egy bastyaelhelyezést: a 46. oldalon mar lattuk, hogy az ennek
megfeleld permutdcié © = (4,2,1,5,3), ennek az inverziészdma 5, igy a keletkez
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szorzat negativ eldjelet kap. A’ determinansénak definicié szerinti kiszdmitdsakor is
megjelenik ugyanez a szorzat, a kiilonbség csak a tényezdk sorrendjében van (ami
nyilvan érdektelen) és a szorzatot add béstyaelhelyezésben: az ennek (lasd a jobb
oldalon) megfelel permutacié a #’ = (4,2,3,5,1), aminek az inverziészdma 6, igy
A’ kiszamitdsakor ugyanez a szorzat mér pozitiv eljelet kap. Erdemes megfigyelni
a széban forgé két permuticié kozotti kapcsolatot is: 7w-bdl a m3 =1 és 5 = 3
tagok felcserélésével kapjuk 7’-t; ez nem is meglepd, hiszen épp a 3. és 5. sorok
felcserélésével kaptuk A-bol A’-t.

Ugyanez a jelenség nem csak a fenti példdban, hanem 4ltaldban is érvényes: ha
A-bél az i-edik és a j-edik sor felcserélésével kapjuk A’-t, akkor A és A’ béstyael-
helyezései parbadllithatok ugy, hogy a part alkot6 bastyaelhelyezésekbdl keletkezd
szorzatok (sorrendtdl) eltekintve azonosak, az eldjeliik viszont ellentétes. Valdban:

haarn=(m,m,...,m,...,T,...,m,) permuticiénak megfelels A-beli bastyael-
helyezést a ' = (my,ma,...,j,..., ..., T,) permutdcionak megfelels A’-belivel

allitjuk parba, akkor a két keletkezd szorzat (elGjeltdl és sorrendtdl eltekintve) vald-
ban azonos (mert a; z, = a/j,m- L”j a sorcsere miatt). Az 1.4.2. Allitasban
belattuk, hogy I(7) és I(7') kiilonb6z§ paritdsi, amib3l kovetkezik, hogy a szorzat
A-ban és A’-ben kiilonboz6 elgjeld. Igy A definici6 szerinti kiszdmitasdban minden
tag ellentettjét véve épp A’ definici6 szerinti kiszdmitdsat kapjuk, amivel az allitdst
sorcserére beldttuk. Oszlopcserére a bizonyitds a fentivel 1ényegében azonos (az
egyetlen apro kiilonbség az, hogy 7-bSl nem 7; és 7;, hanem i és j felcserélésével
kapjuk 7'-t.)
A (iii) bizonyit4sat az aldbbi (néha 6nmagéban is hasznos) lemmaval kezdjiik.

€S ajv,,j =da

1.4.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy az (nxn)-es X, Y és Z mdtrixok az i-edik soraiktdl
eltekintve elemrdl elemre megegyeznek. Az i-edik soraikra viszont fenndll, hogy
Zij = Xij+yij minden 1 < j < n esetén; vagyis a Z i-edik sora épp az X és az
Y i-edik sordnak (tagonkénti) osszege. Ekkor detZ = detX + detY. Ezzel analog
dllitds érvényes oszlopokra is (a részleteket mell6zziik).

A Lemma bizonyitdsa: Vegyiink egy tetsz6leges bastyaelhelyezést Z-ben, feleljen ez
meg a 7 permutiaciénak; az ebbdl keletkezd szorzat tehat

(1™ 2y g Zim e Zam, (1.4.1)
A zi z. = X; 1. + iz, behelyettesités utdn ez az aldbbival egyenld:
(=1 ez (i +Yim) - T
Felbontva a zirdjelet és felhaszndlva, hogy minden k # i esetén z = Xx 7, = Vi, z,»
ez tovabb egyenld az aldbbival:

(=)' ey iz X+ (D oy i Ve, (142)

Mivel az 1.4.1., illetve az 1.4.2. kifejezéseket minden bastyaelhelyezésre Gsszegezve
definici6 szerint detZ-t, illetve (detX + detY)-t kapjuk, a lemmadt ezzel beléttuk.
(Oszlopok esetére a bizonyitas ezzel 1ényegében azonos.) <&
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Rétérve most mar a tétel (iii) allitdsanak bizonyitdsara, a fenti lemma alkalmaz-
hat6 az A’ mdtrixra, hiszen abban az i-edik sor minden eleme egy kéttagd 6sszeg:
a;, = ajx+A-aj; minden k-ra. A lemmdt tehdt a kovetkez§ szereposztdsban alkal-
mazzuk: Z=A’, X = A és Y pedig az a mdtrix, amely az i-edik soratdl eltekintve azo-
nos A-val, az i-edik sordban pedig az A j-edik sordnak A-szorosa all: y;x = 4 -a;
minden k-ra. A lemmét ezekre alkalmazva detA’ = detA + detY kovetkezik.

Készen lesziink tehat a bizonyitdssal, ha belatjuk, hogy detY = 0. Ehhez el6szor
vegyiik észre, hogy Y i-edik sordra alkamazhat6 a tétel (mdr bebizonyitott) (i) allita-
sa: ha Y’ jel6li azt a matrixot, amely az i-edik sor4tol eltekintve azonos Y -nal (és igy
A-val), az i-edik sordban pedig az A j-edik sordnak mdsolata all (vagyis yé)k =aj
minden k-ra), akkor (i)-b6l detY = A detY’ kivetkezik. Y'-re pedig a tétel (szintén
madr bebizonyitott) (ii) allitdsat érdemes alkalmazni: ha Y’-ben felcseréljiik az i-edik
és a j-edik sort, akkor ettdl egyrészt a determindns ((ii) szerint) az ellentettjére val-
tozik, masrészt viszont nyilvdn véltozatlan is marad (hiszen Y’-n a sorcsere ,,nem
latszik”, annak i-edik és j-edik sora azonos). Ebbdl tehét detY’ = —(detY’) és igy
detY’ = 0 kovetkezik. Ezzel a bizonyités teljes: detY = A detY’ miatt detY = 0,
amibdl detA’ = detA + detY miatt detA’ = detA. Oszlopokra a bizonyitds ismét
véltoztatds nélkiil elmondhaté (a kiilonbség csak annyi, hogy (i), (ii) és a lemma
allitdsabodl is az oszlopokra vonatkozd véltozatot hasznéljuk). O

Megfigyelhet, hogy a determindnsnak az 1.4.6. és az 1.4.7. Tételben felsorolt
tulajdonsdgaiban is a sorok és az oszlopok szerepe azonos. Ezt a jelenséget késobb
az 1.5.4. Tételben pontosabban is megfogalmazzuk.

1.4.9. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét.

3 12 -3 -6
2 8 3 -9
1 5 -1 0
-1 -3 3 5

Megoldds: Az 1.4.7. Tételben irt 1épésekkel a matrixot felsbharomszog-matrixsza
alakitjuk, kozben nyomon kovetjitk a determindns valtozdsait. A fels6haromszog-
matrix determindnsat viszont az 1.4.6. Tétel szerint mar le fogjuk tudni olvasni.

ElGszor az 1.4.7. Tétel (i) dllitdsat haszndljuk az 1. sorra: ha a sort 1/3-dal meg-
szorozzuk, akkor a determinans értéke is harmadara valtozik:

3 12 -3 -6 1 4 -1 -2

208 3 -9 .1 2 8 3 -9/

1 5 -1 0 1 5 -1 0
-1 -3 3 5 -1 -3 3 5

Mivel a jobb oldali determindns értéke harmada a bal oldaliénak, az egyenl6ség
fennalldsdhoz a jobb oldali determindns elétti 3-as szorzé sziikséges. (Ezt a 1épést
ugy is elképzelhetjiik, mintha a ,,determindns els6 sorabdl kiemelnénk 3-at”.)
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Most az 1.4.7. Tétel (iii) allitasat hasznaljuk: a 2., 3., illetve 4. sorokhoz ad-
juk az 1. sor (—2)-szeresét, (—1)-szeresét, illetve 1-szeresét; kdzben a determinéns
értéke nem véltozik (aldbb, balra). Ezzel elértiik, hogy a métrix elsé oszlopa mar
egy fels6haromszog-matrixéval azonos. Miel6tt hasonldéan folytatnank, elbb fel-
cseréljiik a 2. és a 3. sort, hogy a f64tlé6 masodik pozicidjaban is nemnulla alljon; ez
az 1.4.7. Tétel (ii) allitasa szerint a determindnst az ellentettjére valtoztatja:

1 4 -1 =2 1 4 -1 =2
00 5 -5 o1 0 2
—=3. =(-3)- -
01 0o 2 00 5 -5
o1 2 3 o1 2 3

Ezek utdn csak a 4. sorbdl kell a 2.-at kivonnunk, hogy a 2. oszloppal is készen
legyiink (balra). Majd a 3. sorbdl ,,emeliink ki 5-6t”:

1 4 -1 -2 1 4 -1 -2
01 0 2 01 0 2

= (3. = (=3)-5 -
00 5 =5 00 1 -1
00 2 1 00 2 1

Végiil a 4. sorbdl kivonjuk a 3. sor 2-szeresét, amivel mar fels6haromszog-
matrixot kapunk. Ennek a determindnsa pedig a f64tldbeli elemek szorzata:

1 4 -1 -2
01 0o 2
=(=3).5. =(=3)-5-(1-1-1-3) = —45
(350 o g g =311
00 0 3
Tehat a feladatbeli determindns értéke: —45. O

1.4.5. A determinans kiszamitasa

Az 1.4.9. Feladat egyben példat mutat a determindns hatékony kiszdmitdsara szol-
gdlé algoritmus miikodésére is. Amint az l4thatd, az eljards lényegében azo-
nos a Gauss-elimindciéval — annak egy varidnsa. Ez nem is meglepd, hiszen
az 1.4.7. Tételben felsorolt 1épések szoros rokonsdgot mutatnak az 1.3.1. Definici-
Oban latott elemi sorekvivalens atalakitasokkal; az 1.4.6. Tétel altal célként kitlizott
fels6haromszog-matrix, illetve csupa 0 sor pedig megfelel a Iépcsds alaknak, illetve
az 1.3.1. Definiciébeli (iv) 1épésnek.

Ezek alapjan elmondhaté, hogy a Gauss-eliminacid — annak is az els6 fazisa — a
linedris egyenletrendszerek megoldasa mellett a determinans hatékony kiszamitasa-
ra is haszndlhaté. Valdjaban az algoritmus még egyszer{ibb is ebben az esetben, az
alabbi formdban irhato le.
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Az eljaras sordn nyilvantartjuk annak a sornak (€s egyben oszlopnak) a szamat,
ahol az eliminéci6 épp tart; ezt i jeloli. Ezen kiviil nyilvantartunk egy D € R szdmot,
ami a determindns értékének a valtozasait koveti nyomon. (Pontosabban: D mindig
egy olyan szadmot jelol, amivel az aktudlisan tarolt matrix determindnsat megszoroz-
va a bemenetként kapott matrix determindnsét kapjuk.)

GAUSS-ELIMINACIO — A DETERMINANS KISZAMITASARA

Bemenet: Egy (n X n)-es A métrix.

0.1épés. i<+ 1,D<« 1

1. lépés.
e Ha a;; = 0, akkor folytassuk a 2. 1épésnél.
o D+ aij -D

1
e Szorozzuk meg az i-edik sort —-vel

al.l
Ha i = n, akkor PRINT ,.detA =", D; STOP.
Minden i < t < n esetén adjuk a ¢-edik sorhoz az (imént médositott) i-edik
sor (—ay ;)-szeresét.
i+—i+1
Folytassuk az 1. 1épésnél.

2. 1épés.
e Hai <nésvanolyani <t <n, amelyre a;; # 0, akkor:
» Cseréljiik fel az i-edik sort a #-edik sorral.
» D+ (—1)-D
» Folytassuk az 1. 1épésnél.
e PRINT ,,detA =0”; STOP.

A fenti eljarés tehat a Gauss-eliminédcid korabbi, a 39. oldalon latott formédjat a
D értékének nyomon kovetése mellett annyiban moédositja, hogy a ,.karika” (vagyis
a kovetkezd vezéregyes pozicidja) sosem tér ki a f64tlobol. Ehelyett amint erre az
algoritmus eredeti verzi6jdban (pontosan a 2. 1épés j <— j+ 1 utasitdsa miatt) sor ke-
riilne, az algoritmus ledll és kozli, hogy a determindns értéke 0. Ennek a dontésnek
a helyességét a kovetkez6 indokolja: ha a féatléban all6 karikdban és alatta min-
den elem 0, akkor ez az oszlop megfelel a fels6hdromszog-matrix definici6jdnak,
a karikat a f6atlé kovetkezd poziciéjaba mozgatva folytathatnank az eliminacidt (a
fenti, egyszerdsitett formdjaban) egészen a fels6haromszdg-matrix eléréséig. Azon-
ban amikor végiil ezt elérjiik, a f64tl6 elemeinek szorzata — és igy a bemenetként
kapott matrix determindnsa is — mindenképp 0 lesz, mert a f64tlébeli O elem az eli-
mindcié végéig megmarad. Folosleges tehdt folytatni az elimindciot. (Alternativ in-
dokldsnak mondhatjuk azt is, hogy ha az elimindci6t annak az eredeti, a 39. oldalon
irt formdjaban folytatnank, akkor végiil biztosan keletkezne csupa 0 sor. Valéban: a
matrix (n X n)-es, igy ha nincs minden oszlopban vezéregyes, akkor minden sorba

sem juthat. A csupa 0 sor miatt tehat a determindns mindenképp O lesz.)
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2 2 2 2

1.4.10. Feladat. Az (n x n)-es A matrix f84tl6jan kiviil mindenhol 1-es 4ll, a f84tl6
minden eleme p, ahol p € R paraméter. Hatdrozzuk meg detA értékét.

Megoldds: Vonjuk ki A elsd sordt az Osszes tobbibdl; ezek a 1épések (Osszesen
(n—1) darab) az 1.4.7. Tétel szerint a determindnst nem valtoztatjdk. A kapott
matrixnak tehat az els6 sora valtozatlan, a masodiktdl lefelé viszont a féatloban
mindenhol p — 1, az els6 oszlopban 1 — p, mashol pedig 1 — 1 =0 all:

p 1 1 ... 1 p 1 | O |

1 p1 ...1 l-p p—1 0 ... O

11 p ... 1|=|1-=-p O p—1 .. 0 —
111 ... p 1-p O 0o ... p—1

Most az els6 oszlophoz adjuk hozza az 6sszes tobbit; ezzel a determindns ismét nem
véltozik. A métrixnak tehdt most csak az elsé oszlopa médosul, a legfelsé eleme
p+(mn—1)-1=p+n—1,atdbbipedig (1—p)+(p—1)=0lesz:

p+n—1 1 | I |

0 p—1 0 0

— 0 0 p-1 0
0 0 0o ... p—1

Ezzel sikeriilt fels6haromszog-matrixot elérniink; ennek a determinansa a f6atlobe-
li elemek szorzata, vagyis (p+n—1)-(p—1)""!. Mivel a determindns a megtett
1épések sordn nem valtozott, ezért detA = (p+n—1)-(p—1)""1. O

A fenti feladat arra mutat példat, hogy az 1.4.7. Tétel a Gauss-elimindciénal
kreativabban is haszndlhat6. Az algoritmus elénye, hogy azzal minden konkrét de-
terminanst meg lehet hatarozni, akar szamitégéppel is; ez azonban nem jelenti azt,
hogy ravaszabb otletekkel ne lehetne rovidebb tton célhoz érni.

1.4.6. Determinans és linearis egyenletrendszerek

A determindns bevezetését az motivélta, hogy az eldonti (vagy ,.determindlja”),
hogy egy (n x n)-es linedris egyenletrendszer egyértelmtien megoldhaté-e (lasd a 43.
oldalt). Most mar bebizonyithatjuk, hogy ez valéban igaz, mert megismertiik a két
teriilet kozotti kapcsolatot: a Gauss-elimindciot.

1.4.11. Tétel. Legyen (A|b) egy n vdltozds, n egyenletbdl dllé linedris egyenlet-
rendszer kibdvitett egyiitthatomdtrixa. (A tehdt csak a vdltozok egyiitthatoit tar-
talmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl dll. Mds széval: a 37. oldalon ldthato

kibovitett egyiitthatomdtrixban a vonaltol balra A, attol jobbra b dll.) Ekkor az
egyenletrendszer akkor és csak akkor egyértelmiien megoldhatd, ha detA # 0.
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Bizonyitds: Futtassuk (A|b)-re a Gauss-eliminéciét (a 39. oldalon leirt formajdban).
Az algoritmus &ltal megtett 1épések az egyiitthatomatrix determindnsat megvaltoz-
tathatjak ugyan, de (az 1.4.7. Tétel szerint) annak a nulla vagy nemnulla mivoltat
nem. Mds szdval: ha detA = 0, akkor az egyiitthatomatrix végig 0 determindnsi
marad, ha viszont detA # 0, akkor végig nemnulla determindnsu egyiitthatomatri-
xok keletkeznek. (Pontosabban: ez az éllitds megsziinik igaz lenni, ha az algoritmus
elso fazisanak 3. Iépésében csupa O sor elhagydsa torténik — utdna ugyanis az egyiitt-
hatémétrix mar nem négyzetes, a determindnsardl nem beszélhetiink.)
A Gauss-elimindcié (mint minden lineéris egyenletrendszer esetében) az alabbi
harom lehet&ség valamelyikével ér véget:
1. Az egyenletrendszer nem megoldhaté. Ez azt jelenti, hogy az els6 fazis 3.
1épésében tilos sor keletkezett. Mivel a tilos sorban a vonaltdl balra mindenhol
0 4ll, az egytitthatomatrix determindnsa ezen a ponton O (hiszen csupa O sora
van), igy eredetileg is detA = O volt.
2. Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van. Ez azt jelenti, hogy a
1épcsds alakban az egyiitthatomatrixnak mér kevesebb sora van, mint oszlopa
(igy a vezéregyest nem tartalmazd oszlopoknak megfelel§ valtozok szabad
paraméterek lesznek). Mivel A eredetileg (n x n)-es, ezért az els6 fazis 3. 1é-
pésében keletkeznie kellett csupa O sornak. Ez megint azt jelenti, hogy az
egylitthatdmatrix determindnsa ezen a ponton 0, igy eredetileg is detA = 0.
3. Az egyenletrendszer megolddsa egyértelmii. Ez azt jelenti, hogy a redukalt
1épcsds alakban az egyiitthatdmatrix determindnsa 1, mert a f6atléjaban csupa
1-es, mindenhol méshol 0 all. Mivel az egyiitthatdmétrix determindnsa végiil
nem nulla, ezért eredetileg is detA # 0.
Mindezekbdl 14tszik, hogy az egyértelmii megoldhatésdgnak valdban sziikséges és
elégséges feltétele, hogy detA # 0. O

1.4.7. A Kkifejtési tétel

Az aldbb kovetkezs tétel arra ad lehetGséget, hogy egy (n X n)-es matrix determi-
néansanak kiszdmitdsat visszavezessiik n darab (n— 1) x (n— 1)-es determindns ki-
szamitdsara. Ez elsére nem hangzik ,,j6 iizletnek™: {gy egyetlen Gauss-eliminéci6
mindnst. A tétel haszna nem is abban rejlik, hogy ezzel egy altaldnos négyzetes mat-
rix determindnsa hatékonyan volna kiszdmithat6. (Nem nehéz végiggondolni, hogy
a tétel ismételt alkalmazasaval végeredményben ugyanigy n! szorzatot kellene kiér-
tékelniink, mintha a definicié szerint szimolndnk a determindnst — err6l pedig mar
lattuk, hogy altaldban reménytelen.) A kifejtési tétel elsésorban a determindnssal
kapcsolatos elméleti allitdsok bizonyitdsdban valik nélkiilozhetetlenné — de latunk
késbb olyan szamolasi feladatot is, ahol nehezebben boldogulnank nélkiile. A tétel
kimondasdhoz el8szor bevezetjiik az alabbi fogalmat.
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1.4.12. Definicié. Az (n x n)-es A mdtrix a; j eleméhez tartozo elGjeles aldetermi-
nanst 1gy kapjuk, hogy A-bol elhagyjuk az i-edik sordt és a j-edik oszlopdt, majd
a kapott (n— 1) x (n— 1)-es mdtrix determindnsdt (—1)"+/-nel szorozzuk (ldsd
az 1.6. dbrdt). Ennek a jele: A, ;.

l'—> A,‘j = (—1)i+j-det

1.6. abra

Az A; j definiciéjdban szerepld (—1)"/ el&jelet sakktdblaszabdlynak is szoktdk
nevezni, mert ez i és j fliggvényében tigy valtozik, mint a sakktdbla mezdinek szinei
(lasd az 1.7. abrat).

+ -+ — +

1.7. abra

1.4.13. Tétel. (Kifejtési tétel)

Ha az (n x n)-es A mdtrix valamelyik sordnak, vagy oszlopdnak minden elemét
megszorozzuk a hozzd tartozo eldjeles aldetermindns értékével és a kapott n darab
kéttényezds szorzatot osszeadjuk, akkor A determindnsdnak értékét kapjuk.

A tétel 4dllitasa képletben, ha azt az i-edik sorra alkalmazzuk (vagyis ,,az i-edik
sor szerint fejtjiik ki a determindnst”) a kovetkezd:

detA = a;1Ain +apAp +... +aipAin.
Hasonléan, ha a j-edik oszlop szerint fejtiink ki, akkor a tétel ezt éllitja:

detA = ayjA1j+azjArj+ ... +ayjAy;.
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Egy konkrét példa:
2 3 4 5
6 8 9
6 7 8 9
=-3-110 12 13 |+
10 11 12 13
14 16 17
14 15 16 17
2 4 5 2 4 5 2 4 5
+7-110 12 13 |-11-] 6 8 9 |+15-| 6 8 9
14 16 17 14 16 17 10 12 13

Itt tehdt a (4 x 4)-es determindnst a 2. oszlopa szerint fejtettiik ki (és az elGjeles
aldeterminansok sakktdblaszabdlybol fakado eljeleit kivittiik a szorzatok elé).

A kifejtési tétel bizonyitdsa: Tegyiik fel, hogy a tételt példdul az i-edik sorra alkal-
mazzuk. Amikor detA értékét az 1.4.4. definici6 szerint kiszdmitjuk, minden béstya-
elhelyezés pontosan egy elemet tartalmaz az i-edik sorbdl. Ezért megtehetjiik, hogy
a definicidban szerepld n! darab szorzatot aszerint csoportositjuk, hogy az i-edik
sorbdl melyik elemet tartalmazzak. Ha az egyik ilyen csoport tagjai az i-edik sorb6l
az a; j elemet tartalmazzdk, akkor ezekbdl a szorzatokbdl kiemelhet$ az a; ; kozos
tényezd. Ezt mind az n csoportra elvégezve detA igy {rhatd:

detA = a1 () —|—a,~’2(...) —+ ... —|—a,',,,(. . )

Gondoljuk most meg, hogy a fenti felirdsban mi keriil az a; ; elemmel szorzott
(...) zér6jelbe. Mivel n-tényezSs szorzatokbdl emeltiik ki az a; ; k6z6s tényezdt,
ezért a zéardjelben (n — 1)-tényez8s szorzatok elGjeles dsszege dll. Mésrészt mivel
a kiemelés el6tt a szorzatok minden sorbdl és oszlopbdl egy elemet tartalmaztak,
ezért a; j kiemelése utdn olyan (n — 1)-tényez8s szorzatok keletkeznek, amelyek az
i-edik sor és a j-edik oszlop kivételével az A minden tovabbi sordbdl és oszlopabdl
pontosan egy elemet tartalmaznak. Mds megfogalmazésban: az a; j-vel szorzott (.. .)
zdrdjelben éppen az A; ; értelmezésében szerepld (n— 1) x (n — 1)-es determindns
definici6 szerinti kiszamitasakor keletkezd szorzatok eljelezett 6sszege 4ll.

Mindez elmondhaté akkor is, ha az i-edik sor helyett a j-edik oszlopra alkal-
mazzuk a tételt. Ezzel pedig a kifejtési tétel allitdsat majdnem bebizonyitottuk: detA
definici6 szerinti kiszdmitdsandl, illetve a kifejtési tétel tetszbleges sorra vagy osz-
lopra valé alkalmazasanal ugyanazt az n! darab eldjeles szorzatot adjuk Gssze. Azt
kell még belatni, hogy minden ilyen n-tényezds szorzat ugyanazt az elgjelet kapja a
kétféle kiszamitas sordn.

Ehhez érdemes a determindns definicidjdban szerepld elGjelezési szabalyt némi-

leg atfogalmazni. Hogyan kaphatjuk meg a bastyaelhelyezésnek megfelelé permu-

tacio felirdsa és az inverziészadm kiszdmitdsa nélkiil a szorzat el6jelét? Ha példaul

az a;j €s az ay elemek szerepelnek a bdstyaelhelyezésben, akkor ez azt jelenti,

hogy az annak megfelel6 m permuticidban az i-edik helyen j, a k-adikon / 4ll:

= (m,....,m=j,...,m =1,...,m,). Ha most j és [ inverziéban dllnak, az azt
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jelenti, hogy j > [, vagyis a; j €s ay Eszakkelet-Délnyugat poziciéban vannak egy-
mashoz képest (mint az 1.8a dbran). Ha viszont j és / nem dllnak inverziéban, akkor
J<l.igyaj;ésag Eszaknyugat-Délkelet poziciéban vannak (mint az 1.8b 4bran).

‘l e ‘j.‘ ‘l |
il e ] i e D]
ST IR
1.8a abra 1.8b abra

Ezt felhaszndlva a determindns definicijaban szerepld elGjelezési szabaly igy
is fogalmazhat6: egy n-tényezs szorzathoz tartozé eldjel (—1)!, ahol I jeloli a meg-
felel6 bastyaelhelyezésben az elemek koziil kivalaszthat6, egyméssal EK-DNy po-
zicioban 4ll6 parok szamat.

Térjiink most vissza a kifejtési tétel bizonyitasara. Vdlasszunk egy

g Ay -+ A, (1.4.3)

szorzatot és vizsgaljuk meg, hogy valdban ugyanazt az elGjelet kapja-e a definicié
szerinti, illetve a kifejtési tétel szerinti szdmitdsndl. Az imént l4ttuk, hogy a definicié
szerinti szamitaskor az elSjel az EK-DNy poziciéban 4ll6 elempérok szamatol fiigg;
jeloljiik ezt a szdmot I-vel. Tegyiik fel, hogy a kifejtési tétel szerinti szadmitdsnal
az 1.4.3 szorzat az a; jA; j tagban szerepel (vagyis 7; = j €s a kifejtési tételt vagy
az i-edik sorra, vagy a j-edik oszlopra alkalmaztuk). Ekkor az elGjelet két dolog
befolydsolja: egyrészt a sakktablaszabdly szerinti (—1)"*/ elGjel, masrészt az A; j
értelmezésében szerepld determindns definicié szerinti kiszdmitdsdban az

Al e iy Akl - Anm, (1.4.4)

szorzathoz tartozé elGjel. Az utébbi elGjel pedig (—1)”, ahol J most az 1.4.4 szorzat-
nak megfeleld bastyaelhelyezésben jeloli az EK-DNy poziciban 4116 parok szdmat.

Mivel az 1.4.4 szorzatnak megfelel6 bastyaelhelyezés csak az a;; elemben
kiilonbozik az eredeti, az 1.4.3 szorzatnak megfeleld béstyaelhelyezéstdl, ezért J
annyival kevesebb I-nél, amennyi EK-DNy poziciéban 4116 elempérban a; j szere-
pel. Az a; j sora és oszlopa az A matrixot négy részre osztja; jeldlje p, g, illetve
r a négy rész koziil a bal fels6ben, a jobb felsSben, illetve a bal alsé részben 1é-
v6, az 1.4.3 bastyaelhelyezéshez tartozé elemek szamat (lasd az 1.9. abrat). Ekkor
a; j éppen a jobb felss €s a bal alsé részben levs, 6sszesen g+ r darab elemmel 4ll
EK-DNy poziciéban. A fentiek szerint tehat J = I — (g +r).

Vegyiik még észre azt is, hogy mivel az els6 i — 1 sor mindegyikében pontosan
egy elem szerepel a bastyaelhelyezésben, ezért p + g = i — 1. Hasonldan, az els6
Jj — 1 oszlop mindegyikében is pontosan egy elem szerepel, igy p+r = j— 1. Ezek
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Osszevetésébdl: g+r =i+ j— (2p+2). Ezt behelyettesitve az el§z6 bekezdés végén
kapott osszefiiggésbe:

J=I—(i+j)+2(p+1).
Osszegezve tehdt az eddig mondottakat, a kifejtési tétel szerinti szamitdsnal
az 1.4.3 szorzat elGjele:

(_l)i+j . (—l)J _ (_l)i+j . (_1)17(i+j)+2(p+1) _ (_1)1 . (_1)2(p+1) _ (_1)1.
Ez valéban megegyezik a szorzat 1.4.3 definici6 szerinti elGjelével, igy a tételt be-

lattuk. =

1.4.14. Feladat. A p paraméter minden értékére szamitsuk ki az aldbbi determi-
nanst.

o B g~ ]
o N
"N W

Megoldds: Természetesen szdmolhatndnk a Gauss-elimindcidval is, de a paraméter
ezt kényelmetlenné teszi. (Kiilondsen akkor, ha leosztunk vele: ilyenkor kiilon kel-
lene kezelni a p = 0 esetet.) Ehelyett most a kifejtési tétellel oldjuk meg a feladatot.
Barmelyik sor vagy oszlop szerint kifejthetiink, de praktikus olyat valasztani, ame-
lyik tartalmazza a O elemet — igy ugyanis eggyel kevesebb el6jeles aldeterminanst
kell majd kiértékelniink. Fejtsiink ki példaul a 3. sor szerint:

23
p S

p
45

70. +p.

p 2
4

N T
ST N

3
5(=6-
P

A koz8ps6 tag tehat 0 (ezért vélasztottuk a 3. sort), a mésik két (2 x 2)-es deter-
mindnst a 47. oldalon latott szabdly szerint szdmithatjuk:
=6(10—3p) + p(p> —8) = p> —26p + 60. O
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1.4.8. Determinans a térgeometriaban

Térgeometriai problémdk megolddsdban a determindns gyakran jut kulcsszerephez;
alabb a teljesség igénye nélkiil mutatunk két ilyen alkalmazast.

A vektorialis szorzat

A térvektorok skaldris szorzatdnak fogalma a koordindtageometria egyik leghasz-
nosabb segédeszkoze. Van azonban egy masik, gyakran alkalmazott szorzatfogalom
is a térvektorok korében, amely szintén sok feladat megoldasat konnyiti. A miive-
let elnevezését az indokolja, hogy itt a szorzat eredménye maga is egy térvektor.
Fontos kiemelni, hogy a vektoridlis szorzat csak térvektorokra értelmezett, ennek a
fogalomnak (szemben a skaldris szorzattal) semmilyen R"-re valo kiterjesztése nem
hasznélatos.

1.4.15. Definicio. Az u és v térvektorok vektoridlis szorzata az az u X v-vel jelolt
térvektor, amelyre az aldbbi feltételek fenndllnak:
o u Xy hossza: |uxv| = |u| - |v|-sin@, ahol |u
pedig a bezdrt szogiiket jeloli;
e u Xy merdleges u-ra és v-re;
e u, vésuxy (ebben a sorrendben) jobbsodrdsi rendszert alkot (ldsd a 2. ol-
dalt).
Ha u=0vagy v =0, akkor definicio szerint u x v =0

és |v| a vektorok hosszdt, @

A definiciobol rogton latszik, hogy ez a miivelet nem kommutativ: u X vésv X u
egymds ellentett vektorai. A vektoridlis szorzatnak tobb fizikai alkalmazésa is van
(példaul a forgatényomaték vagy magneses mezSben a toltésre hat6 er6 meghata-
rozéasanal). Térkoordinatageometriaban azért hasznos, mert két (nem parhuzamos)
vektorra merdleges vektor eldallitdsara sok feladatban van sziikség. Ehhez persze
az kell, hogy u x v konnyen kiszdmithaté legyen u és v ismeretében; errdl sz6l az

aldbbi tétel.

1.4.16. Tétel. Legyenek u = (uj,uz,u3) ésv = (vi,va,v3) térvektorok. Ekkor

A tételt nem bizonyitjuk (ehhez kicsit el kellene mélyedniink a vektoridlis szor-
zat tulajdonsdgainak vizsgalatdban). A tételbeli képlet megjegyzését viszont segiti,
ha azt az aldbbi alakban frjuk:

Uz us
V2 V3

up us
Vi V3

up uz

’ Vi W

)

I~
I~.
bl

Vi v2 V3
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ahol i, j, illetve k jelolik a koordindtarendszerben az x, y, illetve z tengelyek irdnydba
mutatd egységvektorokat. Persze ennek a képletnek az értelmezésekor joggal meriil
fel a kérdés: mi értelme olyan matrix determindnsardl besz€lni, amelynek bizonyos
elemei térvektorok? A vélasz dltaldban az, hogy semmi: a determindns definiciéja
szdmokbdl 4ll6 négyzetes métrixokra vonatkozott. Ha viszont a széban forgé mat-
rixnak — mint ahogyan a fenti képletben is — pontosan egy sorat (vagy oszlopat) tol-
tik ki térvektorok, akkor az 1.4.4. Definicié alkalmazhat6: minden béstyaelhelyezés
egyetlen térvektort és (n — 1) szdmot tartalmaz, ezek szorzata pedig akadélytalanul
képezhetS (a szGban forgd vektort szorozzuk az (n— 1) darab szdm szorzatdval).
fgy a determindns definicié szerinti kiszdmitdsakor a matrixban 4116 vektorok egy
linedris kombinacidjat kapjuk. Végiggondolhatd, hogy a determindnssal kapcsolat-
ban kimondott tételek bizonyitdsa valtozatlanul mikodik, igy a tételek is érvényben
maradnak ilyen esetekre is (de példdul a Gauss-elimindcié mar nem volna alkal-
mazhato, hiszen egy ,,vektorral leosztani” nem lehet). A fenti képlet tehat végiil is
preciz értelemmel is megtolthetd — mégis, leginkabb gy érdemes ra tekinteni, mint
az 1.4.16. Tétel megjegyzését segitd eszkozre: valéban, ha a (3 x 3)-as determindnst
az 1.4.13. Tételt alkalmazva az elsd sora szerint kifejtjiik, akkor az

u u3
V2 V3

up us
Vi V3

ur uz
121 %)

.L'_ .l'_|_ k

vektort kapjuk; az 1.4.16. Tétel pedig épp errdl dllitja, hogy az azonos u x y-vel.
A vektoridlis szorzat haszndlatdnak bemutatdsara 1ijbdl megoldjuk az 1.1.9. Fel-
adatot:

1.4.17. Feladat. Irjuk fel az A(3;3;1), B(5;2;4) és C(8;5;0) pontokra illeszkeds
S sik egyenletét.

Megoldds: S-nek hdrom pontjat is ismerjik, igy ismét elegendd egy n normalvekto-
rat meghatdroznunk. Mivel AC = (5;2; —1) és AB = (2;—1;3) parhuzamosak S-sel,
ezértn = R X Iﬁ j6 normalvektor lesz. Ezt az 1.4.16. Tétel szerint hatdrozzuk meg:

[ Jj k 1
-1 3

ACxAB=|5 2 —1|=

2 -1 3
- (2-3—(—1)-(—1))-1— (5.3_2.(_1))# (5-(—1)—2-2) k=5i—17j—9%

Igy n = (5;—17;—9) normalvektora S-nek. Ebb&l (példaul) A-t hasznalva felirhatjuk
S egyenletét: 5x — 17y — 9z = —45. O

A fenti feladat megolddsanak szempontjabodl a vektoridlis szorzat definicidjanak
csak egyetlen eleme fontos: hogy u X v merSleges u-ra és v-re. Vannak azonban a fo-
galomnak olyan alkalmazésai is, ahol u x v hossza jatssza a fGszerepet: |u| - |v| - sin @
nem mds, mint az u és v éltal kifeszitett (vagyis |u| és |v| oldalhosszi) paralelog-
ramma teriilete (hiszen |v|-sin @ az u oldalhoz tartozé magassdg nagysaga). Ennek
illusztrdldsara 4jbol megoldjuk az 1.1.3. Feladatot:
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1.4.18. Feladat. Hatdrozzuk meg annak a haromszognek a teriiletét, amelynek
csdcsai A(5;4;8), B(4;—1;4) és C(3;1;2).

H
Megoldds: A keresett T teriilet a CA = (2;3;6) és @ = (1;—2;2) vektorok altal
kifeszitett paralelogramma teriiletének a fele — vagyis a CA x CB vektor hosszdnak
a fele. c7§ X @ meghatarozdsdhoz ismét az 1.4.16. Tételt hasznaljuk:

|

J
306 |=18i+2j—Tk

CA x CB=

—_ N i~
[\
[\

A kapott (18;2; —7) vektor hosszét a Pitaggasz-tétellel szamitjuk (a részleteket lasd
az 1.1.3. Feladat eredeti megolddsaban): |CA x @| = /182 422+ (=7)2 =+/377.

fgy a haromszog teriilete: T = —V;W O

A vegyesszorzat

A térvektoroknak egy tovabbi, hasznos szorzatfogalma is ismert: ez a vegyesszorzat,
amely harom térvektorhoz rendel egyetlen szamot. Ez a fogalom valdjdban 6tvozete
a kordbban megismert két szorzatnak:

1.4.19. Definicié. Az u, v és w térvektorok vegyesszorzata az (g X y) -w skaldr
(ahol a ,,x” a vektoridlis, a ,,-” a skaldris szorzatot jeloli). A vegyesszorzat jelo-
lése egyszerilen az egymds mellé irds: uy w.

Ha az u, v és w térvektorokat az origéba allitjuk, akkor egyértelmtien megha-
tdroznak — mds széval kifeszitenek — egy paralelepipedont. Az aldbbi tétel 4llitdsa
szerint ennek térfogata — elGjeltdl eltekintve — nem mads, mint a vegyesszorzat.

1.4.20. Tétel. Az u, v és w térvektorok dltal kifeszitett paralelepipedon V térfoga-
taraV = |uy w|.

Bizonyitds: V-t az u és y éltal kifeszitett pararelogramma T teriiletének és az ehhez

az oldalhoz tartoz6 m magassdgnak a szorzataként kapjuk meg. Fentebb mér lattuk,
hogy T = |u X v|, u X v irdnya pedig merSleges az u és v sikjara. Az m magassag az
OMW derékszdgii hdromszog OM oldala, ahol O az origd, W az (origéba allitott) w
vektor végpontja, M pedig a W-bdl az u x v egyenesére éllitott merSleges talppontja
(lasd az 1.10. dbrat). Az OMW derékszogii hdaromszoghdl m = OM = |w| - cos @,
ahol @ jeldli u x v és w bezart szogét. Ezekbsl

ﬂlﬂ:(ZXK)'E:‘ZXK"‘E|'COS(P:T'"1:V

valéban kovetkezik.

A fenti szamitas és az 1.10. dbra feltételezi, hogy u X v és w az u és v sikjanak
azonos oldaldra esik és igy 0° < ¢ < 90°. Ez azonban nem feltétlen igaz: ha az 1.10.
abran u-t és v-t felcseréljiik, akkor u x v az ellentettjére véltozik és igy u x v és w
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UXxvy
uxvj W
el
14
Y
o 7
1.10. abra

szoge az dbran latott ¢-nek a 180°-ra vald kiegészitd szoge. Ez azonban az allitds
igazsdgat nem befolydsolja: cos(180° — @) = —cos @, igy u és v cseréje utdn u v w
is az ellentettjére valtozik, de |u v w| vdltozatlan. |

Koordinatdikkal adott térvektorok vegyesszorzatanak kiszamitasa elvileg nem
titkozik akaddlyba, hiszen a skaldris, illetve a vektoridlis szorzat kiszamitdsara mar
ismeriink egy-egy képletet. Az aldbbi tétel ennél mégis tobbet mond.

1.4.21. Tétel. Legyenek u = (uy,uz,us), v= (vi,v2,v3) és w = (w1, wa,w3) tér-
vektorok. Ekkor
ui u us
uyw=, vy vz V3
wi w2 w3

Bizonyitds: Fejtstk ki a fenti determindnst (ldsd az 1.4.13. Tételt) a 3. sora szerint:

+W2~(7 >+W3-

Ez pedig az 1.4.16 és az 1.1.2. Tételek szerint valdban nem mds, mint u X v és w
skaldris szorzata, vagyis u v w. a

uyp up u3 w U
v2 V3

up us
Vi V3

up U
vy »

V1 V2 vz | =Wwi-
wp w2 w3

Az 1.4.20. és az 1.4.21. Tételekbdl levonhatd kozos tanulsdg az, hogy egy
(3 x 3)-as determinans értéke a sorai, mint térvektorok 4ltal kifeszitett paralelepipe-
don elgjeles térfogata. Ez persze ebben a formdban valéban csak a (3 x 3)-as esetre
vonatkozik, hiszen n darab R"-beli vektorra ez az 4llitds nincs értelmezve. A rész-
letek mell6zésével azonban megemlitjiik, hogy mind a paralelepipedon, mind pedig
a térfogat fogalma 4ltalanosithaté R"-re és az 1.4.21. Tétel megfelels kiterjesztése
is igaz marad. Még ha ezt a munkdt nem is végezziik el, a determindnssal kapcsola-
tos feladatok, allitdsok megértéséhez és haszndlatdhoz segithet az a szemlélet, ha a
determindnsra mint egyfajta el6jeles térfogatfogalomra tekintiink.

1.4.22. Feladat. Hatdarozzuk meg annak a tetraédernek a térfogatdt, amelynek
csucsai A(2;3;4), B(2;4;2), C(3;4;9) és D(3;6;3).

Megolddas: Az ABCD tetraéder V; térfogata épp hatoda az E E és ,ﬁ) vektorok

63
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altal kifeszitett paralelepipedon V), térfogatdnak. Valéban: V; = T‘T’”, ahol T (pél-
ddul) az ABC oldal teriilete, m pedig az ehhez tartozé magassdg nagysdga. Itt T
nyilvén fele az 1@ és 1@ vektorok kifeszitette paralelogramma teriiletének, m pedig
azonos a paralelepipedon ehhez az oldalhoz tartoz6 magassagaval. Igy Vp=2T-m,
ami csakugyan indokolja a V), = 6-V; Osszefliggést.

Igy elég meghatdrozni a V, térfogatot, ami tehdt az AB = (0;1;-2),
AC = (1;1;5) és AD = (1;3;—1) vektorok kifeszitette paralelepipedon térfogata.
Ez az 1.4.20 és az 1.4.21. Tételek szerint az aldbbi determindns értéke (vagy annak
ellentettje), amit Gauss-eliminaciéval hatdrozunk meg:

01 -2 1 1 5 1 1 5 1 5
1 1 5|=—-]0 1 2 |=—10 1 -2 |= 1 -2 |=2
1 3 -1 1 3 -1 0 2 -6 0 -2

fgy a paralelepipedon térfogata 2, az ABCD tetraéderé pedig ebbdl % O

1.5. Miveletek matrixokkal

Maitrixokkal mar taldlkoztunk a linedris egyenletrendszerek, illetve a determindns
kapcsan. Most ,,sajat jogukon” foglalkozunk veliik.

1.5.1. Definicié. Adoit k,n > 1 egészek esetén (k x n)-es matrixnak neveziink egy
k sorbol és n oszlopbol dllo tdbldzatot, amelynek minden celldjdban egy valos
szdam dll. A (k x n)-es mdtrixok halmazdt R¥" jeloli. Az A mdtrix i-edik sord-
nak és j-edik oszlopdnak keresztezddésében dllo elemet (tovdbbra is) a; ; jeloli
(és hasonldan a B,C, ... mdtrixok esetében b; ;, c; j, stb.). Az R¥*"_en értelmezett,
,»+7-szal jeldlt Ssszeaddst és tetszoleges A € R esetén a ,,-”-tal (vagy egyszeriien
egymds mellé irdssal) jelolt skalérral val6 szorzast az aldbbi egyenldségek szerint

értelmezziik:
ail aip ain big bip ... by
a1 axp axn by1 by ... byp
k1l akp Q. b1 broy ... brp
a1 +biy aip+bip alp+bip
ax1+by1 axy+bop an+brp
. . . b
ar1+br1  akp+bio Agn+bi
ai; app aip Aayy  Aaip Aay,
a1 ax» azn Aary Aaxp Aay,
A - ,
g1 Ak Ty Aagy  Aagn Aagy,
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A matrixok Osszeaddsa és skaldrral szorzdsa tehat tagonként torténik — ugyan-
ugy, mint az oszlopvektoroké R"-ben. A definiciébdl az is kovetkezik, hogy azA+B
0sszeg csak akkor értelmezett, ha A és B sorainak és oszlopainak szdma is megegye-
zik. Igy példaul ha

1 2 o 5 0
A—(3 4)esB—<_1 ﬁ>,akkor

ave=(5 0 ) ecoa=( 2 )

Ha R**"-et csak az 6sszeadds és skaldrral szorzds szempontjabdl vizsgaljuk, ak-
kor R¥”-hez (vagyis a k - n magas oszlopvektorokhoz) képest a kiilonbség csak jel-
1ésbeli: teljesen mindegy, hogy k - n darab szamot tdblazatban, egy oszlopban vagy
akdr csigavonalban irva tdrolunk, ha a miiveletek egyébként ugyanigy miikodnek.
Igy aztdn nem is meglepd, hogy az alabbi tétel igaz: ez az 1.2.2. Tétel llitasdnak
csak atfogalmazasa.

1.5.2. Tétel. Legyen A,B,C € R*" é5s A, u € R. Ekkor igazak az aldbbiak:
(i) A+B=B+A, (vagyis a mdtrixosszeadds kommutativ);
(ii)) (A+B)+C=A+ (B+C), (vagyis a mdtrixisszeadds asszociativ);
(iii) A-(A+B)=A-A+A-B;
(iv) (A+pu)-A=A-A+u-A;
() A-(u-A4) = (Ap)-A

Matrixok kivondsat az R” esetéhez hasonldan az 1.5.1. Definiciét hasznélva ér-
telmezziik: az R**"-beli A és B matrixokra A — B = A+ (—1) - B. Szintén az R"-beli
nullvektorral analég az R¥*"-beli nullmdtrix fogalma, amelyet egyszertien 0 jelol:
ennek minden eleme 0, igy A +0 = A minden A € R¥*""-re igaz.

Erdemes kiemelni azt is, hogy a sorvektorok és az oszlopvektorok valéjaban
speciélis mdtrixok: egy n hosszid sorvektor (1 x n)-es, egy n magas oszlopvektor pe-
dig (n x 1)-es métrixnak tekinthetd. Igy az R"-ben értelmezett miiveletek specidlis
esetei a matrixokra bevezetett miiveleteknek.

1.5.1. Matrix transzponaltja

Egy matrix tekinthet6 gy is mint egymas mellé irt oszlopvektorok egy sorozata,
de dgy is, mint egymads ald irt sorvektorok egy listdja. A kettd kozotti atjarast teszi
lehet6vé a kovetkezd nagyon egyszeri fogalom.

1.5.3. Definici6. A (k x n)-es A mdtrix transzponéltjanak nevezziik az (n x k)-as B
mdtrixot, ha b; j = aj; teljesiil minden 1 <i<nés 1 < j <k esetén. Ennek a jele:
B=AT.

A transzpondlast elképzelhetjiik igy is, hogy A-t , tiikkrozzik™ a bal f6ls6 sar-

kabdl indulé ,,45°-0s egyenesre” (amit azért nem neveziink f64tlonak, mert A nem
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feltétlen négyzetes matrix). fgy A i-edik oszlopabél A7 i-edik sora lesz (persze osz-
lopvektor helyett sorvektorként) és hasonléan, A j-edik sordnak elemei adjik AT
Jj-edik oszlopat. Ha példaul

2 7 12

2 3 4 5 6 3 8 13

A= 7 8 9 10 11 |,akkorAT=| 4 9 14
12 13 14 15 16 5 10 15

6 11 16

A transzpondlt fogalma természetesen sor- €s oszlopvektorokra (mint specidlis
matrixokra) is alkalmazhat6: ha példdul x oszlopvektor, akkor xT az x-szel azonos
elemekbdl 4ll6 sorvektor.

A determindns alaptulajdonsidgainak megismerésekor fontos volt, hogy azok so-
rokra és oszlopokra egyarant érvényesek: igy voltez az 1.4.6.,az 1.4.7. és az 1.4.13.
Tételek esetében is. A transzponalt fogalmanak a birtokdban ennek a jelenségnek
pontos formét tudunk adni — hiszen AT sorai épp A oszlopai és forditva.

1.5.4. Tétel. Minden A négyzetes mdtrixra detAT = detA.

Bizonyitds: A bizonyitast el6szor egy példan illusztraljuk. Az aldbbi A matrixban
bekeretezett bastyaelhelyezésrdl a 46. oldalon mar lattuk, hogy az annak megfeleld
permuticié 7 = (4,2,1,5,3), aminek az inverziészama 5. Igy detA definici6 szerinti
kiszdmitasakor az ebbdl keletkezd szorzat negativ elgjelet kap.

2 3 4 [5] 6 7 [12] 17 22
7 [8] 9 10 1 (8] 13 18 23

A= 13 14 15 16 |, A"=B= 9 14 19
17 18 19 20 10 15 20 25
2 23 25 26 1116 26

AT determindnsdnak definici6 szerinti kiszdmitdsakor is megjelenik ugyanez a
szorzat (1dsd fent). Itt a megfelel permutdcié a &’ = (3,2,5,1,4), aminek az inver-
zi6szama ,,véletleniil” szintén 5, igy az el6jel is marad negativ.

Rétérve a tétel bizonyitdsdra, legyen A tetszdleges (n x n)-es métrix és legyen
B = AT. Meg fogjuk mutatni, hogy detA és detB definici6 szerinti kiszdmitdsakor
ugyanazok a szorzatok keletkeznek és mindegyik szorzat ugyanazt az eldjelet is
kapja a két esetben. Ebbdl a tétel allitasa nyilvan kovetkezni fog.

Legyen tehdt & = (7, m,...,7,) tetszGleges permutdcié. Ennek detA kiszd-

O’\H#wl\)

mitasakor a (—1)1(’r> “Qim - A2m - .- On, clGjelezett szorzat felel meg. Mivel
a;j = b;; minden 1 <1i,j < n esetén, ezért ugyanez a szorzat (egyeldre el&jeltdl
eltekintve) megjelenik B-ben is by, | -br, 2 - ... by, , alakban.

Legyen ezért ' az a permutécié, amiben az 1 a m;-edik helyen, a 2 a m-edik
helyen, stb., az n a 7,-edik helyen 4ll; ekkor 7'-t a 7 inverzének nevezziik. Az elne-
vezést az indokolja, hogy ha a 7 permutaciét olyan kolcsonosen egyértelmi fiigg-
vénynek fogjuk fel, ami az 1,2,...,n szdmokhoz rendre a 7,7, ..., 7, értékeket
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rendeli, akkor 7’ a 7 fiiggvénytani értelemben vett inverze. Nyilvéan igaz, hogy 7’/
is permutéci6 (és hogy minden permuticié inverze egyértelmiien 1étezik, valamint
7’ inverze 7). A fogalomra fentebb mar lattunk példat: © = (4,2,1,5,3) inverze a
7' = (3,2,5,1,4) permutécid (és viszont).

A B elemeibdl készitett fenti szorzat tehat bl"n{ 'b277r£ “... by g alakban irhato,

igy a (—1)! () eldjelet kapja. Készen lesziink ezért a tétel bizonyitdsdval, ha meg-
mutatjuk, hogy I(7) = I(n') igaz minden 7 permutdciéra és annak a 7’ inverzére.
Legyen ezért a T permutdcioban 7; = k és 7; = ¢, ekkor a 7’ inverz permutéciéban
m, =iés m = j. A kés(tagok m-ben definicié szerint akkor dllnak inverzidban, ha
i < j, de k > £. Bz viszont szintén definicid szerint azt jelenti, hogy 7’-ben az i és
j tagok dllnak inverzi6ban, hiszen ¢ < k, de @, = j > i = m. Osszefoglalva: 7-ben
m; és m; akkor és csak akkor dllnak inverzioban, ha '-ben i és j dllnak inverzi6-
ban. (Ezt a fenti példan illusztrdlva: m-ben a m; = 4 és m3 = 1 tagok inverziéban
4llnak, ennek megfelelGen 7’-ben az 1 és a 3 allnak inverziéban.) Igy tehat a 7-ben
inverzidban 4ll6 elempérok kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetk a 7’-ben
inverziéban 4ll6 elempdroknak, amibdl I(7) = I(7’) valoban kovetkezik. ad

Erdemes felidézni, hogy a determindns 1.4.4. szakaszban bizonyitott alaptulaj-
donsédgai egyarant igazak voltak a métrix soraira és oszlopaira, illetve az ezeken vég-
zett 1épésekre. A fenti tétel ennek a jelenségnek a hatterét adja, hiszen A sorai meg-
felelnek A” oszlopainak. S6t, az 1.5.4. Tételre hivatkozva rovidithetSk az 1.4.4. sza-
kaszban adott bizonyitasok: a determindns alaptulajdonsagait elegendé sorokra bi-
zonyitani, mert ezeket A7 -ra alkalmazva az oszlopokra vonatkozé véltozatot kapjuk.

1.5.2. Matrixok szorzasa

A matrixokkal végezhetd miiveletek koziil eddig az Osszeaddast, a skaldrral szorzast
és a transzpondldst ismertiik meg. Ezekre korldtozva (ahogy azt mar fentebb is em-
litettiik) a matrixok alig jelentenének tjdonsagot R”-hez képest. Az alabbi definicié
viszont egy olyan, alapvetd fontossagli miiveletet vezet be, amely oszlopvektorok
korében mar nem létezik.

1.5.5. Definicié. A (k x n)-es A és az (n x m)-es B mdtrixok szorzatdnak nevezziik
és A - B-vel jeloljiik azt a (k x m)-es C mdtrixot, amelyre minden 1 < i < k és
1 < j < mesetén

Cij =ail ~b1’j—|—ai,2-b27j+...—|—a,~_r,,-bn_,j.

A definici6 tehat az A - B szorzatmatrixot csak akkor értelmezi, ha A oszlopainak
szdma megegyezik B sorainak szdmadval (a fenti definiciéban mindkett6t n jelol-
te); ha pedig ez a feltétel fennall, akkor az A - B szorzat A-tdl a sorainak, B-t6l az
oszlopainak a szamat ,,6rokli”. Az A - B i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak ke-
resztez6désében 4ll6 elemet az A i-edik sora és a B j-edik oszlopa hatdrozza meg
— mégpedig ugy, hogy ezeknek a ,,skaldris szorzatat” képezziik (vagyis az egyik
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elsd elemét a masik elsG elemével, a masodikat a masodikkal, stb. az n-ediket az
n-edikkel 6sszeszorozzuk és ezt az n darab kéttényez8s szorzatot 6sszeadjuk).

Az A - B szorzat kiszamitasat megkonnyiti, ha B-t az 1.11. dbrdn lathaté6 m6don
feltoljuk. Ekkor a C = A - B szorzat A-tdl jobbra, B alatt keletkezik €s a ¢; ; kiszd-
mitdsahoz sziikséges A-beli i-edik sor, illetve B-beli j-edik oszlop €pp a ¢; ; elem
helyétdl balra, illetve attdl folfelé talalhatok, ami a definicidbeli képlet alkalmazasat
kényelmessé teszi.

A matrixszorzasnak fontos specidlis esete az, amikor A egy n hosszisagui u sor-
vektor, B pedig egy R"-beli v oszlopvektor. Ekkor u - v val6ban a skaldris szorzat
fogalmat altalanositja: u-v = ujvy +upva + ... +u,v,, ahol u;, illetve v; az u, illetve
az y i-edik koordinatajat jeloli.

bl,l bl,j bl,m
bz’] b2,j b2,m

bn,] bn,m

ap, arn ... dlp

B

by, j
A= a1 aj2 ... Qip <— =C=A-B

g1 Ak2 .. dkn

1.11. abra

2 -1 =5\ . . [ 5 -4
1.5.6. Feladat. Legyen A = < 1 4 3 > és B = ( 2 3 )

ElvégezhetSk-e az alabbi miiveletek? Ha igen, adjuk meg az eredményt:
a) 4A+9B b)A-B c)B-A d)B-A-2A e)AT . BT

Megoldds: a) A 4A matrix (2 x 3)-as, 9B viszont (2 x 2)-es, ezért nem adhat6k
Ossze.

b) A-nak 3 oszlopa, B-nek 2 sora van; mivel ezek nem egyenldk, az A - B szorzat
nem létezik.

¢) B oszlopainak szdma mar egyezik A sorainak szdmdval, ezért a B- A szorzds

elvégezhetd:
2 -1 =5
( 1 4 -3 ) =A

B— 5 —4 c11 €12 €13
-2 3 €21 €22 €23
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Itt definicid szerint

cl1=5-2+4(-4)-1=6,
cra=5-(=1)+(-4)-4=-21,
c13=5(=5)+(—4)-(-3)=-13,
o1 =(-2)-2+3-1=-1,
C2p = (—2)-(—1)+3-4=14 é
c23=(-2)-(=5)+3-(-3) = L.

igytehétB.A_( _? _ﬂ _1?

d) Mivel B- A és 2A egyarant (2 x 3)-as, a kivonds elvégezhetd:

6 —21 —13 4 -2 —10 2 -19 -3
B'A_ZA_(l 14 1)_(2 8 6)_(3 6 7)'
e) AT (3 x2)-es, BT (2 x 2)-es, ezért a szorzds elvégezhetd, az AT - BT szorzatot

most D-vel jeloljiik:
5 -2\  _r
(2 73)-

2 1 dig dio
AT = —1 4 dr dop =D=AT.BT
-5 -3 dy1 dip

AT . BT kiszamitdsakor l4that6, hogy mds sorrendben, de ugyanazokat a szamolaso-
kat végezziik, mint a c) feladatban B-A esetében: dj | =2-5+1-(—4)=6=cy 1,
dip=2-(-2)+1-3=—1=cy,stb. Altaldban: d; j és c; ; kiszdmitdsa ugyanazokat
a miiveleteket igényli, igy d;; = ¢; ; minden i és j esetén. Ezért a végeredményként

6 —1
kapott D is a c) feladatban kapott C transzpondltja: AT -BT = | —21 14 |. O
—13 1

A fenti feladat c) és e) részének megolddsa kozott mutatkoz6 szoros kapcsolatot
altalanositja az aldbbi, egyszeriisége dacara is sokszor hasznos 4llitas.

1.5.7. Allitas. Ha az A és B mdtrixokra az A - B szorzat létezik, akkor BT - AT is
létezik és (A-B)T =BT - AT.

Bizonyitds: Legyen A (k x n)-es. Ekkor az A - B szorzat 1étezése miatt B (n x m)-es
valamilyen m-re. Ezért BT (m x n)-es és AT (n x k)-as, igy a BT - AT szorzat valoban
1étezik. Raadasul A-B (k x m)-es és BT -AT (m x k)-as, igy (A-B)T és BT -AT azonos
méretiiek.

Legyen X =A-BésY = BT - AT. A mitrixszorzds definici6ja szerint x; ; minden
1<i<kés1<j<mesetén az A i-edik sordnak és a B j-edik oszlopdnak a skalaris
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szorzata: x; ; = a; 1b1 j+aj2by j+ ...+ a; by j. Mivel BT j-edik sora elemrdl elem-
re azonos B j-edik oszlopéval és A7 i-edik oszlopa pedig A i-edik sordval, ezért y i
definici6 szerinti meghatdrozdsakor ugyanazt a szamitdst végezziik, mint x; ; eseté-
ben:y;; = by jaj1 +bajair+...+by ja;,. fgy xjj =y, minden i és j esetén igaz,
ami az X7 =Y A4llitast bizonyitja. )

A matrixszorzas tulajdonsagai

Latni fogjuk, hogy a métrixokkal sok szempontbdl hasonléan lehet ,,szdmolni”, mint
a val6s szamokkal — de legaldbb ilyen lényeges a kiilonbségek tisztdzdsa: vannak
olyan, a szdmok korében alapvetdnek tekintett miiveleti tulajdonsagok, amelyek
matrixokra mér nem igazak. A legfontosabb ezek koziil, hogy a mdtrixszorzds nem
kommutativ, vagyis A - B és B-A nem azonosak. Erre mar az 1.5.6. Feladatban is
lattunk példat: ott az A - B szorzat nem is létezett, mig B - A igen. El6fordulhat az is,
hogy mindkét szorzat létezik, de nem azonos méretliek: ha A (k x n)-es, B (n x k)-as
és k # n. De még ha azonos méretiiek is, akkor sem igaz (dltaldban), hogy egyenldk;
példaul ha

0 1 »_ (10 (0 0, (0 1
A_<0 0>esB—<0 0>,akkorA-B—<0 O)esB-A—(O 0).

Ez a példa ravilagit egy masik nagyon fontos jelenségre is: a matrixok korében
el6fordulhat, hogy A - B = 0, mikdzben A # 0 és B # 0, ahol 0 a nullmatrixot jeloli.

A matrixokkal valé szdmoldskor tehat fontos ligyelni arra, hogy a fenti két ,,ha-
mis szabdlyt” ne alkalmazzuk — de ezektdl eltekintve (és figyelembe véve, hogy a
szorzas nem végezhetd el két tetsz6leges matrix kozott) minden ,.elvarhaté” mive-
leti tulajdonsag teljesiil; ezt fejezi ki (az 1.5.2. Tétel és) az alabbi tétel.

1.5.8. Tétel. Az aldbbi miiveleti tulajdonsdgok bdrmely A, B és C mdtrixra és
A € R skaldrra fenndllnak. (Ezeket 1igy kell érteni, hogy ha az egyenléség egyik
oldaldn a miiveletek elvégezhetdk, akkor a mdsik oldalon is, és a két oldal egyenld.)
(i) (AA)-B=A(A-B)=A-(AB);
(ii) A-(B+C)=A-B+A-Cés (B+C)-A=B-A+C-A (vagyis a mdtrixszorzds
az O0sszeaddsra nézve disztributiv);
(iii) (A-B)-C=A-(B-C) (vagyis a mdtrixszorzds asszociativ).

Bizonyitds: Mindharom allitds a valés szamok elemi miiveleti tulajdonsagaibol ko-
vetkezik. Az egyetlen nehézség az lesz, hogy ezeket egyszerre sok (rdaddsul kettds
indexeléssel jelolt) szamra kell alkalmazni.

Kezdjiik az (i) bizonyitasdval. Az els6 egyenl&séget latjuk be, a masodik ezzel
analég. Legyen A (k x n)-es matrix; ekkor AA is (k x n)-es, igy mindkét oldal el-
végezhetGsége azzal ekvivalens, hogy B-nek n sora van. Legyen ezért B (n X m)-es
éslegyen X =A-B,Y =A(A-B) és Z = (ALA) - B. Ekkor a mdtrixszorzds definici-
6ja szerint minden 1 <i<kés1 < j<meseténx;;=a;1-b1j+...+ain by,
igy yij =A-(ai1-bij+...+ain- by j). Ismét a definiciokbol kovetkezik, hogy
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zij = (Aai1) -bij+ ...+ (Aain) - by j. Az utébbibdl A-t kiemelve latszik, hogy
yi,j = zi,j minden i s j esetén igaz, amivel (i)-et belattuk.

A (ii) allitdsbol is az elsd egyenlGséget latjuk csak be. Ismét legyen A (k x n)-es,
ekkor mindkét oldal elvégezhet8sége azzal ekvivalens, hogy B és C is n sort métri-
xok és oszlopaik szdma egyenld. Legyen ezért B és C (n x m)-es és legyen X = A - B,
Y=A-CésZ=A-(B+C). Most definicié szerint x; j; = a; 1 -b1,j+ ...+ din - bu j,
Yij=2ai1-Clj+t...+taqn Cnj és Zij=ai- (b]J +Cl7j) +...+ain- (b,,’j—l—c,,yj).
Latszik, hogy z; j = x; j +y; ; minden i-re és j-re igaz, ami €pp a (ii) allitds.

(iii) bizonyitdsédhoz legyen megint A (k X n)-es. A bal oldalon A - B akkor elvé-
gezhetd, ha B (n x m)-es valamilyen m-re, ekkor a szorzat (k x m)-es lesz; ezt C-vel
akkor tudjuk jobbrél megszorozni, ha az (m X t)-es valamilyen ¢-re (1sd az 1.12. &b-
rat). A jobb oldal elvégezhet6sége azzal ekvivalens, hogy egyrészt a B - C szorzat
és igy B is n sord, masrészt hogy B oszlopainak és C sorainak szdma megegye-
zik; az ut6bbit m-mel jelolve ismét azt kapjuk, hogy B-nek (n x m)-esnek, C-nek
(m x t)-esnek kell lennie. Annyit ldttunk eddig tehét be, hogy a két oldal elvégez-
het8sége ekvivalens (és mindkét oldalon (k x t)-es szorzat keletkezik).

t
m C
m
n B B-C
n
k|l A A-B (A-B)-C
' A-(B-C)

1.12. abra

Legyen X =A-BésY = (A-B)-C. Ekkor
Yij=2Xi1-Cl,jtXi2:-C2j+ ...+ Xim Cm,j

minden i-re és j-re. Itt minden 1 < r < m esetén x; , helyére behelyettesithetjiik az
X = A - B szorzasbol fakado értékét:

vij=(ai1b11+aiaby 1 +...+ainbpy)cr j+ (ainbip+aiphan +.. .+ ainbyp2)co j+
+...+ (a,-’lblﬁm + a,-’zbgﬁm 4+ ...+ a,-,,,bn,m)cm.j.

A zérdjeleket felbontva azt kapjuk, hogy y;; végiil is n-m darab hiromténye-
z0s szorzat Osszege: az 0sszes a;, - by - ¢, ; tipust szorzaté, ahol 1 < r < n és
1 <s < m. Egy ezzel teljesen anal6g szdmolds mutatja (ezt nem részletezziik), hogy
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az A- (B-C) matrix megfelel$ eleme is ugyanennek az n - m szorzatnak az Gsszege.
Ezzel (iii)-at is belattuk. O

Van — a fenti tételben sorolt tulajdonsdgok mellett — a métrixok és a szamok szor-
zéasa kozott még egy fontos hasonldsdg. A szdmok vildgdban az 1 specidlis szereppel
bir: a vele végzett szorzds azonos a véltozatlanul hagydssal, vagyisa-1=1-a=a
minden a € R esetén igaz. Matrixokra az ennek megfelel6 fogalmat vezeti be az
alabbi definicid.

1.5.9. Definicié. Egységmatrixnak nevezziik azt az (n X n)-es mdtrixot, amelynek
a (bal felsd sarkot a jobb alséval dsszekotd) fodtldjdban minden elem 1, az dsszes
tobbi eleme pedig 0. Ennek a jele: E, (vagy ha n értéke a szovegkornyezetbdl
egyértelmii, akkor egyszeriien csak E).

Nem fog problémét okozni, hogy az 1.2.22. Definiciéban E, (illetve E) jelolte
a standard bazist is, a két fogalom kozott a kapcesolat egyébként is szoros: az egy-
ségmatrix oszlopai épp a standard bazis ey, ..., e, vektorai. Az alabbi allitds adja az
egységmatrix elnevezésének a hatterét.

1.5.10. Allitas. Tetszdleges (k x n)-es A mdtrixra A -E, = A és E - A = A teljesiil.
Vagyis: a (megfeleld méretii) egységmdtrixszal akdr balrdl, akdr jobbrol végzett
szorzds azonos a vdltozatlanul hagydssal.

Bizonyitds: Az &llitds azonnal kovetkezik a matrixszorzds definici6jabdl: az A - E,
szorzatot C-vel jelolve

c,-,j:a,-J-O—l—...—&-a,-,j_l-O—l—aiﬁj-l—&—a,-,j+1-O—i—...—&—a,-,n-O:a;J

adodik (lasd az 1.13. dbrat). Az Ej - A = A dllitas bizonyitdsa ezzel anal6g. O

1.5.11. Feladat. Igazak-e az aldbbi egyenlGségek barmely (n x n)-es A, B, C és D
mitrixokra? (E az (n x n)-es egységmatrixot jeloli. Egy (n x n)-es X métrixra X?
jeloli az X - X szorzatot.)

a) (A+B)(C+D) = AC+AD +BC+BD

b) (A+B)? = A% + 2AB + B?

c)(A+E)(A—E)=A’-E

Megoldds: a) Legyen X = C + D. Alkalmazhat6 a disztributivitds (1.5.8. Tétel, (ii)
allitds): (A+B)(C+ D) = (A+B)X = AX + BX. Most X helyére (C + D)-t vissza-
helyettesitve: (A+B)(C+D) = A(C+ D)+ B(C + D). Végiil mindkét zaréjelet fel-
bontva: (A+ B)(C+ D) = AC+AD + BC + BD (itt ismét a disztributivitast alkal-
maztuk). gy az egyenl6ség igaz.
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1 0 0 0
0 1 0 0
00 1 o |=E
00 ... 0 1
ail ... arjy ... digp T
A= a1 e 4 .. djp < — =C :A-En
a1 cee Qo ... Qip
1.13. abra

b) Alkalmazhatjuk a (mdr bizonyitott) a) egyenldséget C = A és D = B valasz-
tassal: (A+ B)> = (A+ B)(A+ B) = A + AB + BA + B%. Ahhoz tehdt, hogy a b)
egyenl6ség igaz legyen, 2AB = AB + BA, vagyis AB = BA kellene, hogy teljesiiljon.
Ez viszont (dltaldban) nem igaz — igy a b) egyenlet is sériil minden olyan esetben,

amikor AB # BA. Példdul a 70. oldalon ldtott A-ra és B-re (A —i—B)2 = < (1) (]) )
1 0

0 0 )

c) Ismét alkalmazhatjuk az a) egyenl6séget C = A, B=E és D = —E va-
lasztassal: (A +E)(A—E) = A2 +A(—E) + EA+ E(—E). Itt A(—E) = —AE és
E(—E) = —E? (ez az 1.5.8. Tétel, (i) allitdsabdl kovetkezik A = —1 esetén).
Az 1.5.10. Allits szerint AE =A és E> = E,igy (A+E)(A—E)=A>—A+A—E.
Itt —A+A =0 (ahol 0 az (n x n)-es nullmadtrix), a 0-val végzett osszeadds pedig
azonos a viltozatlanul hagyéssal. Tehat (A +E)(A — E) = A> — E, az egyenl&ség
igaz. (Erdemes megfigyelni, hogy ennek a szamoldsnak lényeges eleme volt, hogy
AE = A és EA = A egyarént igaz. Ezért nem okozott problémat a matrixszorzas
kommutativitasinak a hidnya — de példaul az (A + B)(A — B) = A> — B? egyenl&ség

de A2+ 2AB+B* =

dltalaban mar ugyanigy hamis, mint a b).) O
2 -1 6 12
2 2 31, ., |24 .
1.5.12. Feladat. Legyen A = 6 -1 17 | b= 46 |- Oldjuk meg az
4 —1 13 32

A -x = b ,,matrixegyenletet” — vagyis keressiik meg az 6sszes olyan x-et, amire ez
az egyenlet fennall.

Megoldds: A-nak 3 oszlopa van, ezért x-nek 3 sora kell legyen, hogy az A - x szorzat
létezzen. Mivel a szorzatnak 1 oszlopa van, ezért x-nek is ennyi kell legyen (mert a
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X

szorzat 6rokli x oszlopainak szamét). Igy tehdt x egy x = | x» | oszlopvektor kell
X3

legyen (ezért is jeloltiik eleve igy). Elvégezve az A - x szorzést:

x|
X2 | =X
x3
2 -1 6 2x1 —xp + 6x3
2 2 3 2x1 +2x7 4+ 3x3
A=l 6 1 17 || 6mi—masi7 | =4
4 —1 13 dx; —xp + 13x3

Ezért az A - x = b maétrixegyenlet az aldbbi linedris egyenletrendszerrel egyenérték:

2x1 —xp+6x3 =12
2x1 +2x0 4+ 3x3 =24
6x; —x2 4+ 17x3 = 46
4x; —xp+ 13x3 =32

Ez a linedris egyenletrendszer természetesen megoldhaté Gauss-elimindciéval — de
val6jdban ez mar meg is tortént: a 31. oldalon épp ezen az egyenletrendszeren fut-

3
tattuk elGszor az elimindciét. Igy az ott kapott megoldds alapjan x = | 6 | a mat-
2

rixegyenlet egyetlen megolddsa.

A matrixszorzas eddig megismert tulajdonsagai mind a szdmokkal végzett mi-
veletekkel valé hasonldsdgot — vagy éppen annak a hidnyat emelték ki. Az alabbi
tétel viszont mdar egy, a szdmok korében semmitmondd, a linedris algebraban vi-

/////

1.5.13. Tétel. (A determindnsok szorzéstétele)
Bdrmely A és B (n X n)-es mdtrixokra det(A - B) = detA - det B teljesiil.

A tétel éllitdsa tavolrdl sem magétdl értet6dd, a bizonyitdsa kicsit komolyabb
erbfeszitéseket kivan. Aldbb kovetkezik egy lehetséges bizonyitdsnak a vézlata, a
részletek végiggondoldsat az érdekl6dd olvasora bizzuk.

Bizonyitds (vdzlat): Hajtsuk végre A sorain az 1.4.7. Tételben irt egyik 1épést. Ekkor
mind det(A - B), mind pedig detA - detB értéke ugyanigy véltozik meg, mint amit
az 1.4.7. Tétel detA véltozdsarol allit. Példaul: ha A i-edik sorat helyettesitjiik sajat-
magdnak és a j-edik sor A-szorosdnak az sszegével, akkor det(A - B) és detA - detB
is valtozatlan marad. Valéban: detA - det B esetében ez kozvetleniil latszik, det(A - B)
esetében pedig azért igaz, mert A véltozdsdnak hatdsdra A - B is ugy véltozik meg,
hogy annak az i-edik sora feliilirédik sajatmagdnak és A - B j-edik sordnak az Ossze-
gével. Hasonl6an: ha A két sorat felcseréljiik, akkor det(A - B) és detA - detB is az
ellentettjére véltozik, ha pedig A egy sordt megszorozzuk A-val, akkor det(A - B) és
detA - detB is a A-szorosdra valtozik. Ezekkel analGg dllitdsok mondhatdk akkor is,
ha B oszlopain (de nem a sorain) hajtjuk végre az 1.4.7. Tételben irt 1épéseket.
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A sorain, illetve B oszlopain ezeknek a 1épéseknek az alkalmazdsdval elérhe-
t6, hogy A is és B is fels6hdromszog-matrixsza valjon. A esetében ez 1ényegében a
Gauss-eliminacié a determindns kiszamitdsara vonatkozé véltozatdnak a végrehaj-
tasat jelenti (1asd az 53. oldalt) azzal a kiilonbséggel, hogy az elimindcié nem all
meg akkor sem, ha valamelyik oszlopban a féatléban és alatta mindenhol O-t talal,
hanem folytat6dik egészen a felsGharomszog-matrix eléréséig. B esetében pedig egy
ezzel anal6g, de az oszlopokra vonatkozd eljardsra van sziikség: ez a f64tlét forditott
irdnyban, a jobb alsé saroktdl a bal felsdig jarja be és a sorokban hoz létre 0-kat a
keletkezd vezéregyesektdl balra.

Tegyiik fel tehdt, hogy mar A és B is fels6haromszog-matrix. A matrixszorzas
definici6jabol kovetkezik, hogy ekkor a C = A - B szorzat is felsGharomszog-matrix
és a fGatlojanak elemeire ¢; ; = a; ; - b; ; teljesiil. Ezért det(A - B) az A és a B f6atl6-
jéban 4ll6 elemeknek (0sszesen tehdt 2n darabnak) a szorzata — és nyilvan ugyanez
mondhaté detA - det B értékérdl is. Mivel det(A - B) és detA - det B a felsSharomszog-
matrixok eléréséig (A és B esetében is) ugyanugy valtoztak és végiil egyenldk, ezért
ugyanez igaz volt mdr az eredeti A-ra és B-re is. a

1.5.3. Matrixszorzas és linearis egyenletrendszerek

Az 1.5.12. Feladatban l4tott jelenség kiilon figyelmet érdemel: az A - x = b ,,matrix-
egyenletr6]” kideriilt, hogy ekvivalens azzal a linedris egyenletrendszerrel, amely-
nek a kibgvitett egyiitthatémadtrixa (A|b). A linedris egyenletrendszerek pedig ko-
rabban mar a generdlt altér fogalma kapcsan is eldkeriiltek. Ezek a kapcsolatok a
linedris algebra kiilonbozé teriiletei kozott — egyszeriliségiik dacara — annyira fonto-

sak, hogy kiilon tételt szenteliink nekik.

1.5.14. Tétel. Legyeneka,,a,,...,a,,b € R¥ yektorok és legyen A az a;-k egyesité-
sével keletkezd (k x n)-es mdtrix. (A oszlopai tehdt a,,a,, . .., a,.) Ekkor az aldbbi
dllitdsok ekvivalensek (vagyis ha bdrmelyikiik igaz, akkor a mdsik kettd is):

(i) Megoldhaté az A -x = b ,,mdtrixegyenlet”.

(ii) Megoldhaté az (A|b) kibdvitett egyiitthatomdtrixii linedris egyenletrendszer.
(”l) b S <gl )Q27 coo agn>

Bizonyitas: A (ii) és (iii) allitdsok ekvivalencidjara mar az 1.2.3. Feladatban is
lattunk példat és a 30. oldalon altaldban is esett réla szo. (iii) teljesiilése azt
jelenti, hogy létezik a Aja; + Ara, + ... + Aya, = b linedris kombinécié. Itt a
Ma; + Aa, + ... + Aua, vektor i-edik koordindtdja minden 1 < i < k esetén
aiih +aipho + ...+ aj, Ay (mert A az a;-k egyesitése, ezért a; ; egyenlS az a;
i-edik koordinétdjdval). Kovetkezésképp Aia; + Aag, + ... + Aug, = b ekvivalens
azzal, hogy a; 1A +aipA + ...+ ajnAy = b; minden 1 <i < k esetén teljesiil. Ez-
zel épp az (A|b) linedris egyenletrendszert kapjuk (az egyetlen kiilonbség, hogy a
véltozokat a szokdsos xi,...,x, helyett A;,..., A, jeloli).

Az (i) és (ii) ekvivalencidjahoz el6szor (az 1.5.12. Feladat megolddsanak nyom-
vonaldn haladva) vegyiik észre, hogy x csak R"-beli oszlopvektor lehet (mert egy-
részt n sora van, ha A - x elvégezhetd, masrészt 1 oszlopa van, ha A - x is 1 oszlopt).



76 1. FEJEZET. LINEARIS ALGEBRA

Az x j-edik koordindtdjdt minden 1 < j < n esetén x;-vel jeldlve az A - x szorzat
i-edik koordindtdja a mdtrixszorzds definicidja szerint a; 1x1 + a;2x2 + ... + a; p X
Ezért A - x = b azzal ekvivalens, hogy a; 1x1 +a; 2x2 + ... 4 a; nx, = b; teljesiil min-
den 1 <i < kesetén — vagyis ismét az (A|b) linedris egyenletrendszert kapjuk. O

Erdemes megjegyezni, hogy a bizonyitasabol valGjaban tobb is kiolvashaté, mint
amit a tétel allit: nem csak a megoldhat6sag ténye ekvivalens a hdrom esetben, ha-
nem a megoldasok maguk is Iényegében azonosak: (i)-ben az x vektor koordinatai,
(ii)-ben az (A|D) linedris egyenletrendszer megolddsdban a véltozok értékei, illetve
(iii)-ban a b-t az a;-kb6l kifejezd linedris kombinacid egyiitthatdi ugyanazok.

A fenti tétel szerint a linedris egyenletrendszereket a tovdbbiakban az eddig
haszndlt (A|b) kibGvitett egyiitthatomatrixos alak mellett A - x = b forméban is ir-
hatjuk — ez tényleg csak jelolésbeli kiilonbség. Kiilon érdemes felfigyelni arra a
szemléletre, amit a tétel (i) és (iii) allitasa kozotti ekvivalencia hordoz: ha az A mat-
rixot az x oszlopvektorral szorozzuk, akkor az eredményként kapott oszlopvektor az
A oszlopainak egy linedris kombindcidja — mégpedig épp az x koordindtdival, mint
egylitthatokkal képzett linedris kombinécidja.

Fontossdga miatt kiilon megfogalmazzuk az 1.5.14. Tétel (ii) és (iii) 4llitdsa ko-
zotti kapcsolatnak azt a specidlis esetét, amikor b a nullvektor és megoldhatésag
helyett egyértelmi megoldhat6sagrél beszEliink.

1.5.15. Kovetkezmény. Legyenek a;,a,,...,a, € R vektorok és legyen A az ezek

egyesitésével keletkezd (k x n)-es mdtrix. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) Az A-x = 0 linedris egyenletrendszernek az egyetlen megolddsa x = 0.
(ii) Az ay,a,,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds: A kovetkezmény allitasaval az 1.2.13. Feladatban mar taldlkoztunk: ott
4 darab R*-beli vektor linedris fiiggetlensége épp attél fiiggott, hogy van-e annak
a (4 x 4)-es linedris egyenletrendszernek a csupa nulldtdl kiilonboz6 megoldésa,
amelynek az egyiitthatomatrixa a 4 vektor egyesitésébdl allt.

Ugyanez 4ltalaban is elmondhaté: az 1.2.12. Tétel szerint a;,a,,...,qa, akkor
és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha Aja; + A2a, + ... + A,a, = 0 csak a trividlis
esetben, vagyis 4] = 4, = ... = 4, = 0 mellett teljesiil. Az 1.5.14. Tétel (illetve az
utdna irt megjegyzés) szerint ez ekvivalens azzal, hogy az A - x = 0 linedris egyen-
letrendszer egyetlen megolddsa az, hogy minden véltozé értéke 0. |

Erdemes megjegyezni, hogy mivel az A - x = 0 rendszernek x = 0 biztosan meg-
oldésa, ezért a fenti kdvetkezmény (i) 4llitdsa dgy is fogalmazhatd, hogy A-x =0
egyértelmiien megoldhaté. Ha A rdadasul négyzetes matrix, akkor a kovetkezmény
allitasat tovabbgondolva az aldbbi, alapvetd fontossagu Osszefiiggésekre jutunk.

1.5.16. Tétel. Legyen A (n x n)-es mdtrix. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) A oszlopai, mint R"-beli vektorok linedrisan fiiggetlenek;
(ii) detA #0;
(iii) A sorai, mint n hosszii sorvektorok linedrisan fiiggetlenek.
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Bizonyitds: A oszlopainak linedris fiiggetlensége az 1.5.15. Kovetkezmény (€s az
utdna irt megjegyzés) szerint azzal ekvivalens, hogy az (A|0) kibGvitett egyiittha-
tématrixd linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté. Mivel A négyzetes
matrix, ez az 1.4.11. Tétel szerint valéban akkor és csak akkor teljesiil, ha detA £ 0.

A (ii) és (iii) kozotti ekvivalencidhoz A transzponaltjara alkalmazzuk az (i) és
(ii) kozott mar bizonyitott ekvivalenciat. Mivel AT oszlopai (Iényegében) azonosak
A soraival, ezért A sorai akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlenek, ha detA” # 0.
Mivel azonban az 1.5.4. Tétel szerint detA = detAT, ezért ez valéban ekvivalens a

detA =# 0 feltétellel. O

Erdemes a (3 x 3)-as esetben egy tovdbbi kapcsolatra ramutatni. Az u, v és w
térvektorok az 1.5.16 Tétel szerint akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlenek, ha
nem nulla a determindnsa annak a (3 x 3)-as matrixnak, amelynek a sorait épp u, v
és w koordindtai alkotjdk. A térvektorok vegyesszorzatdrél mondottak szerint (ldsd
az 1.4.20. és az 1.4.21. Tételeket) viszont ez a determindns u v w-vel, vagyis az u,
v és w altal kifeszitett paralelepipedon térfogatdval egyenl. A térszemlélet alapjan
jol latszik, hogy ez a térfogat pontosan akkor nem nulla, ha a hdrom térvektor nem
esik egy origdn atmend sikba — és valdban, kordbban mar kideriilt, hogy éppen ez u,
v és w linedris fliggetlenségének a sziikséges és elégséges feltétele.

1.5.17. Feladat. Legyen n > 1 egész és minden 1 <i < n esetén legyen y; az az
R"-beli vektor, amelynek az i-edik koordinatdja p, az 6sszes tobbi koordinataja 1.
A p € R paraméter mely értékeire lesz vy, v,,...,v, linedrisan fiiggetlen?

Megoldds: Legyen A a v; vektorok egyesitésével keletkezd (n x n)-es matrix.
Az 1.4.10. Feladat eredménye szerint detA = (p+n—1)- (p—1)"~!. Lithatd, hogy
detA=0ap=1¢&sap=1—n értékekre teljesiil. Az 1.5.16. Tétel szerint tehat
Vi, Va,...yv, ap# 1, p#1—nértékekre linedrisan fiiggetlen. 0

1.6. Az inverz matrix

Az 1.5.14. Tételbdl kideriilt, hogy a lineéris egyenletrendszerek A - x = b alakba ir-
haték — amibdl némi batorsaggal felvethet6 a kérdés, hogy nem lehetne-e az egyen-
letrendszert ,,mindkét oldalt A-val osztva” megoldani? A matrixok korében az osz-
tds miivelete nem értelmezett, igy a kérdésre a kozvetlen valasz az, hogy nem. Van
azonban egy olyan fogalom, aminek segitségével (bizonyos esetekben) helyettesit-
hetd az osztds a matrixok korében is: ez az inverz matrix. Az alabbi fogalom moti-
viciGja az, hogy a valds szdmok korében mindegy, hogy a-val osztunk vagy 1/a-val
szorzunk valamit; az inverz matrix pedig a reciprok fogalmanak a matrixokra val6
alkalmazdsa — hiszen az 1 szdmnak az E egységmatrix felel meg.

1.6.1. Definicio. Egy (n x n)-es A mdtrix inverzének nevezziik az (n X n)-es X
madtrixot, ha A-X = E = X - A teljesiil. Ennek a jele: X =A™,
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A definiciébdl kiemelendd egyrészt az, hogy inverze csak (n X n)-es mdtrixnak
lehet (de — amint azt 1atni fogjuk — nem mindnek van) mdsrészt az, hogy A-t A~ !-zel
barmelyik oldalrdl szorozva E-t kell kapnunk. Az inverz matrix jelolése nyilvan a
reciprokkal val6 kapcsolatra utal (hiszen a szdmok korében a~! = 1/4), de matrixok
esetében A~ !-et nem szokés ,.,A a minusz egyedikenként” kiolvasni (hanem egysze-
riien ,,A inverzként”).

A fogalommal val6 ismerkedésként prébaljuk meg eldonteni, hogy van-e inverze
azA= :; i > matrixnak. Legyen X = 2 ii
kettds indexek haszndlatat most kényelmi okokbdl mell6ztiik). Ekkor az A- X = E
egyenletbdl a kovetkezd feltételek adédnak X elemeire:

X1 X3
X2 X4

(3 2) <1 O) N 3x14+2x =1 3x3+2x4 =0

a keresett inverz (ahol a

5 4 0 1 Sx1+4x =0 Sx3+4xqs =1

Elsg pillantdsra 1tszik, hogy egy (4 x 4)-es linedris egyenletrendszert kaptunk. De
miel6tt elkezdenénk ezt megoldani, érdemes egy masodik pillantést is vetni rd: mi-
vel az elsd két egyenletben csak x| és x, a masodik kett6ben csak x3 és x4 szerepel,
szerként kezeljiik. Igy két Gauss-elimindciGval kereshetjiik a megoldst: elGszor x;
és xp értékeit az
1/3 1 23| 13 1 0 2
—5/3 0 1 |52 0 1] -5
elimindciébol kapjuk: x| = 2, x; = —5/2; utdna x3 és x4 értékét az
3210 1 2530 1 23|10 1 0
5 4|1 0 2/3|1 0 1 |3 0 1
-1 i
_5/2 3/2 mat-
rix adédik. Erre tehat A - X = FE teljesiil (ami kozvetleniil is ellendrizhetd) — ebbdl
Ezt azonban kdnnyen kiprébalhatjuk:
3 2
(55)
2 -1 1 0
(207 (0)xans
(Alébb latni fogjuk, hogy X - A = E teljesiilése val6jdban egyéaltalan nem véletlen.)
A fenti szamolds persze tetsz6leges (n X n)-es A-ra megismételhetd, de az persze

ezért jobban jarunk, ha a feltételeket két kiilonall6 (2 x 2)-es linedris egyenletrend-
3 201 1 23
5 4]0 0 2/3
-1
3/2
elimindciébol: x3 = —1, x4 = 3/2. Mindezekbdl tehdt az X = < 2
azonban még nem kovetkezik, hogy X = A~!, mert ehhez X -A = E is sziikséges.
Latszik, hogy ,,véletleniil” X - A = E is igaz, igy a kapott X az A (egyetlen) inverze.
mar nem igaz, hogy A~! mindig 1étezik is: példaul ha A = 0 (vagyis A a csupa nulla

—
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matrix), akkor a matrixszorzds definici6jabol rogton latszik, hogy A - X = 0 is igaz
minden X € R™"-re, vagyis A-X = E sosem teljesiilhet. Az aldbbi tétel ad vélaszt
arra a kérdésre, hogy mely négyzetes matrixoknak 1étezik inverze.

1.6.2. Tétel. Az (n x n)-es A mdtrixnak akkor és csak akkor létezik inverze, ha
detA # 0. Ha A~! létezik, akkor az egyértelmii.

Bizonyitds: El6szor tegyiik fel, hogy X = A~! Iétezik; megmutatjuk, hogy detA # 0.
A (definici6 szerint teljesiils) A - X = E egyenlet mindkét oldaldnak determinan-
sdt véve: det(A - X) = detE. Itt detE = | nyilvdn igaz (ldsd az 1.4.6. Tételt), a
bal oldalon pedig alkalmazhatjuk a determindnsok szorzastételét (1.5.13. Tétel):
detA -detX = 1. Ebbdl detA # 0 rogton kovetkezik.

A forditott irdny bizonyitdsdhoz az aldbbi lemmat fogjuk haszndlni.

1.6.3. Lemma. Ha A € R"™" és detA # 0, akkor egyértelmiien létezik egy olyan
X € R™" mdtrix, amelyre A-X = E.

A Lemma bizonyitasa: A fenti példdban latott szdmoldst dltaldnositjuk. Legye-
nek x;,x,,...,x, a keresett X matrix oszlopai (mégpedig sorban). Mivel az A - X
szorzat i-edik oszlopa a matrixszorzds definicidja szerint azonos A - x;-vel, ezért
A-X =FE ekvivalens az A - x| = ¢, A-x, = e, ..., A-x, = ¢, egyenletek telje-
stilésével (ahol ¢; az egységmatrix i-edik oszlopat jeloli, 6sszhangban az 1.2.22.
Definicidval). Az 1.5.14. Tételben lattuk, hogy A - x; = ¢; egy linedris egyenletrend-
szert jelol (amelynek a kibvitett egyiitthatémdtrixa (Ale;)). Mivel detA # 0, ezért
az 1.4.11. Tételbdl kovetkezik, hogy az A - x; = ¢; linedris egyenletrendszer egyér-
telmiien megoldhaté. Ezzel tehdt a lemmat beldttuk: a keresett X i-edik oszlopa az
A -x; = ¢; rendszer egyértelm(i megolddsa minden 1 <i < n esetén. <&

A lemmabdl rogton kovetkezik a tételnek az az 4llitdsa, hogy ha A~! létezik,
akkor az egyértelmii: valéban, mar az A - X = E feltételnek is csak egyetlen X tehet
eleget.

Azt azonban még be kell latnunk, hogy erre az X-re X - A = E is teljesiil (vagy-
is hogy ami a fenti példaban ,,véletleniil” teljesiilt, az altaldban is igaz). Ehhez a
kovetkezd egyszerdi, de ravasz otlet vezet: a fenti lemmat alkalmazzuk A helyett
az (ugyanebbdl a lemmadbdl nyert) X matrixra! Ezt megtehetjilk, mert azA-X = E
egyenletbdl a bizonyitas elején latott médon kovetkezik, hogy detA -detX = 1, igy
detX # 0. A lemmadbdl tehat azt kapjuk, hogy 1étezik (mégpedig egyértelmiien) egy
olyan Y € R" " mitrix, amelyre X - Y = E. {gy készen lesziink a bizonyitdssal, ha
sikeriil megmutatnunk, hogy ¥ = A.

Ehhez az 1.5.8. Tételb6l a matrixszorzds asszociativitdsat haszndljuk fel:
(A-X)-Y=A-(X-Y). A bal oldalt az A -X = E egyenlet (és az 1.5.10. Allitis)
felhaszndldsdval dtalakitva: (A-X)-Y = E-Y =Y. Hasonl6an, a jobb oldalt az
X -Y = FE egyenlet felhaszndldsaval alakithatjuk dt: A- (X -Y) =A-E = A. Mind-
ezek Osszevetésébdl Y = A valdban kovetkezik. O
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1.6.1. Az inverz kiszamitasa

Alkalmazédsokban felmeriils, fontos feladat egy adott (n X n)-es A métrix inverzének
a kiszamitdsa. A mddszer alapgondolatat mar a 78. oldalon, illetve az 1.6.2. Tétel
bizonyitdsaban lattuk: ha megoldjuk azA-x; =¢;,A-x, =¢€;, ..., A -x, = ¢, linedris
egyenletrendszereket, akkor a megoldasok egyesitésébol kapott X matrixraA-X =FE
teljesiil; az pedig az 1.6.2. Tétel bizonyitdsa kozben kideriilt, hogy ekkor X -A = E
is automatikusan igaz, igy X = A~

Ezt a gondolatot érdemes kiegésziteni azzal, hogy ennek az n linedris egyen-
letrendszernek a megolddsdhoz valdjdban nem kell n-szer lefuttatni a Gauss-
elimindcidt, ezek parhuzamosan is végezhet6k. Ugyanis az n egyenletrendszer csak
a jobb oldalakban kiilonbozik, az egyiitthatématrix mind az n esetben A. Marpedig
a Gauss-elimindci6 futdsa sordn a megteendd 1épések mindig csak az egyiitthatok-
tol fiiggenek, a jobb oldalak csak kovetik a véltozasokat. Mar a 78. oldalon latott
példaban is végezhettiik volna parhuzamosan a szamitasokat, igy:

3 2|10 1 23| 13 0
<5 40 1)”(0 23 | =5/ 1)”
1 24 130 1 0 2 —1
”(o 1| =5~ 3/2)”(0 1| —32 3/2)

Egy nemnulla determindnsd A matrix inverzének meghatarozasa tehat 1ényegé-
ben azonos n linedris egyenletrendszer parhuzamos megolddsaval — ismét a Gauss-
elimindcié egy valtozatardl van sz6. Az eliminacio elinditasa el6tt A mellé masoljuk
(a hagyomanyokat — legalabbis {rasban szdmolaskor — kovetve: vonallal elvélaszt-
va) az E egységmatrixot; ez felel meg az n egyenletrendszer jobb oldalainak. Majd
(A|E)-re az elemi sorekvivalens 1épéseket alkalmazzuk addig, amig az A helyén az
E egységmitrix jelenik meg (ez felel meg a redukalt 1épcsds alaknak — legaldbb-
is egyértelmli megoldhatdsdg esetén, amit az 1.4.11. Tétel szerint detA # 0 miatt
feltételezhetiink). A mddszert kiilonosen kényelmessé teszi, hogy ekkor a vonalt6l
jobbra épp A~! jelenik meg; valéban, az n egyenletrendszert megoldottuk és (aho-
gyan az a 78. oldalon latott szdmolds fenti megismétlésénél is latszott) épp az x;
megolddsok jelennek sorban a vonaltél jobbra — marpedig a keresett X épp ezek
egyesitése. Igy az eljaras az (E|A~") alakkal ér véget.

A médszer tovabbi eldnye, hogy nem sziikséges elére meggy6z3&dni afeldl, hogy
a bemenetként kapott A matrixra detA # 0. Val6ban: az elemi sorekvivalens 1épé-
sek nem valtoztatjdk meg azt, hogy detA értéke 0 vagy sem (mikdzben persze detA
maga valtozhat). Ha tehat detA értéke mégis O volna, az az elimindcié (annak is
az elsd fazisa) kozben tgyis kideriil: az algoritmusnak a determindns kiszamita-
sdra vonatkozé valtozatdnal (lasd az 53. oldalt) lattuk, hogy ebben az esetben a
felsbharomszog-matrix felé vezetd dton egy ponton a féatldbeli elem O és alatta is

mindenhol 0 4ll. Ha tehat ez bekovetkezik, akkor az eljards ledllhat (és kiirhatja,
hogy , A~ nem létezik”).
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1.6.4. Feladat. a) Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az aldbbi A matrixnak; ha
igen, akkor szamitsuk ki A inverzét.

1 -3 7
A=| -1 3 —6
2 =5 12

b) Oldjuk meg az alabbi linedris egyenletrendszert a p,q,r € R paraméterek min-
den értékére.

x1—=3x%+7x3 =p
—x1+3x—6x3 = ¢q
2x1 —S5x+12x3 = r

Megoldds: a) A Gauss-elimindci6 fenti véltozatit haszndljuk. Inditds el6tt A mel-
1é mésoljuk a (3 x 3)-as egységmitrixot (aldbb, balra). Mivel a bal fels§ sarokban
rogton 1-es dll, az 1. sorhoz nem kell nydlnunk, az 1. oszlop mésik két elemét val-
toztatjuk 0-vé az 1. sor megfeleld tobbszorosének hozzaadasaval (jobbra):

1 -3 711 0 O 1 -3 7 1 0 0
-1 3 6/0 1 0 |]~|O0 0 1 1 1 0 |~
2 =5 12|10 0 1 0 1 -21-2 0 1

Mivel a 2. sor 2. helyén 0 all, a 2. sort felcseréljiik a 3.-kal. Ezzel a 1épcss alakot
el is értiikk. Azt mar most allithatjuk, hogy A~! Iétezik (hiszen a vonaltél balra 4116
mitrix determindnsa 1, igy kezdetben sem lehetett 0).

1 -3 7 1 00
~1 0 1 -2(-2 0 1 |~
0 0 1 1 1 0

Attérve a Gauss-elimindcié masodik fazisdra, a vezéregyesek folstti nemnulla
elemeket viéltoztatjuk 0-vd. El8szor a 3. sor 2-szeresét, illetve (—7)-szeresét adjuk
a 2., illetve 1. sorhoz (balra). Végiil a 2. sor 3-szorosat az 1.-hoz.

1 -3 0]-6 =7 0 1 0 0|-6 -1 3
~1 0 1 0 0 21 ]~(01P0 0 21
0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0

Ezzel az eliminécid véget ért, A~! a fenti, a vonaltél jobbra es6 matrix. A sza-
moldasi hibdkat kiszilirendd érdemes meggy6z6dni arrdl, hogy a kapott X matrixra
A -X = E valdban teljesiil (vagy akdr arrdl, hogy X - A = E igaz — fentebb l4ttuk,
hogy barmelyikbdl kovetkezik a masik).

b) A linedris egyenletrendszer Ax = b alakba irhat6, ahol A az a) feladatbeli mat-

X1 p
rix, x=| x2 | ésb=| g |. Az Ax = b egyenlet mindkét oldalét balrol A~Lzel
X3 r



82 1. FEJEZET. LINEARIS ALGEBRA

/////

verz definiciGjat, a kapott egyenlet bal oldala: A~! (Ax) = (A~'A)x = Ex = x. Kovet-
kezik, hogy x = A~'b. Ezért a feladat megolddsihoz egyszertien b-t megszorozzuk
balrél az a) feladatban kiszdmolt A~ !-zel:

P
qg|=b
-
-6 -1 3 —6p—q+3r
Al = 0 2 1 2q+r =A"1lb=x
1 1 0 p+q

Igy a rendszer egyértelmii megolddsa: x; = —6p —g+3r, xo =2g+r, x3=p+q. O

1.7. Matrix rangja

Egy (k x n)-es matrix kétféle értelemben is értelmezhets vektorrendszerként: az osz-
lopait n darab R¥-beli vektornak, a sorait k darab n hosszii sorvektornak tekinthetjiik.
Ennek a két vektorrendszernek latszolag nem sok koze van egymashoz. Mégis, azt
mar tudjuk, hogy az (n x n)-es esetben fontos kapcsolat van koztiik: az 1.5.16. Tétel
szerint az egyik pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha a masik; rdaddsul mind-
kettd pontosan akkor, ha a matrix determindnsa nem 0. A matrixrang fogalméanak
segitségével ezeket a kapcsolatokat fogjuk altalanositani tetszéleges matrixra is.

Egy (k x n)-es matrix rangja alatt egy természetes szdmot fogunk érteni. A
fogalom ereje abban rejlik, hogy ezt az értéket tobbféleképpen is definidlhatjuk —
az 1.7.3. Tétel pedig épp azt fogja allitani, hogy a kiilénbdzd definiciék mindig azo-
nos értéket adnak. El6szor sziikségiink lesz a kdvetkez6 fogalomra:

1.7.1. Definicié. Legyen A (k x n)-es mdtrix és r < k,n egész. Vdlasszunk ki tet-
szolegesen A sorai és oszlopai koziil r-r darabot. Ekkor a kivdlasztott sorok és
oszlopok keresztezédéseiben kialakuld (r X r)-es mdtrixot A egy négyzetes rész-
matrixdnak nevezziik.

A négyzetes részmatrix fogalma tehét elképzelhetd tgy is, hogy A-bdl elha-
gyunk néhdny (tetszSlegesen valasztott) oszlopot, majd a maradék matrixbdl el-
hagyunk néhdny sort ugy, hogy végiil négyzetes matrixot kapjunk. Ha példaul A
(5 x 10)-es, akkor

a3 a7 a9
A= — M= azz aszg daszog
assz dasg aso

A-nak M (3 x 3)-as részmatrixa, amely a 2., 3. és 5. sorok és a 3., 7. és 9. osz-
lopok kivalasztdsaval keletkezett. A négyzetes részmatrix fogalma kicsit emlékez-
tet az 1.4.13. Tételben hasznalt el6jeles aldetermindns fogalmara, de tobb 1ényeges
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ponton kiilonbozik attél: egyrészt négyzetes részmatrixai minden matrixnak van-
nak (és nem csak a négyzeteseknek), masrészt az A-bdl elhagyott sorok és oszlopok
szdma nem feltétlen 1 (de dltaldban még csak nem is egyenls), harmadrészt a négy-
zetes részmatrix értelemszerien egy matrix és nem egy szdm (szemben az eldjeles
aldeterminanssal), negyedrészt az elGjeles aldeterminans fogalmaban kulcsszerepet
jatsz6 sakktablaszabdly a négyzetes részmatrix fogalmabdl hidnyzik.

1.7.2. Definicio. Legyen A tetszdleges mdtrix. Azt mondjuk, hogy
(i) A oszloprangja r, ha A oszlopai koziil kivdlaszthato r darab iigy, hogy a
kivdlasztott oszlopok (mint R¥-beli vektorok) linedrisan fiiggetlenek, de r+ 1
mdr nem vdlaszthato ki igy;

(ii) A sorrangjar, ha A sorai koziil kivdlaszthato r darab 1igy, hogy a kivdlasztott
sorok (mint n hosszi sorvektorok) linedrisan fiiggetlenek, de r + 1 mdr nem
vdlaszthato ki igy;

(iii) A determindnsrangja r, ha A-nak van nemnulla determindnsi (r X r)-es rész-
mdtrixa, de (r+ 1) X (r+ 1)-es nemnulla determindnsi mdr nincs.

Ha A a nullmitrix, akkor az oszloprangja és a sorrangja (az 1.2.11. Definici6
utdn {rtakkal osszhangban) 0. Mivel a determindnsrang fenti definicidja ebben az
esetben kozvetleniil nem értelmezhetd, ezért megéllapodunk abban, hogy a null-
matrix determindnsrangja is 0.

Azonnal latszik, hogy minden A matrixra mindharom definicié egy-egy egyér-
telm{ értéket hatdroz meg: a legnagyobb méretli A-beli linedrisan fiiggetlen osz-
loprendszer, sorrendszer, illetve nemnulla determindnsd négyzetes részmatrix mé-
retét. (Valéban: ha r+ 1 linedrisan fiiggetlen oszlop vagy sor mér nem létezik, akkor
(r+ 1)-nél tobb sem 1étezhet, mert linedrisan fiiggetlen rendszer minden része is li-
nedrisan fiiggetlen. Hasonléan, ha (r+ 1) x (r+ 1)-es nemnulla determinansu rész-
matrix mar nincs, akkor — az 1.4.13. Kifejtési Tételbdl konnyen lathatéan — ennél
nagyobb sem lehet.)

A oszloprangjanak, sorrangjanak, illetve determindnsrangjanak értékét — ideig-
lenesen — 0(A), s(A), illetve d(A) fogja jel6lni (de amint az egyenlGségiiket bebizo-
nyitjuk, ko6zos jelolést vezetiink be rdjuk).

Tekintsiik példaul az alabbi A matrixot:

1 3 5 7
A= 9 11 13 15
17 19 21 23

Jelolje A oszlopait sorban 0;,0,,03,04, a sorait s;,s,,s3. A oszlopai koziil példaul
0, és 0, linedrisan fiiggetlen (mert egyik sem skaldrszorosa a mdsiknak), de bar-
melyik harmat véalasztjuk, linedrisan 0sszefiiggd rendszert kapunk: ezt mutatjdk az
01 —20,+03=0, 20 —30,+0,4 =0, 0 —303+20, =0 és az 0, —203+0, =0
nemtrividlis linedris kombindcidk. Kovetkezik, hogy o(A) = 2. Hasonl6an, példdul
s €s s, linedrisan fiiggetlen, de s; — 25, + 53 = 0 mutatja, hogy s;,s,, 53 (az egyet-
len lehet&ség harom sor kivalasztdsara) mar linedrisan osszefiiggs. Igy s(A) = 2.
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Végiil A-bol példaul a négy sarkot (vagyis az s;, s; sorok és az o, 0, oszlopok 4ltal

meghatdrozott részmatrixot) valasztva ‘ =1-23—-17-7=-96#0, de

1 7
17 23
barhogyan vélasztandnk A-bél (3 x 3)-as részmatrixot, annak a determinansa mindig
0 volna; igy d(A) = 2 is igaz. (Valéban, egy (3 x 3)-as részmadtrixhoz mindhdrom
sort ki kell vdlasztanunk és az oszlopok koziil harmat. Mivel mind a négy széba
jov6 esetben az imént ldttuk, hogy a keletkezs (3 x 3)-as részmadtrixok oszlopai li-
nedrisan osszefiiggdk, ezért az 1.5.16. Tétel szerint a determindnsuk is 0.) Igy tehat
a fenti A métrixra o(A) = s(A) = d(A) valdban teljesiil — de persze nem csak erre.

1.7.3. Tétel. Minden A mdtrixra o(A) = s(A) =d(A).

Bizonyitds: Elég lesz beldtni, hogy o(A) = d(A) igaz minden A matrixra, ebbdl
mdr a tétel teljes allitdsa kovetkezni fog. Valéban, mivel A sorai (Iényegében) azo-
nosak AT oszlopaival, ezért s(A) = o(AT). Az 1.5.4. Tételbsl kovetkezik, hogy
d(A) = d(AT), mert az AT-b6l vilaszthaté négyzetes részmitrixok épp az A-bol
valaszthatdk transzponaltjai; mivel ezek determinansa az 1.5.4. Tétel szerint egyen-
16, a legnagyobb nemnulla determindnstinak a mérete is azonos a két esetben. Ha az
o(A) = d(A) 4llitast minden métrixra — igy AT -ra is — igaznak feltételezziik, akkor
mindezeket 6sszevetve az s(A) = o(AT) = d(AT) = d(A) = o(A) egyenlségeket
kapjuk, amibdl a tétel allitdsa mar kovetkezik.

Azt kell tehét csak bizonyitanunk, hogy o(A) = d(A). Ezt két 1épésben tessziik:
el@szor megmutatjuk, hogy o(A) > d(A), utdna azt, hogy o(A) < d(A).

Tegyiik fel tehdt elszor, hogy d(A) = r. Meg kell mutatnunk, hogy o(A) > r,
vagyis hogy A oszlopai koziil kivdlaszthaté r darab linedrisan fiiggetlen. A-bol
d(A) = r miatt kivdlaszthaté egy (r X r)-es, nemnulla determindnsd M részmatrix.
Jelolje Ays az A-nak abbdl az r oszlopabdl 4ll6 matrixot, amelyeket az M készitése-
kor kivélasztottunk; ekkor tehat M sorai az Ay sorainak részhalmaza. Allitjuk, hogy
Ay oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ha nem igy volna, akkor az 1.5.15. Kovetkez-
mény szerint az Ay - x = 0 linedris egyenletrendszernek volna egy x* # 0 megoldasa.
Ekkor azonban x* megoldédsa volna az M - x = 0 linedris egyenletrendszernek is, hi-
szen az utébbi rendszert az el6bbibdl bizonyos egyenletek (mégpedig az M-hez nem
tartoz6 Aps-beli soroknak megfelel6k) elhagyasaval kapjuk. Kovetkezésképp M osz-
lopai linedrisan 0sszefiiggdk volndnak, ami az 1.5.16. Tétel szerint ellentmondana
annak, hogy detM # 0. Igy o(A) > d(A) val6ban igaz.

Az 0(A) < d(A) éllitds bizonyitdsdhoz az aldbbi lemmét fogjuk haszn4lni.

1.7.4. Lemma. Legyen C egy (k x n)-es mdtrix, amelynek az oszlopai (mint R*-beli
vektorok) linedrisan fiiggetlenek. Ha k > n, akkor C sorai koziil kivdlaszthato egy
ligy, hogy ezt a sort elhagyva a kapott (k— 1) X n-es C' mdtrix oszlopai szintén
linedrisan fiiggetlenek.

A Lemma bizonyitdasa: Legyenek C oszlopai c;,c,,...,c,, az ezek éltal generalt
RE-beli altér W = (c|,cs,...,c,). Mivel W-ben van n elemii generitorrendszer
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(mégpedig c|,c,...,c,) és k > n, ezért az 1.2.15. F-G egyenl6tlenség miatt nem le-
het benne k elemii linedrisan fiiggetlen rendszer. Ebbdl kovetkezik, hogy az R¥-beli
standard bazis vektorai (mds széval: az Ey egységmatrix oszlopai) kozott van olyan,
amelyik nem tartozik W-hez. Legyen ¢; ilyen (amelyben tehdt az 1-es a j-edik he-
lyen 4ll). Allitjuk, hogy a C j-edik sora teljesiti a lemma feltételét: az elhagydsaval
kapott C' métrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Tegyiik fel indirekt, hogy nem
gy van: a C' - x = 0 linedris egyenletrendszernek van egy x* # 0 megolddsa. Ek-
kor C-x* # 0, mert C oszlopai linedrisan fliggetlenek. Mivel a C - x* szorzat csak
abban kiilonbozik a C’ - x* szorzattdl, hogy az utébbiba a j-edik helyre ,beszui-
rodik” a C j-edik sordnak és x*-nak a skaldris szorzata, ezért a C - x* oszlopvek-
tor j-edik koordinatdja egy o # 0 szam, a tobbi koordinatdja 0. Kovetkezik, hogy
C- (é ~f) = é (C-x*) = ¢;. Ez ellentmond annak, hogy e; ¢ W: az 1.5.14. Tétel
szerint a C oszlopainak az (é @*) vektor koordinatdival, mint egyiitthatokkal kép-
zett linedris kombindciGja épp e;-t adja. Ez az ellentmondas bizonyitja a lemmat. <

Legyen most 0(A) = r és vélasszunk A oszlopai koziil r linedrisan fiiggetlent,
alkossdk ezek a C matrixot. Célunk tehdt megmutatni, hogy d(A) > r. C (és A) so-
rainak szdmat k-val jelslve C oszlopai R¥-beli vektorok, igy az 1.2.15. F-G egyen-
16tlenség miatt k > r (hiszen R¥-ban van k elem(i generdtorrendszer: barmely bézis
ilyen). Ha k > r, akkor a fenti lemmat C-re alkalmazva kapjuk a (k— 1) x r-es C’'
matrixot, amelynek az oszlopai tovédbbra is linedrisan fiiggetlenek. Ha k — 1 > r,
akkor ismét alkalmazhatjuk a lemmét C’-re és ezt folytathatjuk egészen addig, amig
(k—rilyen 1épés utdn) egy (r x r)-es C* métrixot nem kapunk. Ekkor az 1.5.16. Té-
tel szerint detC* ## 0 (mert C* oszlopai linedrisan fiiggetlenek). Mivel C* az A-nak
(r x r)-es részmatrixa, ezért ez bizonyitja a d(A) > r éllitdst — és ezdltal a tételt is. O

A fenti tétel tehat létjogosultsdgot ad az aldbbi definiciénak.

1.7.5. Definicié. Az A mdtrix rangjanak nevezziik és r(A)-val jeloljiik o(A), s(A)
és d(A) kizis értéket.

A matrix rangja szdmos, eddig megismert fogalommal szoros kapcsolatban all.
Az aldbbi tételek ilyen kapcsolatokat mutatnak be: el6szor az alterek dimenzidjat,
utdna a linedris egyenletrendszerek (egyértelmi) megoldhatésdganak kérdését tar-
gyaljuk a rang segitségével.

1.7.6. Tétel. Legyen A (k x n)-es mdtrix, az oszlopai legyenek a,,a,, . .. ,a,. Ekkor
r(A) =dim(a;,a,,...,q,).

Bizonyitds: Valasszunk ki A oszlopai koziil a lehetd legtobbet ugy, hogy ezek li-
nedrisan fiiggetlenek legyenek. A kivalasztott oszlopok szdma ekkor az oszloprang
definicidja szerint r = r(A). A jeloléseinket egyszerisitendd tegyiik 61, hogy A-nak
épp az elsé r oszlopit valasztottuk ki (hiszen az oszlopok sorrendje érdektelen). Al-
litjuk, hogy a,,4,,...,a, bazistalkotaW = (a;,a,, .. .,a,) altérben. Ha ezt belatjuk,

abbdl a tétel allitasa (a dimenzi6 1.2.20. Definicidja szerint) kovetkezni fog.
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Vildgos, hogy a;,a,,...,a, linedrisan fiiggetlen, azt kell tehat csak beladtnunk,
hogy generétorrendszer W-ben. Legyen ezért U = {a,a,,...,q,), célunk belétni,
hogy U = W. Ebbdl annyi nyilvanvald, hogy U C W, a W C U tartalmazast kell
megmutatnunk. Tetsz6leges r < i < n esetén az a,,a,,...,4q,,q; rendszer linedrisan
Osszefiiggd, hiszen A-bdl r+ 1 linedrisan fiiggetlen oszlop nem valaszthaté ki. Az
wujonnan érkez8 vektor” 1.2.14. Lemmdja szerint ekkor g; € (@;,4,,...,4,) = U.
Azt kaptuk tehdt, hogy az a;,a,,...,qa, vektorok mindegyike U-beli (hiszen ez
a,a,,...,a, esetében magitdl értet6dd). Mivel azonban U altér, zart az dsszeadds-
ra és a skaldrral szorzésra, igy minden W-beli, vagyis az a;,a,,...,a, vektorokbdl
linedris kombinécidval kifejezhet6 vektor is U-beli kell legyen. Ezzel a W C U tar-
talmazast, és igy a tételt is belattuk. O

1.7.7. Tétel. Tetszdleges (k X n)-es A mdtrix és b € R¥ esetén az A-x = b linedris
egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhatd, ha r(A) = r((A[b)). (Itt (A|b)
a linedris egyenletrendszer kibévitett egyiitthatomdtrixdt jeloli.)

Bizonyitds: Jeldlje az A oszlopait a;,a,, ... ,a, és legyen U = (a,a,,...,q,), vala-

mintW = (a;,4a,,...,4a,,b). Nyilvanval, hogy U C W. Az 1.7.6. Tételt alkalmazva
az A, illetve az (A|b) mitrixra: r(A) = dimU, illetve r((A[b)) = dimW.

Kezdjiik a feltétel sziikségességének a bizonyitdsdval: ha az A - x = b rendszer
megoldhatd, akkor (A) = r((A[b)), vagyis dimU = dimW. A -x = b megoldhaté-
sdga miatt az 1.5.14. Tétel szerint b € U. Ebb6l pedig W C U kovetkezik: mivel
U (1évén altér) zart az 6sszeaddsra és a skaldrral szorzdsra és a;,a,,...,a,,b € U,
ezért az ezekbdl a vektorokbdl linedris kombindcidval el§allé minden vektor — vagy-
is W minden eleme — U-beli. Igy (U C W és W C U miatt) U = W, amibd] persze
dimU = dimW val6ban kovetkezik.

Most beldtjuk a feltétel elégségességét: ha r(A) =r((A|b)), akkor A - x = b meg-
oldhat6. Az r(A) = r((A|b)) feltételbS] dimU = dimW. Belétjuk, hogy U = W. Ve-
gylik ugyanis U egy tetsz8leges bazisat;ezU C W, dimU =dimW és az 1.2.28. Ko-
vetkezmény miatt W-nek is bazisa. Mivel van kozos bazisuk, ezért U = W valdéban
igaz (mindkett a kozos bézis altal generdlt altér). Igy b € W-bél b € U is kovetke-
zik, ami az 1.5.14. Tétel szerint ekvivalens az A - x = b megoldhatdsagaval. ]

1.7.8. Tétel. Tetszdleges (k x n)-es A mdtrix és b € R esetén az A-x=b
linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor egyértelmiien megoldhato, ha
r(A) =r((Alb)) =n.

Bizonyitds: El6szor a feltétel sziikségességét latjuk be: ha A-x = b egyértelmiien

megoldhatd, akkor r(A) = r((A|b)) = n. Mivel az egyértelmdi megoldhatésdg
magdban foglalja a megoldhatésagot, r(A) = r((A|b)) kovetkezik a fenti tételbol.
Mivel A-nak n oszlopa van, vildgos az oszloprang definici6jabdl, hogy r(A) < n.
Tegyiik fel ezért indirekt, hogy r(A) < n; ekkor A oszlopai linedrisan Osszefiig-
g6k (mert n-nél kevesebb linedrisan fiiggetlen vélaszthaté csak ki koziilik). Igy
az 1.5.15. Kovetkezmény szerint az A -x = 0 linedris egyenletrendszernek 1étezik
egy z # 0 megolddsa. Ha most az A - x = b rendszernek x* megolddsa, akkor meg-
oldasa lesz x* +zis, mert A- (x* +z) =A-x*+A-z=b+ 0= b. Mivel z # 0 miatt
x* # x* +z, ez ellentmond annak, hogy A - x = b egyértelmiien megoldhatd.
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Kovetkezik a feltétel elégségessége: ha r(A) = r((A|b)) = n, akkor A-x=b
egyértelmtien megoldhaté. Mivel r(A) = r((A|b)), annyit a fenti tételbSl mar tu-
dunk, hogy A - x = b megoldhatd. Tegyiik fel ezért indirekt, hogy van két kiillonb6z6
megolddsa: x] és x5. Legyen z = x| — x5. Ekkor x] # x5 miatt z # 0 és

Az=A-(x] —x3)=A-x] —A-x5=b—b=0.
fgy az A - x = 0 rendszernek van a 0-t6l kiilonboz megolddsa, ami az 1.5.15. Kovet-
kezmény szerint azt jelenti, hogy A oszlopai linearisan 6sszefiiggék. Ez az oszlop-

rang definiciGja szerint azzal ekvivalens, hogy r(A) < n. Ez ellentmond az r(A) = n
feltevésnek és ezdltal a tételt bizonyitja. o

A rang kiszamitasa

Egy adott matrix rangjanak kiszamitasa alkalmazdsokban felmeriil$, fontos algorit-
mikus feladat. Az alabbi éllitds kovetkezménye, hogy ennek a feladatnak a meg-
oldasdra is alkalmas lesz a Gauss-eliminacié (egy valtozata). Az allitdsban elemi
sorekvivalens 1épés, illetve 1épcsOs alak alatt pontosan azt értjiik, amit az 1.3.1., il-
letve az 1.3.3. Definicidk is annak neveztek — az egyetlen kiilonbség az, hogy most
egy tetszOleges matrixra alkalmazzuk ezeket, az utolsé oszlop nem bir specialis sze-

s

reppel, mint az (A|b) kibGvitett egyiitthatématrix esetében.

1.7.9. Allitss.
(i) Az elemi sorekvivalens lépések a mdtrix rangjdt nem vdltoztatjdk meg.
(ii) Lépcsds alakii mdtrix rangja egyenld a sorainak a szdmdval.

Bizonyitds: Valasszunk ki A oszlopai koziil tetszdlegesen néhdnyat, alkossdk ezek
egyiitt az A’ mdtrixot. A’ oszlopai az 1.5.15. Kovetkezmény szerint akkor és csak
akkor linedrisan fiiggetlenek, ha az A’ - x = 0 linedris egyenletrendszernek az egyet-
len megoldédsa x = 0. Amikor A-ra alkalmazzuk valamelyik elemi sorekvivalens 1¢-
pést, ezdltal ugyanezt a 1épést alkalmazzuk az (A’|0) kibSvitett egyiitthatomatrix-
ra is: valéban, egyrészt A’ sorai az A sorainak részei (igy az A teljes sorain vég-
zett 1épés A’-re is azonos hatdssal van), mdsrészt ha a jobb oldalakon csupa 0 all,
akkor ezt a tulajdonsdgot mindegyik elemi sorekvivalens 1épés fenntartja. Azon-
ban az (A’|0)-n végzett 1épések az A’ - x = 0 linedris egyenletrendszer megoldasait
nem viltoztatjak meg — ezt mondja ki az 1.3.2. Allitds (és éppen ezért lettek ezek a
Gauss-elimindcié megengedett 1épései). Ebbol kovetkezik, hogy az A-n (és ezaltal
A’-n) végzett elemi sorekvivalens 1épések nem viltoztatnak azon, hogy A’ oszlopai
linedrisan fiiggetlenek-e. Igy természetesen az A oszlopai koziil kivdlaszthatd leg-
nagyobb linedrisan fiiggetlen rendszer mérete, vagyis az (oszlop)rang sem véltozik.

Ezzel (i)-et belattuk, (ii)-t legegyszeriibb a determindnsrang fel6l megkozelite-
ni. Ha a 1épcs6s alaki A matrix sorainak szdma k, akkor A-bdl az Gsszes sor és
a vezéregyeseket tartalmazoé oszlopok kivalasztidsaval keletkez6 M négyzetes rész-

2

matrix egy fels6haromszog-matrix, amelynek a f6atlgjaban allé minden elem 1-es
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(ezek épp a vezéregyesek). gy detM = 1 # 0, vagyis A-nak van (k x k)-as, nem-
nulla determindnsu négyzetes részmdatrixa. Ennél nagyobb pedig nyilvan nem lehet,
hiszen A-nak csak k sora van. Kovetkezik, hogy A (determindns)rangja valéban k. O

A fenti allitasbol kiolvashaté egy, a rang meghatarozasara szolgdld hatékony al-
goritmus. Tudjuk, hogy minden A madtrix elemi sorekvivalens 1épésekkel 1épcsds
alakra hozhat6: ezt a Gauss-eliminicié (annak is a linedris egyenletrendszerekre
vonatkozd, a 39. oldalon leirt valtozatdnak) vizsgélata sordn be is lattuk. (Folytat-
hatnank persze az elimindciét a redukalt 1épcsds alak eléréséig is, de a fenti alli-
tas szerint ez folosleges: a rang mar a Iépcsds alakbdl is kiolvashaté.) Az ott leirt
algoritmust (annak az els6 fazisat) alkalmazzuk tehat most is — azzal az egyetlen
apré valtoztatdssal, hogy a 3. 1épésébdl toroljiik a ,,ha van olyan i < t < k, amelyre
b; # 0, akkor. . .” 1épést (hiszen most a jobb oldalakrél, b;-r6l besz€lni értelmetlen).
Ha pedig elértiik a 1épcsds alakot, akkor a fenti allitds szerint a rang egyszertien a
(megmaradt) sorok szdma.

A fenti allitast fontos kiegésziteni a kovetkez&vel: ha a Gauss-eliminécid 1€pé-
seit A-nak nem a soraira, hanem az oszlopaira alkalmazzuk, a rangot az sem véltoz-
tatja meg. Ez kovetkezik a fenti 4llitasbol, ha azt AT -ra alkalmazzuk: r(A) = r(AT)
(hiszen A oszloprangja azonos AT sorrangjdval), az A oszlopain végzett 1épés pe-
dig egyenértékii az AT sorain végzett 1épéssel. Ez a megfigyelés szdmos feladat
megoldasat egyszertisiti: idénként az oszlopokon végzett 1épéseket (is) alkalmazva
hamarabb elérhetjiik a 1épcsds alakot (vagy egy olyan matrixot, amelynek a rangjat
konnyen megéllapithatjuk).

El6fordulhat azonban (sét: gyakori) olyan algoritmikus feladat is, ahol nem csak
r(A)-t magét, hanem (az oszloprang definicidja szerint) egy, az A oszlopai koziil ki-
vélaszthat6 legnagyobb linedrisan fiiggetlen oszloprendszert is keresiink. A fentiek-
b6l ennek a feladatnak a megoldésa is kovetkezik: az 1.7.9. Allitds bizonyitasabol
kideriilt, hogy az elemi sorekvivalens 1épések nem csak r(A)-t nem véltoztatjak,
hanem az A oszlopaibdl kivdlaszthaté rendszerek linedris fiiggetlenségét sem. Ha
pedig Gauss-eliminacidval (a fent leirt médon) elérjiik a 1épcsds alakot, akkor ott
a vezéregyeseket tartalmazé oszlopok r(A) méretd linedrisan fiiggetlen rendszert
adnak (ez kovetkezik az 1.5.16. Tételbdl és abbdl, hogy az ezek altal az oszlopok
dltal alkotott matrix determindnsa 1). Igy az ezeknek megfelels oszlopok az eredeti
madtrixban is r(A) méretd linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak. Fontos azonban
hozzatenni, hogy az ebben a bekezdésben leirt eljaras csak akkor miikodik, ha az
elemi sorekvivalens 1épéseket csak a sorokra alkalmazzuk: az oszlopokon végzett
1épések r(A)-t ugyan nem, de az A-bdl vilasztott egyes oszloprendszerek linedris
fliggetlenségét mar megvaltoztathatjdk.

2 8 6 4 2

1 2 —1 R
C_ll_ 1 76_12_ -1 723_ 3 ;24— 12 CSQS— O

) - 19 p p+3
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Megoldds: Az 1.7.6. Tétel szerint dimW = r(A), ahol A az a,, ..., as vektorok egye-
sitésével keletkezd matrix (alabb, balra). [gy ha mutatunk W-ben r(A) darab lineari-
san fiiggetlen vektort, akkor az 1.2.28. Kovetkezmény szerint ezek bazist is alkotnak
W-ben. Mivel A oszlopai mind W-beliek, ezért ezt az r(A) darab linedrisan fiigget-
len oszlopot A oszlopai koziil is védlaszthatjuk. Az oszloprang definicidja szerint ez
lehetséges — és a fentiekbdl kideriilt, hogy a Gauss-eliminacidval (annak a 1épéseit
csak az A soraira alkalmazva) meg is tehetd.
A Gauss-eliminéciét A-val inditva a kovetkezdket kapjuk:

2 8 6 4 2 1 4 3 2 1
1 2 -1 12 7 0 -2 —4 10 6
-1 -1 3 —-12 0 “fo 3 6 -10 1 ~
5 22 19 p p+3 0 2 4 p—10 p-2
1 43 2 1 1 43 2 1
012 -5 -3 012 -5 -3
“fooo 5 10 |looo 1 2
000 p pta 000 0 4—p

(Az utols6 matrix 4. sordt gy kaptuk, hogy az el6z6 matrix 4. sordbdl az 5-tel
elosztott 3. sor p-szeresét vontuk ki.)

Ha p =4, akkor az utolsé sor csupa O sor, igy elhagyhat6. A kapott 3 sord matrix
1épcsds alaku, igy ekkor r(A) = dimW = 3. Vezéregyest a 1épcs@s alakban az 1., 2.,
és 4. oszlopok tartalmaznak, igy az ezeknek megfeleld A-beli oszlopok linedrisan
fiiggetlenek. Kovetkezik, hogy a p = 4 esetben a,,a,,a, bazis W-ben.

Ha p # 4, akkor az utolsé sor (4 — p)-vel val6 osztdsa utdn kapjuk a 1épcsss
alakot. Ekkor tehdt r(A) = dimW = 4 és W-nek bézisa a;,d,,d,,as. Ebbdl persze
kovetkezik, hogy valgjaban W = R?, hiszen a,,a,, ay,as az 1.2.28. Kovetkezmény
szerint (és dim W = 4 miatt) R*-ben is bézis, igy W minden R*-beli vektort tartal-
maz. Igy a p # 4 esetben W-nek bazisa barmely més R*-beli bazis is (példdul a
standard bazis). O

1.8. Linearis leképezések

A matematika szdmos alkalmazdsidban fordulnak el6 vektor-vektor fiiggvények
(més néven: leképezések), amelyek tehat szam-n-esekhez szdm-k-asokat rendelnek,
vagyis f : R" — RF tipustiak. Ezek koziil is kiilonosen fontosak a linedrisak — ami azt
jelenti, hogy a fiiggvény kimenetének mindegyik koordindtdja a bemenet koordina-
tdinak valamilyen linedris kifejezése (alabb ezt pontosan definidljuk). Szamos geo-
metriai transzform4cid ilyen, de tobbvaltozos differencidlszdmitast hasznélva sokkal
Osszetettebb fiiggvények is kozelithetSk lokalisan linedris leképezések segitségével
— hasonl6an ahhoz, ahogy az f : R — R fiiggvényeket a grafikon egy pontjaba hu-
zott érint6 kozeliti (ha az 1étezik). A linedris leképezések vizsgalata egyike a linedris
algebra gyakorlati alkalmazasok dltal leginkdbb hasznalt teriileteinek.
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1.8.1. A linearis leképezés fogalma

1.8.1. Definicié. Az f: R" — R fiiggvényt linearis leképezésnek hivjuk, ha létezik
egy olyan (k x n)-es A mdtrix, amelyre f(x) = A - x teljesiil minden x € R" esetén.
Az n = k esetben f-et linedris transzforméciénak is nevezziik. Ha f : R" — RK
linedris leképezés és f(x) = A - x minden x € R"-re, akkor azt mondjuk, hogy f-
nek a métrixa A és ezt a tényt igy jeloljiik: A = [f].

A definici6 szerint tehét az oszlopvektorok rogzitett matrixszal valé szorzasat hivjuk
linedris leképezésnek. Ha példdul A az aldbbi matrix, akkor az ebbdl keletkez6 f :
R* — R3 linedris leképezés hozzarendelési szabalya lthaté A-t6] jobbra.

X1

-3 4 -5 N 2x1 —3xy +4x3 — Sx4
A= 1 00 1 —  f: x2 — X1 +x4
-6 7 x3 —6x2 + 7x3 + 8x4
4

A linedris leképezés fogalma az egyik olyan ok, ami miatt R" elemeit inkdbb szo-
kds oszlopvektorként és nem sorvektorként felfogni — hiszen A-t (jobbrdl) csak egy
oszlopvektorral tudjuk megszorozni. Ennek ellenére, azokban a példdkban és alkal-
mazdsokban, ahol sik- vagy térvektorokrdl van szd, haszndlni fogjuk a sorvektoros
jelolést is (a kordbbiakkal 6sszhangban); ilyenkor értelemszertien a széban forgd
sorvektor transzpondltjaval kell A-t jobbrdl szorozni és az igy kapott oszlopvektor
lesz a fiiggvény kimenetének a transzpondltja.

1.8.2. Feladat. Linedris leképezések-e az aldbbi fiiggvények?
a) fi:R2 = R2, f: (x,y) = (x+2,y+3);
b) f2:R2 =R, fi: (x,y) = (¥,)%);
©) f3:RZ= R, f3:(x,y) — { E(Z)T’Zg;: E:i 758 ;
d) f4 : R" — R”, minden x € R" esetén fa(x) =3 -x;
e) f5s : R? — R?, minden v € R?-re f5(v) a v origé koriili +90°-os elforgatottja;
f) fo: R = R?, fo: (x,3,2) = (x—y,x+2).

Megoldds: a) Mivel A -0 = 0 minden A métrixra, ezért f(0) = 0 teljesiil minden f
linedris leképezésre. Azonban fi a (0;0)-hoz a (2;3) vektort rendeli, igy nem lehet
linedris leképezés.

b) Az 1.5.8. Tétel (i) éllitdsa szerint A- (A -v) = A -(A-v) minden A, A és v
esetén; igy minden f linedris leképezésnek teljesiteni kell, hogy a Av-n felvett fiigg-
vényérték A-szorosa a v-n felvett fiiggvényértéknek. f, azonban ezt nem teljesiti:
Av-hez A2-szeresét rendeli a v-n felvett értékének, igy nem lehet linedris leképezés.
Példdul: f>((1;1)) = (1;1); ha f> linedris leképezés volna és [f>] = A, akkor

£((2:2)) = £2(2-(1:1)) =A- (2. ( 1 )) =2. <A- ( } >) =2-H((1:1)) = (2;2).
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Azonban f, képlete szerint f((2;2)) = (4;4), igy f> nem linedris leképezés.

¢) f3 mdr betartja az f3(A -v) = A - f3(v) szabdlyt, igy a b) feladat megoldésa itt
nem alkalmazhat6. Azonban az 1.5.8. Tétel (ii) llitdsdbol A- (u+v) =A-u+A-v
kovetkezik minden A, u és v esetén. Igy ha f3 linedris leképezés, akkor barmely két
vektor 6sszegéhez a kiilon-kiilon vett képek 0sszegét kellene rendelje. Ezt viszont f3
megsérti, gy nem lehet linedris leképezés. Példaul: f3 képletébdl f3((1;0)) = (2;0)
és f3((0;1)) = (00), igy ha f; linedris leképezés volna és [f3] = A, akkor

£((151) = f((1;0) 4 (05 1)) =A- ((é) + (?)) —
=A- (é) +A- (?) = £((1;0)) + £3((0; 1)) = (2;0) + (0;0) = (2;0).

Azonban f3 képlete szerint f3((1;1)) = (0;2), igy f3 nem linedris leképezés.

d) Legyen A = 3E (ahol E az (n x n)-es egységmatrix). Mivel E - x = x minden
x € R"-re, ezért (az 1.5.8. Tétel (i) éllitdsabdl) A-x= (3E)-x=3-(E-x) =3-x.
Ezért f; azonos az A-val vald szorzdssal, igy linedris leképezés. (Az A-x=3-x
Osszefiiggés kozvetleniil a matrixszorzds definici6jabdl is latszik — hiszen A f6atlo-
janak minden eleme 3, az Osszes tobbi eleme pedig 0.)

e) Tudjuk, hogy a v = (a,b) sikvektor 90°-os elforgatottja a (—b,a) vektor —
tehét ez az f5 hozzédrendelési szabélya. Konnyf taldlni olyan (2 x 2)-es A métrixot,
amellyel végzett szorzas ugyanezt a szabalyt val6sitja meg:

()~
=(2 3)(2)-+-

Ezért f5 linedris leképezés és [fs] = A, ahol A a fenti matrix.

f) Legyen A = ( ards o as ) prébaljuk megvélasztani az ay,...,aq ér-
ay d4 dag
tékeket tgy, hogy f(v) = A - v teljesiiljon minden v € R3-ra. Legyenek e,,e,,¢e; a

(3 x 3)-as egységmitrix oszlopai (avagy az R3-beli standard bézis vektorai). Ek-
. aj . o as . . _ as . , .
korA-e; = <a2 ,Aey = as ) ésA-ey (616 > Mivel az f¢ képlete szerint

Joler) = (1:1), fo(ez) = (—1:0) és fo(es) = (0:1), ezért az f(v) = A - v Osszefiig-
gést v = e|-re, v = e,-re és v = e;-ra alkalmazva sorra megkapjuk az A oszlopait:

aj _ 1 as \ —1 P a \ 0 P _ 1 -1 0
() = () () = (o) () = (3) wenas (5 7
az egyetlen lehetséges A, amelyre [fs] = A teljesiilhet. Azt viszont kdnnyen kiprd-
bélhatjuk, hogy a kapott A-ra f(v) = A - v fenndll-e minden v € R* esetén:
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Mivel f(v) = A-v igaz, ezért fg linedris leképezés és [fs] a fenti A matrix. O

A fenti megoldédsban l4tott gondolatok sok dltaldnos tanulsdggal is szolgdlnak a
linedris leképezéseket illetben. A b) és c) feladat fiiggvényei megsértettek egy-egy
olyan tulajdonsdgot, amelyet minden linedris leképezésnek be kell tartani; az aldbbi
tételbdl kideriil, hogy ezek nem véletlenszeriiek voltak: ezek a tulajdonsdgok jel-
lemzik is a linedris leképezéseket. Az f) feladat megoldasa pedig arra mutat példat,
hogy f ismeretében hogyan kaphat6 meg annak az [f] métrixa. (Erdemes megfi-
gyelni, hogy az f) feladat megolddsdnak mintdjira az 1.8.2. Feladat dsszes korabbi
részfeladata is megoldhat6: az f(e;) vektorokbdl Gsszedllé A mdtrix az egyetlen
lehetséges jelolt [f]-re, igy ha f(v) = A-v minden y-re teljesiil, akkor f linedris
leképezés, ha pedig nem, akkor nem.)

1.8.3. Tétel. Az f: R" — RF fiiggvény akkor és csak akkor linedris leképezés, ha
teljesiil rd az aldbbi két tulajdonsdg:

(i) f(x+y) = f(x)+ f(y) igaz minden x,y € R" esetén;

(ii) f(A-x) = A-f(x) igaz minden x € R" és A € R esetén.
Ha pedig f teljesiti ezt a két tulajdonsdgot (és igy linedris leképezés), akkor f-nek
az [f] mdtrixa egyértelmii és azonos azzal a (k X n)-es mdtrixszal, amelynek min-
den 1 <i < n esetén az i-edik oszlopa f(e;). (Itt ¢; az R"-beli standard bdzis vek-
tora).

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy f linedris leképezés és [f] = A. Ekkor az 1.5.8. Tétel
(ii) allitdsa szerint f(x+y) =A- (g—kx) =A-x+A-y=f(x)+f(y) és az 1.5.8. Té-
tel (i) allitdsa miatt f(L-x) =A-(A-x) =A-(A-x) = A - f(x). Ezzel a tételbeli
feltétel sziikségességét beldttuk: ha f linedris leképezés, akkor betartja az (i) és (ii)
tulajdonsdgokat. Most azt 1atjuk be, hogy ha f linedris leképezés, akkor [f] egyér-
telmd. Legyen f-nek A (egy lehetséges) matrixa, jelolje A-nak az i-edik oszlopat
a; minden i-re. A madtrixszorzds definicidjabol A - ¢; = g; adddik (ez kiolvashatd
az 1.13. dbrdbdl is — hiszen ¢; az egységmatrix i-edik oszlopa). Ebbdl [f] = A mi-
att f(e;) = A-e; = a; kovetkezik, ami bizonyitja [f] egyértelmiségét: [f] csak az a
matrix lehet, amelynek az i-edik oszlopa f(e;) — vagyis csak A.

Végiil belatjuk a tétel feltételének az elégségességét: ha az (i) és (ii) tulajdon-
sdgok teljesiilnek, akkor f linedris leképezés. Kell tehdt mutatnunk egy olyan A
matrixot, amelyre f(x) = A - x teljesiil minden x € R" esetén. Ebben azonban a fenti
bekezdés gondolatmenete segit: azt mar tudjuk, hogy az egyetlen széba jovo A mat-
rix az, amelynek az i-edik oszlopa f(e;) minden i-re (hasonl6an az 1.8.2. Feladat f)
részének megoldasahoz). Legyen tehat A az igy definidlt matrix, az i-edik oszlopat
(amely tehét f(e;)-vel egyenld) jelolje a;. Ekkor az f(x) = A - x feltétel teljesiil az
x = ¢; vektorokra; azt kell beldtni, hogy minden més x-re is.

Ehhez el6szor azt mutatjuk meg, hogy a tételbeli (i) feltétel (illetve az azzal
analdg éllitas) n tagi 0sszegekre is teljesiil, ha kéttagiakra igaz:

fi+v+w+. . +v)=f@)+f(n+wn+...+y,) =
FD)Ff@) + s+ 4v,) == f) +f) + )+ + f(v,),
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vagyis (n— 1)-szer egymds utdn alkalmazva az (i)-et kapjuk, hogy az n vektor 6ssze-
gére is érvényes.
Legyen most x € R" tetsz6leges, az i-edik koordinatdjat jelolje x;. Ekkor
X=x1-e+x2-es+...+x,-¢, (1dsd az 1.2.21. Allitas bizonyitasat). Ebbdl
fR=fl-e+xet. txeeg)=fl-e)+fn-e)+.. +fln-e)=
=x1-fle) +x2-flea) +oo A xn-fley) =xi-a+x2-ay+ . 4 xn-ay =A-x.

Itt el6szor azt haszndltuk fel, hogy f teljesiti a tételbeli (i)-et (n tagui Osszegre),
utdna azt, hogy a (ii)-t. Az utolsé egyenldség pedig a matrixszorzas definici6jabol
kovetkezik: az A - x szorzat nem mds, mint az A oszlopaibdl az x koordinétdival, mint
egylitthat6kkal képzett linedris kombindci6 (lasd az 1.5.14. Tételt, illetve az utdna
irt megjegyzést).

Beldttuk tehdt, hogy f(x) = A - x teljesiil minden x € R" esetén, amivel a tétel
bizonyitasa teljes. a

A fenti tétel segitségével szamos fontos geometriai transzformaciérél lehet be-
latni, hogy linedris leképezés. Erre mutat példat az aldbbi allitas.

1.8.4. Allitas. Legyen fo : R* — R? az a fiiggvény, amely minden v € R? sikvektor-
hoz annak az origo koriili o szoggel valo elforgatottjdt rendeli. Ekkor fy, linedris
transzformdcio, amelynek a mdtrixa

[fal = < cosa  —sina )

sinQ cos o

Bizonyitds: Az 1.8.3. Tétel értelmében az fy(u +v) = fu(u) + fo(v) és az
Joa(A-u) = A - fo(u) osszefiiggéseket kell megmutatnunk minden u és v sikvektor-
ra, illetve A skaldrra. Mindkét osszefiiggés kiolvashaté az 1.14. dbrabdl. Az elsd
esetben u = 53 ésy= I@, ekkor u +v = 0Q. Az OPQ haromszoget O kériil_())c
szdggel elforgatva kapjuk az OP'Q’ haromszoget, igy fo(u) = OP', fo(v) = P'Q’
és fo(u+v) = 0Q'. A sikvektorok dsszeadasdnak definici6jabol kivetkezik, hogy
—5T s %

0Q' =OP +P'Q,igy fa(u+v) = fo(u) + fa(v) valéban igaz. A mésik Ssszefiig-
gés indokldsa hasonld: fu(u)-bol fu(A -u) szintén A-val valé szorzassal kaphat6
meg, igy fo (A -u) =A- fo(u). Tehét fy teljesiti az 1.8.3. Tételben szerepld két fel-
tételt, ezért valdban linedris leképezés.

Szintén az 1.8.3. Tételbd] tudjuk, hogy [fe] els6 oszlopa f((1;0)), a mdso-
dik oszlopa fa((O; 1)) (illetve mindkét esetben nyilvan a képvektorok transzpo-
ndltja). A coso és a sino definiciGja szerint fi ((1;0)) = (cosa,sina). Mivel
(0;1) az (1;0)-nak 90°-kal val6 elforgatottja, ezért ugyanez elmondhat6 f, ((1;0))
és fo((0;1)) viszonydban is. Igy fo((0;1)) = (—sina,cos ) (felhaszndlva, hogy
(a,b) 90°-o0s elforgatottja (—b,a)). Ezekbdl tehét valoban kovetkezik, hogy [fy] az
allitasban megadott matrix. m]
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Iy
&7

1.14a abra 1.14b abra

A fentihez hasonléan mutathat6 meg, hogy a sikban az origén dtmend egyenes-
re valé tiikrozés vagy vetités, térben az origén atmend tengely koriili forgatas, az
origén atmend sikra vald titkrozés és vetités és még néhany tovabbi, az alkalma-
zasokban gyakran el6keriild geometriai transzformdci6 linedris leképezés. Ugyanez
viszont mar nem mondhat6 el az eltoldsrdl: az 1.8.2. Feladat a) részében ltott f] a
(2;3) vektorral val6 eltolds és f;-r6l kideriilt, hogy nem linedris leképezés; hason-
16 okb6l nem az egyetlen nemnulla vektorral valé eltolds sem. (Erdemes azonban
a részletek mell6zésével azt is megemliteni, hogy a szamitégépes grafikdban a sik
és a tér pontjait dltaldban nem a Descartes-féle koordinatarendszerben megszokott
moédon, hanem ugynevezett homogén koordindtdkkal adjdk meg. Ezt az alakot hasz-
ndlva a fent felsorolt transzformaciok mellett mar az eltolds is linedris leképezés.)

1.8.2. Linearis leképezések szorzata

A kozépiskolai tanulmanyokbdl is ismert a fiiggvények kompoziciéjanak, vagy-
is egymds utdn alkalmazdsdnak fogalma: ha f : A — B és g : B — C tetszbleges
fliggvények, akkor ezek kompozicioja a h : A — C fiiggvény, ha minden x € A-ra
h(x) = g(f(x)). Ennek a jele: h = go f. (Vigyézni kell tehdt arra, hogy el&szor a
jobbra irt fliggvényt alkalmazzuk.) Ha f és g linedris leképezések, akkor a kom-
pozicidjukat inkdbb szorzatnak szokds nevezni; ennek oka az alabbi, egyszertisége
dacdra is igen fontos tételben rejlik.

1.8.5. Tétel. Legyenek f: R" — RF és g : R¥ — R linedris leképezések. Ekkor
ezeknek a go f szorzata is linedris leképezés, amelyre [go f] = [g] - [f]. (Szavakban:
a szorzatleképezés mdtrixa a tagok mdtrixdnak a — megfelelé sorrendben vett —
szorzata.)

Bizonyitds: Legyen [f] = A és [g] = B. Ekkor tehdt minden x € R"-re f(x) =A-x
€s minden y € R¥-ra g(y) = B-y. Alkalmazzuk a go f fiiggvényt egy tetszSleges
x € R'*-re:

(g0 f)x)=g(f(x)) =g(A-x) =B-(A-x) = (B-A) x,
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ahol az utolsé 1épésben az 1.5.8. Tétel (iii) allitdsat, a matrixszorzas asszociativitasat
alkalmaztuk. A kapott 6sszefiiggés a tételnek mindkét 4llitdsat bizonyitja: latjuk,
hogy go f azonos a B - A métrixszal val6 szorzassal, {gy valéban linedris leképezés
és a mtrixa B-A = [g] - [f]- a

A fenti bizonyitds kapcsdn érdemes megjegyezni a kovetkezdket. A go f szor-
zat linedris leképezés voltat definici6 szerint igazoltuk, a bizonyitds egyetlen 1énye-
ges eszkdze a matrixszorzds asszociativitdsa volt. Megtehettiik volna azt is, hogy
az 1.8.3. Tétel alapjdn bizonyitunk: a sziikséges és elégséges feltétel teljesiilését je-
lent§ két tulajdonség (g o f)-re konnyen levezethet§ lett volna abbdl, hogy ugyanezt
a két tulajdonsdgot f és g kiilon-kiilon teljesiti — ami viszont az 1.5.8. Tétel (i) és
(ii) allitdsabol kovetkezett. Ez a bizonyitds a fentinél valamivel bonyolultabb lett
volna, de mégis van egy elvi jelentdségii elénye: lehetdséget adott volna arra, hogy
a matrixszorzas asszociativitdsat bebizonyitsuk a fenti és az 1.8.3. Tételekbdl. (Igy
végiil is az 1.5.8. Tétel (iii) allitdsa attételesen kdvetkezett volna ugyanannak a tétel-
nek az (i) és (ii) allitdsdbol.) Mindez azonban csak elvi jelentdséggel bir, a részletek
végiggondolasat az érdekl6dd olvaséra bizzuk.

A fenti tétel alkalmazasaképpen bebizonyitjuk az aldbbi, a matematika szdmos
teriiletén alapvetd fontossdgu tételt. A bizonyitds j6l mutatja, hogy a linedris leké-
pezések elmélete miért annyira hasznos szdmos alkalmazds (példdul a szdmitogépes
grafika) szdmdra: a fenti tételt még két igen egyszer(i sikbeli transzformaciéra alkal-
mazva is cseppet sem trividlis 6sszefiiggésekre juthatunk.

1.8.6. Tétel. (Addicios képletek a sin és cos fiiggvényekre)
Tetszdleges o és B szdgekre teljesiilnek az aldbbi dsszefiiggések:
(i) sin(a@+ ) =sina-cosf +coso-sinf
(ii) cos(a+ P)=cosa-cosf —sina-sinf3

Bizonyitds: Legyen fo : R> — R?, illetve Ip: R? — R? a sikban az origé koriili
a, illetve B szoggel val6 elforgatds. Az 1.8.4. Allitasbol tudjuk, hogy ezek lined-
ris leképezések. Alkalmazzuk ezekre az 1.8.5. Tételt! Nyilvdn igaz, hogy fo o fg
azonos fqg-val, az origd koriili a + B szog( elforgatdssal (hiszen egy tetsz6leges
v-t el6szor B, majd o szoggel elforgatva ugyanazt kapjuk, mintha a + 8 szoggel
forgattuk volna el). Az fo, fg €s fqp linedris transzforméciok matrixa kiolvasha-
t6 az 1.8.4. Allitasbol, ezekre az 1.8.5. Tétel szerint fennall az | fa+pl = [fa] - [f8]

Osszefiiggés:
cosf3 —sinf _
( sin cos ) = (/]

fu] = ( cosa  —sina )( cos(a+B) —sin(a+f) ) — gl

sin cosa sin(fc+B)  cos(a+P)

Az [fo1p] €s [fa] - [fp] mdtrixok egyenlGsége a tétel mindkét allitdsat bizonyitja:
a matrixszorzas definicidja szerint kiszamitva a szorzat bal alsd, illetve bal f6ls6
sarkaban 4ll6 elemet éppen az (i), illetve (ii) addicids képleteket kapjuk. a
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1.8.3. Magtér, képtér

A linedris leképezésekkel kapcsolatos két alapvetd fogalmat definidlunk.

1.8.7. Definicié. Legyen f : R" — R linedris leképezés. f magterének nevezziik
és Ker f-fel jeléljiik azon R"-beli vektorok halmazdt, amelyeknek a képe az R¥-beli
nullvektor:

Kerf={xeR": f(x) =0}.

f képterének nevezziik és Im f-fel jelljiik azon R¥-beli vektorok halmazdt, ame-
lyek megkaphatok (legaldbb) egy alkalmas R"-beli vektor f-fel vett képeként:

Imf:{XeRk:ElgeR",f(g)zx}.

Im f tehat val6jaban nem mds, mint az f fiiggvény értékkészlete. Erdemes a két
definiciét az f métrixdn keresztiil is megfogalmazni: ha [f] = A (ésigy f(x) =A-x
minden x € R"-re), akkor definici6 szerint Ker f az A -x = 0 linedris egyenletrendszer
megolddsaibdl 4ll, Im f pedig az A - x = y alakban el64ll6 y vektorokbdl. Legyen

példaul f: R* — R> a 90. oldalon mar latott linedris leképezés:

3 4 -5 i‘ 2x1 — 3x3 +4x3 — 5x4
A=[fl=[1 o0 1| —f: x2 — X1+ x4
-6 7 x3 —6xp + Tx3 + 8x4
4

Ekkor Ker f a 2x; —3xy +4x3 — 5x4 = 0, x1 +x4 = 0, —6x2 4 7x3 + 8x4 = 0 linedris
egyenletrendszer R*-beli megolddsaibél 4ll, Im f pedig azokbél az (y;,y2,y3) € R
vektorokbo6l, amelyekre megoldhaté a 2x; —3xp +4x3 —Sx4 =y1, X1 +x4 = Y2,
—6xp + 7x3 + 8x4 = y3 linedris egyenletrendszer.

Fontos hangsiilyozni, hogy ha f : R” — R¥ linedris leképezés, akkor mig Ker f
R"-nek, addig Im f R¥-nak a részhalmaza. Mégpedig nem is tetszSleges részhalma-
za — ezt mondja ki az aldbbi 4llitds (amely egyben a két fogalom nevében szerepld
,tér” utdtagra is magyarazatul szolgal).

1.8.8. Allitas. Ha f : R" — RF linedris leképezés, akkor
(i) Ker f <R" vagyis Ker f altér R"-ben;
(ii) Im f < R, vagyis Im f altér R*-ban.

Bizonyitdas: Az (i) belatdsdhoz az 1.2.4. Definicidé szerint azt kell megmutatnunk,
hogy barmely x;,x, € Kerf és A € R esetén x; +x, € Kerf és A -x; € Kerf
teljesiilnek. Ha x;,x, € Ker f, akkor f(x;) =0 és f(x,) = 0; ebbdl az 1.8.3. Té-
telbeli (i) tulajdonsdgot felhaszndlva f(x; +x,) = f(x;) + f(x,) =0+ 0 = 0 ko-
vetkezik, igy x; + x, € Ker f. Hasonl6an, az 1.8.3. Tételbeli (ii) tulajdonsdgbdl
FA-x))=24-f(x;) =A-0=0, igy A -x; € Kerf is igaz. Kiegészitve ezt azzal,
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hogy Ker f nem lehet iires, hiszen 0 € Ker f definicié szerint mindig igaz, az (i)
bizonyitasa teljes.

A (ii) éllitast a fentihez hasonléan is meg lehetne mutatni, de valdjadban erre
nincs sziikség. Emlitettiik, hogy ha [f] = A, akkor Im f definicié szerint azokbdl az
y € R¥ vektorokbdl 4ll, amelyek kifejezhetSk A - x = y alakban — vagyis amelyekre
az A -x = y linedris egyenletrendszer megoldhaté. Az 1.5.14. Tétel szerint ez azzal
ekvivalens, hogy y € (a,,45,...,a,), ahol a;,a,,...,a, az A oszlopait jelolik. Més
sz6val: Im f nem mds, mint az {(a,,d,, . ..,a,) generalt altér, amelyrdl az 1.2.8. Té-
telben mar belattuk, hogy altér. m]

Erdemes kiilon nyomatékkal kiemelni a fenti bizonyitds mdsodik felének azt a
megfigyelését, hogy Im f azonos az [f] oszlopai 4ltal generalt altérrel. Akér azt is
mondhatjuk, hogy a képtér fogalma a generdlt altér kordbbr6l mar ismert fogalma-
nak ad tj nevet, de attél érdemben nem kiilonbozik. Eppen ezért egyes tankonyvek
Im f-et az A matrix oszlopterének nevezik, ha [f] = A; hasonl6an, Ker f-et az A
nullterének is szokéas nevezni, mert az A - x = Q linedris egyenletrendszer megol-
désaibdl all. (Mi a tovdbbiakban is maradunk a képtér és magtér elnevezéseknél.)
Akarhogy is hivjuk Oket, ez a két fogalom rendkiviil fontos — elsGsorban az aldbbi,
Oket 0sszekotd tétel miatt. Lényeges kiemelni, hogy az aldbbi tételnek a fenti allitas
ad 1étjogosultsagot — hiszen Ker f és Im f dimenzidjardl besz€lni csak akkor lehet,
ha tudjuk, hogy ezek alterek.

1.8.9. Tétel. (Dimenzi6tétel)

Ha f : R" — RF linedris leképezés, akkor dimKer f + dimIm f = n.

Bizonyitds: Legyen dimKer f = m és valasszunk egy tetszéleges bazist Ker f-ben,
(az 1.2.27. Kovetkezmény szerint ezt megtehetjiik); legyen ez a bazis by, b,, ..., b,,.

Mivel by, b,,...,b,, linedrisan fiiggetlen, ezért az 1.2.26. Tétel szerint ez a rendszer
kiegészithetd R” egy bazisavad. Mivel dimR" = n, ezért ehhez tovabbi n —m vektor
sziikséges, legyen ¢y, ¢y, ..., c,_,, €gy ilyen rendszer. (Tehat by,...,b,,,c(,...,Crp

bazis R"-ben.) Megmutatjuk, hogy a (definicié szerint Im f-beli vektorokbdl al-
16) f(¢y), f(ca),---,f(c,_,,) rendszer bazis Im f-ben. Ebbdl kovetkezni fog, hogy
dimIm f = n—m és ezaltal a tétel allitasa is (hiszen dimKer f = m).

Elgszor beldtjuk, hogy f(c;), f(cz)s---,f(c,_,,) generatorrendszer Im f-ben.
Legyen ugyanis y € Im f tetszGleges, ekkor y = f(x) valamely x € R"-re. Mivel
byye byl s Cpm generdtorrendszer R"-ben (hiszen bdzis), ezért x kifejezhets
a linedris kombinaciéjukként: x = B1b; + ...+ Bub,, + Yic) + - . + YaemCppm- Al-
kalmazzuk itt mindkét oldalra f-et, majd hasznaljuk ki f-nek az 1.8.3. Tétel szerinti
tulajdonsagait (amelyek koziil az elsé az 1.8.3. Tétel bizonyitdsaban irtak szerint
tobbtagu Osszegre is érvényes):
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X:f(l) :f(ﬁlbl+ﬁ2b2+"'+ﬁmbm+%cl+’Y2C2+"'+Ynﬂncn m) =

= f(ﬁlb )+f(ﬁ2b2) +.. +f([3"14n) +f(7101) +f(')/2C2) +.. +f(}/n mCp— m) =
=Bif(b1) +Baf(bo) + - 4 Buf (b) + 1 f(c1) + 1S (€2) + o A Yoo () =
= B0+ B0+ +BuO+ 11 fler) +0f () +- 4 YaomfCnm) =
=nfle) +rfle)+ & Ynf(Com)
Itt az utolsé eldtti 1épésben felhasznaltuk, hogy f(b;) = f(b,) =... = f(b,) =0,

ami by,b,,...,b, € Ker f miatt igaz. Azt kaptuk, hogy a tetszélegesen valasztott
y € Im f kifejezhetS f(c,), f(cz),-- -, f(¢,_p,) linedris kombindcidjaként, igy ezek
valéban generatorrendszert alkotnak Im f-ben.

Most belatjuk, hogy f(c;), f(¢cs),---,f(c,_,,) linedrisan fiiggetlen. Tegyiik fel
ehhez, hogy 71 f(c;) + nf(c)+ ... + Yo—mf(Cuen) = 0; azt kell megmutatnunk
(az 1.2.12. Tétel szerint), hogy ekkor 1 = 1 = ... = ¥,—m = 0. Ismét alkalmazzuk
az 1.8.3. Tétel szerinti tulajdonsagokat:

0=nfle)) +rfle) + A+ Ymf(Cpm) =
=fne) +f(ne) +- 4 f(hmCnm) = F(c1 + 2+ + YomCpm)-
Ebbdl Ker f definiciéja szerint yic; + %cy + ... + Yomc,_, € Ker f. Igy ez a vek-
tor kifejezhetd by, b,,...,b,, linedris kombindcidjaként (hiszen by,b,,...,b,, bazis

Ker f-ben):

Yici+1e+ .o+ YaemCp = Bi1by + Boby + ...+ Bub,,

Atrendezve:

—Piby — Baby — ... = Buby +Vicr + 1202 o A Yy = 0.
Azonban b,,b,...,b,,,c;,cs,...,c,_,, linedrisan fiiggetlen (hiszen bdzis R"-ben),
ezért csak a trividlis linedris komblna(:lo_]uk adhatja a nullvektort; kovetkezik, hogy
N=%=...=%-m=00Es B =P =...= B, =0is igaz).

Tehat megmutattuk, hogy f(c,), f(c,), ..., f(c,_,,) linedrisan fiiggetlen. fgy ba-
zis is (mert azt mar belattuk, hogy generatorrendszer). Ezzel a bizonyitas teljes. O

Fentebb emlitettiik, hogy Im f definicié szerint azonos az [f] matrix oszlopai
altal generdlt altérrel, igy az 1.7.6. Tétel miatt dimIm f = r([f]). Ker f viszont az
[f]-x = 0 feltételt kielégits x vektorokbdl dll, ennek a dimenzidjat szokds az [ f] mét-
rix nullitdsdnak is nevezni. [gy bizonyos tankdnyvek a dimenziétételt rang-nullitds-
tétel néven emlitik (hiszen az mas megfogalmazdsban azt mondja ki, hogy barmely
matrix rangjanak és nullitdsdnak 6sszege egyenld az oszlopainak szamédval).
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1.8.10. Feladat. Legyen f : R> — R* az a linedris leképezés, amelynek a matrixa
az alabbi A matrix. Hatdrozzuk meg dimKer f és dimIm f értékét és adjunk meg
egy-egy bazist Ker f-ben és Im f-ben.

2 8 6 4
12 -1 12
L [ R

5 22 19 4

N O 3

Megoldds: Im f-r6l fentebb mar mondtuk, hogy az azonos az A oszlopai altal gene-
ralt altérrel. Ezt pedig az 1.7.10. Feladatban mar meghatdroztuk: ott a p = 4 értékre
az a;,a,,...,as vektorok épp A oszlopaival azonosak. Akkor megmutattuk, hogy
az {(a;,a,,...,as) generdlt altérben — tehdt Im f-ben — az a,,a,,a, vektorok bdzist
alkotnak (a p = 4 esetben). Igy dimIm f = 3.

Az 1.7.10. Feladat megolddsdhoz a Gauss-eliminaciét hasznaltuk. Szerencsé-
re Ker f meghatdrozdsdban is az A sorain végzett Gauss-eliminécié segit: valéban,
Ker f-et definici6 szerint az A - x = 0 linedris egyenletrendszer megoldésai alkot-
jak, ezeket pedig nyilvdn Gauss-eliminéciéval kereshetjik meg. Az (A|0) kibd-
vitett egytitthatdmatrixon futtatva az elimindciét a vonaltdl jobbra végig megma-
rad a nullvektor, ezért mindegy, hogy az elimindciét A-ra, vagy (A|0)-ra végezziik.
Az 1.7.10. Feladatban csak a 1épcsds alakig kellett eljutnunk a Gauss-elimindciéval:
ezt az ott lefrt szdmoldsban az utolsé matrixbdl kapjuk az utolsé sor torlésével (a
p = 4 értékvalasztasnak megfeleléen). Most az A - x = 0 linedris egyenletrendszer
megoldasdhoz folytatjuk az ottani szdmolast a redukalt 1épcsds alakig:

1 43 2 110 1 4 3 0 =310
~{012 -5 3(0]|~[01220 7|0~
000 1 20 0001 20
1 0 =5 0 =310
~| 01 20 7 |0
0oo0 o1 2|0

A redukdlt 1épcsds alakbdl kiolvasva a linedris egyenletrendszer megoldésait:
x3 = a € Rés x5 = B € R szabad paraméterek, ezekbdl pedig a masik hdrom valto-
76 igy fejezhet ki: x; = 5+ 318, x, = —2a — 7B, x4 = —23. Mésképpen fogal-
mazva: az A - x = 0 megolddsai, vagyis Ker f elemei

S5a+31p 5 31
—20—78 ) —7

x= o = 11+ 0
—2 0 -2

B 0 1
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alakiak. Ebbdl kovetkezik, hogy az itt jobbra ldthat6 (o-val, illetve B-val szorzott)
két oszlopvektor bazist alkot Ker f-ben: eddig azt mutattuk meg, hogy generator-
rendszert alkotnak (hiszen minden Ker f-beli vektor a fent lathaté médon kifejezhe-
t6 a linedris kombinicidjukként), az pedig ranézésre lathatd, hogy linedrisan fiigget-
lenek (hiszen egyik sem skaldrszorosa a masiknak). fgy dimKer f = 2 — 6sszhang-
ban a dimenziététel allitasaval. O

A fenti megoldasbdl kiolvashaté az 1.8.9. Dimenzidtétel egy alternativ bizo-
nyitdsdnak az alapgondolata is: tetszSleges f linedris leképezés esetében is [f]-re
lefuttatva a Gauss-eliminaciot a redukalt 1épcsds alakban a vezéregyest tartalmazo,
illetve nem tartalmazé oszlopok szdma dimIm f-fel, illetve dim Ker f-fel azonos —
igy a kett$ dsszege valoban az [f] oszlopainak szdma.

1.8.4. Linearis transzformaciok inverze

Ismert, hogy egy tetszbleges f : A — B fliggvény akkor invertdlhato, ha barmely
X1,x2 €A, x1 # xp esetén f(x1) # f(xy). Ha pedig ez teljesiil, akkor f inverze az
az f~!-zel jelolt fiiggvény, amely f értékkészletének elemeihez rendeli A elemeit,
mégpedig az y € B, x € A elemekre f~!(y) = x akkor igaz, ha f(x) = y. Most az in-
vertdlhat6sag kérdését linedris transzformacidkra (vagyis R"-r61 R"”-be mend lined-
ris leképezésekre) vizsgaljuk. (A kérdés éltalanos linedris leképezésekre is feltehetd,
de csak a linedris transzformdcidkra vonatkozé esetet fogjuk haszndlni.) Mivel egy
f:R" — R" linedris transzformdcid egy (n x n)-es [f] = A matrixszal valé szorzds,
nem meglepd, hogy f~'-nek az A~! inverz matrixhoz van koze.

1.8.11. Tétel. Egy f : R" — R" linedris transzformdcio akkor és csak akkor inver-
tdlhaté, ha det[f] # 0. Ha pedig ez a feltétel fenndll, akkor [f~'] = [f]~! — vagyis
az =V inverz transzformdcié mdtrixa az f mdtrixdnak az inverze.

Bizonyitds: Legyen [f] = A, vagyis f(x) = A -x minden x € R"-re. El§szér a feltétel
szitkségességét latjuk be: ha f invertdlhat6, akkor detA # 0. Tegyiik fel indirekt,
hogy detA = 0. Ekkor az 1.5.16. Tétel szerint A oszlopai linedrisan Osszefiiggok,
ami az 1.5.15. Kovetkezmény szerint tigy is fogalmazhat6, hogy az A - x = 0 linedris
egyenletrendszernek van egy x* # 0 megolddsa. Ekkor tehdt A - x* = 0 €s nyilvan
A-0=0isigaz. Ez ellentmond annak, hogy f invertdlhat6: x* # 0, de f(x*) = f(0).
Ez az ellentmondds bizonyitja a feltétel sziikségességét.

Most a feltétel elégségességét latjuk be: ha det A # 0, akkor f invertalhaté. Mivel
detA # 0, ezért az 1.6.2. Tétel szerint létezik az A~! inverz matrix. Tetsz6leges
x € R" esetén f(x) =y azt jelenti, hogy y = A - x. Mindkét oldalt balrél A~!-zel
szorozva és felhasznélva a mdtrixszorzés asszociativitdsat (1.5.8. Tétel, (iii) 4llitds):
Aly=A"1.(A-x) =(A"1-A)-x = E-x = x (ahol E az (n x n)-es egységmatrix).
Ez éppen azt mutatja, hogy az y — A~! -y fiiggvény azonos az f inverzével — amivel
belattuk egyrészt azt, hogy f~! 1étezik, masrészt azt, hogy [f '] =A"! =[f]"!. O
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1.8.5. Bazistranszformacio

Alkalmazzuk az 1.15a dbrdn ldthaté szm4jlira (annak minden x = (x,x;) pontja-
ra) az f: R? = R2, f: (x1,x2) — (4x] — 2x2,x +x2) linedris transzformaciét. Az
eredmény (vagyis a kapott képpontok 0sszessége) az 1.15b abran lathato.

X2 X2
-
.\_/
] X X
1.15a abra 1.15b abra

Hogyan lehetne a latott jelenséget jobban megérteni — vagyis az f miikodésérdl
a fenti képleténél jobban értelmezhetd informacidhoz jutni? Alabb ki fog deriilni,
hogy f hozzarendelési szabdlya sokkal 4ttekinthet6bbé valhat, ha attériink egy (sze-
rencsésen vdlasztott) 4j koordinatarendszerre.

Ennek az 6tletnek a pontosabb megvaldsitasahoz a koordinatavektor 1.2.24. De-
finiciGjat hivjuk segitségiil. Ha f x-hez az y = f(x) vektort rendeli, akkor x-et és
y-tis helyettesitjiik egy B = {b,,b, } bézis szerinti koordintavektordval, majd meg-
vizsgaljuk, hogy [x]p-bSl milyen fiiggvény allitja el [y]p-t. Szemléletesen ez va-
16ban tigy fogalmazhaté, hogy a pontokat abban a koordinatarendszerben irjuk fel,
amelyben a tengely iranyu egységvektoroknak b, és b, felelnek meg és f miikodését
is ebben a koordinatarendszerben irjuk le.

A fenti f esetében kisérletezziink példdul a b, = (2;1), b, = (1;1) vekto-
rok alkotta B bazissal. (b, és b, nem péarhuzamosak, igy val6ban bdzist alkot-
nak a sikban. Hogy miért épp ezt a bazist valasztottuk, arra késébb visszatériink.)

uj

Ha x = (x1,x2) sikvektor és [x]p = " ), akkor a koordindtavektor definici-
2

6jabdl (xj,x0) =x=uy-by+uz-by=u1-(2;1)+up-(1;1) = 2uy + up,u; +up).

Megoldva a 2u; + up = x1, u; + up = xp egyenletrendszert: u; = x; — x2,
ur = —x1 +2x,. Igy [x]g = _);11 :_xzzxz igaz minden x = (x,x) sikvektorra. Al-

kalmazva ugyanezt az osszefiiggést az f(x) = (4x; — 2xp,x1 +x2) képvektorra is:
()]s = ( (4x) —2x2) — (x1 +x2) ) _ < 3x1 —3x

- —(4x1 —2x2) +2(x1 +x2) —2x1 +4x;
és az [f(x)]p-re kapott képleteket rogton latszik, hogy az utébbi nagyon egysze-
rii szabdly szerint kaphaté az el6bbibdl: [x]p elsé koordinatdjt 3-mal, a mésodikat
2-vel szorozva épp [f(x)]p-t kapjuk. Mds széval a g : [x]p — [f(x)]p fiiggvény hoz-
ui 3u1

21/[2 ’

Ez az eredmény szemléletesen tigy is megfogalmazhatd, hogy attérve arra az

). Osszevetve az [x]p-re

zarendelési szabalya: g :
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j koordindtarendszerre, amelyben a két tengelyirdnyud egységvektor b; = (2;1)
és by = (1;1), f az elsG tengely irdnydban 3-szorosdra, a masodik irdnydban
2-szeresére nyujtja a vektorokat. Ez f eredeti hozzarendelési szabalyanal még akkor
is sokkal tobbet mond f miikodésérdl, ha a b, és b, altal alkotott koordinatarend-
szer nem derékszogl. Az 1.16. dbrdn Gjra lathaté az eredeti és az f-fel transzformalt
szméjli az 4j koordinatarendszerben is.

[

/ul

1.16a abra 1.16b abra

Egy tetszbleges f : R” — R” linedris transzformdcidrdl is sokat elmondhat, ha
vdlasztunk egy B = {b;,b,,...,b,} bazist R"-ben és f helyett a g: [x]p — [f(x)]s
hozzirendelést vizsgaljuk meg. Ezt bdzistranszformdcionak hivjuk, az aldbbi tétel
pedig ennek a megvaldsitasat irja le. A tétel kimondasdhoz sziikségiink lesz a B
bézis vektorainak egyesitésével keletkez6 (n x n)-es matrixra is. A tovdbbiakban a
B jelolést fogjuk haszndlni egyrészt a B = {b,,b,,...,b,} bazisra, masrészt annak
az (n x n)-es matrixnak a jelolésére is, amelynek az oszlopai sorban b,,b,,...,b,,.
Ez a kétértelmiiség nem fog félreértést okozni.

1.8.12. Tétel. Legyen f : R" — R”" linedris transzformdcio és B egy (n X n)-es
mdtrix, amelynek az oszlopai bdzist alkotnak R"-ben. Jelolje g : R" — R" azt a
fiiggvényt, amely minden x € R" esetén [x|p-hez [f(x)|p-t rendeli. Ekkor g is line-
dris transzformdcid, amelynek a mdtrixa [g] = B~" - [f]- B.

Bizonyitds: El6szor is vegyiik észre, hogy a B oszlopai akkor és csak akkor alkotnak
bézist, ha det B # 0. Val6ban, az 1.2.28. Kovetkezmény szerint R" bézisai az n tagd
linedrisan fiiggetlen rendszerek. Azt pedig az 1.5.16. Tételbdl tudjuk, hogy B oszlo-
painak linedris fiiggetlensége ekvivalens azzal, hogy det B # 0. Ebbdl az 1.6.2. Tétel
szerint kovetkezik, hogy a B~! inverz matrix val6ban létezik.

A bizonyitashoz hasznalni fogjuk az aldbbi, 6nmagaban is fontos lemmat.

1.8.13. Lemma. Legyen h:R" — R" az a fiiggvény, amely minden x € R" esetén
[x] g-hez x-et rendeli. Ekkor h linedris transzformdcio, amelynek a mdtrixa [h] = B.

A Lemma bizonyitdsa: Jelolje valamely x € R"-re az [x]p koordindtavektor i-edik
koordinatajat o; minden 1 <i < n esetén. Ekkor tehdt x = o1 b + 0pb, + ...+ 0t,b,,.
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Azonban a métrixszorzds definicija szerint a B - [x]p szorzat is azonos a B oszlo-
paibdl (vagyis a b;-kbdl) az [x]p koordindtdival (vagyis az o-kkel), mint egyiitt-
hatékkal képzett linedris kombindcidval (lasd az 1.5.14. Tételt, illetve az utdna irt
megjegyzést). Igy x = B - [x]p, ami mutatja, hogy a & : [x]p ~— x fiiggvény linedris
transzformdcid, amelynek a métrixa B. <

Mivel detB # 0, ezért az 1.8.11. Tétel szerint a h~! inverz transzformaci6 is
létezik és a mdtrixa [A~'] = [1]~! = B~'. Ez nyilvdn x-hez rendeli [x]z-t minden
x € R" esetén.

Rétérve a tétel bizonyitasara, annak a f6 gondolata az a megfigyelés, hogy a tétel
szovegében definidlt g : [x]p — [f(x)]p fiiggvény azonos a h~! o f o h fiiggvénnyel
(ahol % a fenti lemma altal bevezett fiiggvény, a o pedig a kompoziciét jeloli). Va-
16ban, ha [x]p-re elGszor alkalmazzuk h-t, akkor x-et kapjuk; erre f-et alkalmaz-
va kapjuk f(x)-et; végiil erre i~ !-et alkalmazva valéban [f(x)]p az eredmény. gy
az 1.8.5. Tétel szerint a g = h~! o f o h fiiggvény valéban linedris transzformécié és
a matrixa [g] = [n '] - [f]-[A] =B~ - [f]-B. O

A tételben bevezetett g linedris transzformdcié matrixdnak ad nevet az aldbbi
definicio.

1.8.14. Definicio. Legyen f : R" — R”" linedris transzformdcio és B bdzis R"-ben.
Ekkor a g : [x|g — [f(x)]p linedris transzformdcié mdtrixdt az f transzformdcié B
bdzis szerinti métrixdnak nevezziik. Ennek a jele: [f]p.

Fontos kiemelni a kiilonbséget az [f] és az [f]p jelolések kozott: [f] magdnak az
f transzforméciénak a métrixa, vagyis f(x) = [f] - x minden x € R"-re; [f]p viszont
mar nem csak magatdl f-tél, hanem egy B bazistdl is fligg és egy masik linedris
transzformécié (mégpedig a g : [x]p — [f(x)]p) matrixat jeloli.

A fogalmat a fentebb mdr vizsgélt f: (x1,x2) — (4x] —2x,x; +x7) linedris
transzformécidval és a B = {(2;1),(1;1)} bazissal illusztrdljuk. Ekkor f madtrixa:

(4 2 4 -2 xt\ [ 4x1—2x
[f]—< ) | ), mert < ) | ) (x2> = < - ) A B-nek megfe-
P (21 1 -1
lel6 matrix B = ( 11 1 ’
elimindcidval kiszamithatd, vagy kozvetleniil is ellenérizhet6). Ezért az 1.8.12. Té-
tel szerint

roerta-( (0 ()2

Ez tehdt azt jelenti, hogy a g : [x]p — [f(x)]p fiiggvény azonos a kapott [f]p-vel

valé szorzassal, vagyis az “ — 30 (M) = 3ui linedris transz-
’ &y u 0 2 up o 2u2

formaciéval. Ez megfelel annak, amit fentebb kiszamitottunk.
Az aldbbi tétel sszefoglalja az [f]p matrixszal kapcsolatban eddig mondottakat
és egy tovabbi, alkalmazdsokban nagyon hasznos 4llitdst is kimond.

, ennek az inverze B~! = (ez Gauss-
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1.8.15. Tétel. Legyen f : R" — R" linedris transzformdcio és B egy (n X n)-es
mdtrix, amelynek az oszlopai bdzist alkotnak R"-ben. Ekkor az [f]|p mdtrixra az
aldbbiak teljestilnek:
(i) [f))s = [f1s - lp minden x € R-re;
(i) [fls=B~"-[f]-B;
(iii) az [f]p i-edik oszlopa egyenld az [f(b;)|p koordindtavektorral minden
1 <i<nesetén.

Bizonyitdas: A (ii) éllitdst mar beldttuk az 1.8.12. Tételben, az (i) pedig kozvet-
leniil kovetkezik az [f]p 1.8.14. Definici6jabdl (és az annak létjogosultsdgot add
1.8.12. Tételbdl): mivel [f]p annak a g linedris transzformdciénak a matrixa, amely
minden x € R"-re [x]p-hez [f(x)]p-t rendeli, ezért (a linedris leképezés 1.8.1. Defi-
nicija szerint) [f(x)]p = [f]5 - [x]s valoban igaz.

A (iii) éllitds pedig az 1.8.3. Tétel kozvetlen kovetkezménye: mivel [f]p a
g [x]p = [f(x)]p linedris transzformdcié madtrixa, ezért az i-edik oszlopa g(e;)-vel
egyenl6 minden i-re. Mivel a koordinatavektor definicidja szerint ¢; éppen a b; ko-
ordindtavektora (vagyis e; = [b;]p), ezért g(e;) = g([b;]8) = [f(8,)]5. O

A fenti tétel allitdsait érdemes abban a specidlis esetben végiggondolni, amikor
B a standard bdzis (vagyis matrixként B = E, az egységmatrix). Ekkor [f] = [f]s,
hiszen a B = E esetben x = [x]p minden x € R"-re, igy a g transzformdci6 azonos
f-fel. Ugyanez természetesen az [f]p = B~! - [f] - B 6sszefiiggésbdl is kovetkezik
(hiszen E~' = E és az E-vel végzett szorzds [f]-et nem viltoztatja meg). A (iii)
pedig a B = E esetben azt éllitja, hogy [f]g = [f] i-edik oszlopa [f(¢;)]e = f(e;),
amit az 1.8.3. Tételbdl mar tudunk.

1.8.16. Feladat. Az f: R? — R linedris transzformacié rendelje minden térvek-
torhoz annak az x+ 3y +z = 0 egyenletti S sikra val6 tiikorképét. Adjuk meg f
hozzarendelési szabalyat.

Megoldds: Eldszor is figyeljiik meg, hogy f valdban linedris transzformacio; ez
az 1.8.3. Tételbdl az 1.8.4. Allitdsban litott médszerrel konnyen kovetkezik.

A feladatot koordinatageometriai eszkozokkel is megoldhatnank, de ehelyett
most a bazistranszformacié mddszerét hasznéljuk. Az alapgondolat az, hogy egy
olyan bazist vilasztunk R3-ben, amelyben [f]p nagyon kénnyen felirhat6, majd eb-
b6l hatdrozzuk meg [f]-et.

A B ={b,,b,,b;} bdzis példaul megfelel a célnak, ha b, és b, S-re illeszkedd
vektorok, b3 pedig merSleges rd. Ekkor ugyanis nyilvan f(b;) = by, f(b,) = b, és
f(b3) = —by, igy az 1.8.15. Tétel (iii) allitdsdbdl [f]p konnyen kiolvashatd lesz.

Legyen ezért példaul b, = (1,—1,2), b, = (2,—1,1) és by = (1,3,1). Ekkor
b, és b, kielégitik S egyenletét, ezért valéban illeszkednek rd, a b; pedig az S
egyenletébdl kiolvashaté normalvektor, igy merdleges S-re. Mivel b, b, és b; nem
illeszkednek kozos (origdn adtmend) sikra, ezért bazist alkotnak R3-ben. Tovéabba
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az 1.8.15. Tétel (iii) allitasabol kovetkezik, hogy

10 0
fle=| 0 1 0
00 -1

(Valoban, példaul f(b;) = —b3 =0-by +0-by + (—1) - b3, amibdl [f]p harmadik
oszlopa adddik az 1.8.15. Tétel (iii) allitasa szerint.)

Az 1.8.12. Tétel szerint [f]p = B~' - [f]- B, ahol a B oszlopai sorban b,, b, és
b5 (persze oszlopvektorként). B~'-et az 1.6.1. szakaszban l4tott médszerrel hatroz-
hatjuk meg (a szamitdas részleteit mellézziik):

1 _

- =jo =l
- =} =i

— . =
‘w _‘.— _‘_

2 1
B'=| -1 -1 3 =
11

—|
—|
—|
—|
—|
—|

Az [f]p = B~' - [f] - B egyenletet balrél B-vel, jobbrél B~!-zel szorozva (valamint
felhaszndlva a matrixszorzas asszociativitisat és az inverz definiciéjat) kapjuk, hogy
B-[flg-B~' =[f]. Igy [f]-et megkaphatjuk az aldbbi szorzds elvégzésével:

e s
o> == ==

21 10 0
-13]-101 O
11 00 -1

—

1

—
—
—
—

[f]-b8l pedig f hozzérendelési szabdlya f(x) = [f] - x miatt mdr kiolvashaté:

2 7 2
F((e1,32,x3)) = (31 — Sx0 — Fx3, — 1 =t — Sox3, — Hx1 — 0 + £rxs).0

A fenti megoldés elején emlitettiik, hogy ez a feladat bazistranszformdacié nél-
kiil is megoldhat¢ lett volna. A most l4tott médszerrel azonban olyan transzformé-
ciok matrixat is meghatarozhatjuk, amelyeket egyszerti koordinidtageometriai esz-
kozokkel mar nagyon koriilményes volna. Példdul egy origdn dtmend egyenes, mint
tengely koriili elforgatds esetében olyan B-t volna érdemes vdlasztani, amelynek a
vektorai paronként merSlegesek egymasra, az egyikiik az elforgatds tengelyével par-
huzamos, a mdsik kettd pedig egyenld hosszusédgu; ekkor [f]p az 1.8.15. Tétel (iii)
4llitdsat haszndlva konnyen kiolvashat6 (az 1.8.4. Allitishoz hasonléan), amibél [f]
a fenti megolddshoz hasonl6an megkaphato.

1.9. Sajatérték, sajatvektor

A 101. oldalon vizsgdlt f : (x1,x2) — (4x] — 2xp,x] +xp) linedris transzformdcié
esetében szerencsés vdlasztds volt a B={(2;1),(1;1)} bdzis, mert az [f]p mat-
rixnak csak a f6atl6jaban allnak 0-tdl kiilonbozs elemek, igy a g : [x]p — [f(x)]s
fiiggvény hozzarendelési szabdlya nagyon egyszer(i: mindkét koordinatat egy-egy
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rogzitett konstanssal szorozza. Természetesen a sik barmely mds B bézisa alapjan
is elvégezhettiik volna a bazistranszformaciét, de az eredmény altaldban semmi-
vel nem adott volna tobb informaciét f-r6l, mint az f eleve ismert hozzarendelési
szabalya. Most azt a kérdést fogjuk megvizsgalni, hogy mely f : R” — R” linedris
transzformécidkra és hogyan taldlhat6 olyan B bazis, amely a fenti példdhoz hason-
16an szerencsés — vagyis amelyre [ f]g-nek minden f64tlon kiviili eleme 0. Az ilyen
tulajdonsdgu négyzetes matrixokat diagondlis mdtrixnak nevezzik.

A 101. oldalon létott példdban a B = {b|,b, } bazis azért volt szerencsés vélasz-
tas, mert f(b;) =3-b; és f(b,) =2 b, teljesiilt. Ezért volt ugyanis igaz, hogy f a
b, és b, meghatarozta koordinatarendszerben az els6 tengely mentén 3-szorosukra,
a mdsodik mentén 2-szeresiikre nyujtotta a vektorokat és ezen muilt az is, hogy [f]s
diagonalis matrix lett. Késébb latni fogjuk, hogy az ebben a példaban ltott jelenség
altaldnosithat6 is (14sd az 1.9.5. Allitést).

Az f linedris transzformacié szempontjabdl tehét kiilonos fontossdggal birnak
azok az x vektorok, amelyekre valamely A skaldrral f(x) = Ax, vagyis [f]-x = Ax
teljesiil. Az ilyen tulajdonsdgd x vektorok és A értékek nem csak az [f]p diago-
nalizdldsaban jatszanak alapvet6 szerepet, hanem a linedris algebra szamtalan mas

alkalmazasaban is. Ezeknek ad nevet az alabbi definicid.

1.9.1. Definicio. Legyen A egy (n X n)-es mdtrix.
(i) A sajatértékének nevezziik a A € R skaldrt, ha létezik olyan x € R", x £ 0
vektor, amelyre A - x = A - x teljesiil.
(ii) A sajdtvektordnak nevezziik az x € R" vektort, ha x # 0 és létezik olyan A € R
skaldr, amelyre A - x = A - x teljesiil.

A sajatérték és a sajatvektor definici6jat csak a vildgosabb érthetdség kedvéért
vélasztottuk szét, de persze szorosan dsszetartozd fogalmakrdl van sz6: haA - x = Ax
teljesiil valamely x # O-ra és A-ra, akkor A sajdtértéke, x sajitvektora A-nak; ilyen-
kor azt mondjuk, hogy x a A-hoz tartozd sajdtvektora A-nak.

Ezeket a fogalmakat haszndlva elmondhatjuk, hogy a 101. oldalon vizsgalt f li-
4 -2 o 2\ | 1
1 1 métrixdnak a b; = 1) ¢esa b, = 1
vektorok sajatvektorai, a 3 és a 2 szadmok pedig sajatértékei — ez kovetkezik az
[f]-b; =3-b; ésaz [f]-by =2-b, Osszefiiggésekbdl.

A sajatérték és a sajatvektor definiciéjaban fontos kikotés az x # O feltétel: ha ezt
elhagyndnk, akkor minden négyzetes matrixnak sajatvektora lenne a 0 és sajdtértéke
volna minden valés szdm (hiszen A -0 = A -0 minden A-ra és A-ra fenndll). Nem
szabad azonban ezt a feltételt 5sszetéveszteni a sajatérték definicidjaval: A = O lehet
sajatértéke egy négyzetes matrixnak.

nedris transzformdcio [f] =

A fogalmakkal val6 ismerkedésként meghatdrozzuk az A = 3 9

sajatértékeit és sajatvektorait. Az A-x = A - x egyenlet rendezés utdn az aldbbi egyen-
letrendszerre vezet:

1 3 eI Axy N X1 +3x = Ax; N (]—A)X1+3XQ=0
39 B %) o Axy 3x1+9% = Axy 3x1+(9—l)x2:0

1 3 > .
matrix
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Ha A értékét rogzitettnek tekintjiik, akkor linedris egyenletrendszert kaptunk az x|
és x, valtozékkal. A probléma azonban éppen az, hogy A értékét sem ismerjilk —
mdrpedig ha azt is valtozénak tekintenénk, akkor az egyenletrendszer nem volna
tobbé linedris. Konkrét A értékekkel viszont minden tovéabbi nélkiil kisérletezhe-
tiink: ha példdul A = 1, akkor az els§ egyenletbdl x, = 0 adddik, amit a méasodikba
helyettesitve x; = 0; ez tehat azt jelenti, hogy A = 1 nem sajdtértéke A-nak, mert
az A-x = 1-x egyetlen megolddsa x = 0. Tobb sikerrel jarunk, ha a A = 0 érték-
kel prébalkozunk: ekkor az x; + 3x, = 0, 3x; + 9x; = 0 egyenletrendszert kapjuk,
ahol a mdsodik egyenlet nyilvan elhagyhato, mert az 3-szorosa az elsdnek. Vagyis a
A = 0 esetben van 0-t6l kiilonb6zé megoldds: minden, az x; 4+ 3x; = 0 egyenletnek
eleget tevd x. Ez tehdt azt jelenti, hogy A = 0 sajatértéke és példaul x = ( 7‘;’ )
sajatvektora A-nak (mert erre az x-re A-x =0 x).
A két kisérletbdl szerzett tapasztalatainkat dltaldnosithatjuk is: egy konkrét

A akkor lesz sajdtérték, ha a fenti linedris egyenletrendszernek van a 0-t6l kii-
16nb6z6 megolddsa. Ez az 1.5.15. Kovetkezmény szerint ugy is fogalmazhatd,
1-2 3

3 9-14
az 1.5.16. Tétel szerint azzal ekvivalens, hogy a matrix determinansa 0. Kiszdmitva
a determindnst az (1 —24)(9 — 1) —3-3 = A2 — 101 értéket kapjuk. Kovetkezik,
hogy a sajétértékek a A2 — 104 = 0 egyenlet megoldasai: A = 0 és A = 10. Ezek
koziil a 0-t mar megtaldltuk, a A = 10 értéket visszahelyettesitve a —9x; + 3x; = 0,
3x; —xo = 0 egyenletrendszert kapjuk. Latszik, hogy ennek valéban végtelen sok
megoldésa van (mert az elsd egyenlet (—3)-szorosa a mdsodiknak). Azt kaptuk te-
hét, hogy a A = 10 is sajétértéke A-nak és ehhez tartozé sajatvektor minden olyan
x, amelyre x, = 3x1. Tobb sajatértéke pedig nincs A-nak.

Az alabbi tétel bizonyitdsa a fenti gondolatmenetet dltaldnositja.

hogy az ( matrix oszlopai linedrisan Osszefiiggdek — ami viszont

1.9.2. Tétel. A négyzetes A mdtrixnak a A € R skaldr akkor és csak akkor sajdt-
értéke, ha det(A — A - E) = 0 (ahol E az egységmditrixot jeloli).

Bizonyitds: A definicié szerint akkor sajatérték, ha A -x = A - x-nek van egy x # 0
megoldédsa. Az egyenlet jobb oldaldn &ll6 Ax helyett (A - E) - x-et is frhatunk:
az 1.5.8. Tétel (i) dllitdsa szerint (A -E) - x=A-(E-x)=A-x.(De (L-E)-x=21-x
a métrixszorzés definici6jabdl kozvetleniil is ldtszik.) AzA-x = (A -E) - x egyenletet
atrendezve, majd x-et (az 1.5.8. Tétel (ii) allitdsa szerint) kiemelve:

A-x—(A-E)-x=0
(A—A1-E)-x=0

Tehdt A akkor és csak akkor sajdtértéke A-nak, ha az (A—A-E)-x =0 linedris
egyenletrendszernek (amelynek tehdt az egyiitthatémadtrixa A — A - E és a jobb ol-
dalakon mindenhol 0 4ll) van egy x # 0 megolddsa. Ez az 1.5.15. Kovetkezmény
szerint azzal ekvivalens, hogy az A — A - E matrix oszlopai linedrisan osszefiigg6ek
—ami viszont az 1.5.16. Tétel szerint valéban azzal, hogy det(A—A-E)=0. O
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A fenti tétel jelent6sége abban rejlik, hogy a segitségével (legaldbbis elvileg)
meghatarozhatdk egy tetszdleges A matrix sajatértékei: ehhez ki kell szdmitani a
det(A — A - E) determindns értékét a A paraméter fiiggvényében, majd megkeresni
azokat a A-kat, amelyekre ez 0. Azt pedig lattuk, hogy a sajdtértékek ismeretében
a sajatvektorok meghatdrozdsa mar csak (sajitértékenként) egy linedris egyenlet-
rendszer megolddsébdl dll: a A sajitértékhez tartozé sajatvektorok az A-x = A - x
egyenletet kielégitd x # 0 vektorok, vagyis (a fenti bizonyitdsban ldtott dtrendezés
utan) az (A —A-E ) -x = 0 linedris egyenletrendszer 0-t6l kiillonb6z6 megoldasai.

Ezt a modszert alkalmaztuk mér a fenti tétel el6tt latott példdban is:

A= ( ; 3 > — A—AE= ( lgl 931 ) — det(A—AE) = A>—10A
A A% — 104 = 0 egyenlet megoldésaval kaptuk A sajatértékeit: A =0 és A = 10.

A det(A — A - E) kifejezés értéke a fenti példdban A-nak mdsodfoki polinomja
volt, de (n x n)-es A matrixra dltaldban is igaz, hogy det(A — A - E) A-nak n-edfokd
polinomja. Valéban, a determindns definicidja szerint det(A — A - E') meghatdroza-
sakor az A — A - E matrix elemeibdl vélasztott n tényezGs szorzatokat elGjeleziink
és adunk 0Ossze. Ezeknek a szorzatoknak minden tényezdje vagy az A métrix egy
a;j eleme, vagy egy (a;; — A) alaki kifejezés. Az n tényezGs szorzatokban ta-
ldlhaté A-t tartalmazé zdrGjeleket képzeletben felbontva 6sszevonds utdn valéban
co4c1-A+cr- A%+ .. +c,A" alakii kifejezést, vagyis A egy n-edfoki polinomjat
kell kapjuk. (Mivel a legtobb A-t tartalmazé tényez8 nyilvdn a f6atlénak megfele-
16 szorzatban taldlhaté, a zdréjeleket felbontva itt egy +A" alakd tag is keletkezik.
Ez mutatja egyrészt, hogy a det(A — A - E) kiszamitédsakor keletkez§ polinom vald-
ban n-edfokd, masrészt hogy a A" tag elGjele n paritdsdtdl fiiggben +1.) Az aldbbi
definici6 ad nevet ennek a polinomnak.

1.9.3. Definici6. Az (n x n)-es A mdtrix karakterisztikus polinomjdnak nevezziik a
det(A — A - E) determindns értékét, ahol A vdltozo. Ennek a jele: ka(1).

Az 1.9.2. Tétel dllitdsa tehat gy is fogalmazhatd, hogy A sajétértékei a ks (A)
karakterisztikus polinom gyokei (vagyis a ka(A) = 0 egyenlet megoldésai). Az
algebra egyik sokat alkalmazott (és konnyen bizonyithatd) tétele szerint barmely
n-edfokd polinomnak legfoljebb n gyoke lehet, amib6l kovetkezik, hogy minden
(n x n)-es matrixnak legfoljebb n sajtértéke van. Ezeknek a meghatdrozédsdhoz
azonban egy n-edfoku polinom gyokeit (vagyis egy n-edfokd egyenlet megoldasait)
kell megkeresni, ami nagy n-ekre altaldban csak kozelité médszerekkel lehetséges.

1.9.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix minden sajatértékét és sajat-
vektorat.

A=

A O W
NSRRI
w o =
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Megoldds: A sajatértékek meghatarozasaval kezdjiik: az 1.9.2. Tétel szerint kisza-
mitjuk az A — AE determindnsdt. Ehhez az 1.4.13. Kifejtési tételt alkalmazzuk a
masodik sorra (mert abban két nulla is van):

3.4 1 1
0 4-2 0 :(4—/1)-’
4 2 3-A

=@4-2)(3-2)2—4:1)=4-2)(A*-61+5)=(4—A)(A—1)(A —5)

Igy a sajétértékek A =4, 4 = 1és A =5, mertdet(A — A - E) = 0 ezekre az értékekre
teljesiil. (A karakterisztikus polinomot a fenti kifejezésbdl a zardjelek felbontdsdval
kaphatjuk: k4(A) = (4 —A)(A? =64 +5) = —A3 4+ 10A% — 294 +20. De ennek a
gyokeit — vagyis a sajdtértékeket — konnyebb volt a szorzat alakbdl kiszdmitani.)

A sajitvektorokat a hdrom sajdtértékhez kiilon-kiilon az (A — AE)x =0 line-
aris egyenletrendszer megolddsdval nyerjilk. A A = 4 esetben a —x; +xp +x3 =0,
Ox1 4 Ox2 + 0x3 = 0, 4x; +2x2 —x3 = 0 egyenletrendszert kapjuk. A k6zépsd egyen-
let nyilvan elhagyhatd, a masik kettdre alkalmazhatjuk a Gauss-elimindciot:

-1 1 1]0 1 -1 -110 1 0 —12/0
4 2 —-1]0 0 6 3|0 0 1 120

3-4 1
4 3-2

Ebbdl az x3 = & € R szabad paraméter, x| = %OC, Xy = —%(x megoldasokat kapjuk.
1ha
Igy a A = 4 sajatértékhez tartozé sajatvektorok: x = | —1/2a |, ahol & # 0 tetsz6-
a
leges. A A =1 és A = 5 sajétértékekhez tartozé sajatvektorok kiszdmitdsanak méd-
—1)0 1L
szere azonos: az elébbi esetben az x = 0 , az utébbiban az x = 0
a a

sajdtvektorokat kapjuk, ahol o # 0 tetszGleges (a szamitdsokat nem részletezziik). 0

Erdemes megfigyelni, hogy a fenti feladatban mindhdrom sajitérték esetén az
ahhoz tartozé sajatvektorok egy konkrét v vektor nemnulla skaldrszorosai voltak.
Ebbdl annyi éltaldban is igaz, hogy ha v az f linedris transzformdcié A sajatértékhez
tartozo sajatvektora és o # 0, akkor o - v is a A-hoz tartoz6 sajétvektor. Valéban: ha
valamely v # O-ra f(v) = A -y, akkor f(av) = a- f(v) =a-(Av) =21 ().

Végiil visszatériink a szakasz elején felvetett kérdésre: az f linedris transzfor-
méci6hoz milyen B bazist valasztva teljesiil, hogy [f]p diagonélis matrix (vagyis a
f64tl6jan kiviil minden elem 0)?

1.9.5. Allitas. Legyen f : R" — R” linedris transzformdcié és B={b,,b,,...,b,}
bdzis R"-ben. Ekkor [f|p akkor és csak akkor diagondlis mdtrix, ha B minden
eleme sajdtvektora [f]-nek.

Bizonyitds: [f]p pontosan akkor diagondlis, ha minden 1 < i < n esetén az i-edik
oszlopa A; - ¢;-vel egyenld valamilyen A; € R skaldrra (ahol ¢; a standard bézis
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i-edik vektora). Ez az 1.8.15. Tétel (iii) allitasdnak értelmében azzal ekvivalens,
hogy [f(b;)]s = Ai - ¢;- Ez viszont (a koordinétavektor 1.2.24. Definicidja szerint) azt
jelenti, hogy f(b;) =0-b; +0-by+...+A;-b;+...+0-b,, vagyis [f]-b; = A; - b;.
Mais széval: b; (a A; sajdtértékhez tartozd) sajtvektora [f]-nek. a

1.9.6. Feladat. Van-e az aldbbi f : R — R? linedris transzformaciékhoz olyan B
bdzis, amelyben [f]p diagondlis métrix? Ha van, akkor adjunk meg egy ilyen B-t
és irjuk fel [f]p-t.

a) Minden x € R? esetén f(x) az x tiikrképe az x, = 2x| egyenletii egyenesre;

b) Minden x € R? esetén f(x) az x origd koriili 20°-os elforgatottja;

c) f: (xl,xz) — (x1 +2xp, —5x1 + SX2).

Megoldds: Az 1.9.5. Allitas szerint a vdlasz mindig att6] fiigg, hogy 1étezik-¢ az [f]
sajdtvektoraibdl 4116 bazis R?-ben. Mindhdrom esetben meg kell tehat keresniink [f]
sajatvektorait.

Az a) feladat esetében ehhez nincs sziikség az 1.9.2. Tétel alkalmazisara.
Ugyanis x # 0 akkor sajatvektora [ f]-nek, ha [f]-x = A - x, vagyis ha f(x) = A - x va-
lamilyen A-ra; ez geometriailag annyit jelent, hogy f(x) parhuzamos x-szel (beleért-
ve ebbe, hogy f(x) a nullvektor is lehet). A sikban egy tetszdleges origdn dtmend ¢
tengelyre valo tiikrozés esetén x titkorképe nyilvan akkor lesz parhuzamos x-szel, ha
vagy x maga parhuzamos ¢-vel (és ekkor a tiikorkép azonos x-szel) vagy x merSleges
t-re (és ekkor a tiikorkép ellentettje x-nek). Ha tehét a ¢ tengely az x, = 2x; egyen-
letdi egyenes, akkor a b; = (1;2) és a b, = (2;—1) vektorok sajitvektorai [f]-nek:
ezekre f(b,) = 1-by, illetve f(by) = (—1)-b,. Ez a két vektor bdzist is alkot a
sikban (mert nem parhuzamosak), igy B = {b;,b,} j6 vélasztds f-hez. [f]p-t pe-
dig legkonnyebben az 1.8.15. Tétel (iii) llitdsa alapjéan irhatjuk fel: ehhez az f(b;)
és f(b,) vektorok B szerinti koordindtavektordra van sziikségiink. Azonban ezeket
épp az el6bb hatdroztuk meg: f(b;) =1-b;+0-b, és f(by) =0-b; —1-b,, igy

(1 0
= (o V)

A b) feladat esetében a gondolatmenet hasonlé: olyan x # 0 sikvektorokat kere-
siink, amelyekre f(x) parhuzamos x-szel. Rogton ldtszik, hogy ilyen x most nincs:
az x-et az orig6 koriil 20°-kal elforgatva nem kaphatunk x-szel parhuzamos vektort.
Igy [f]-nek nincs sajatvektora (és igy nyilvan sajatértéke sem), [f]p semmilyen B
bazis esetén sem lesz diagondlis.

A c) feladat megolddsaban a geometria mar nem segit, igy az algebrai utat jarjuk:
felirjuk [f] madtrixdt és megkeressiik annak a sajatértékeit és a sajatvektorait. [f]

oszlopai az 1.8.3. Tétel szerint f(e;) és f(e,), igy [f] = < _é ; ) Ebbdl
k[f]()L)‘ 1__51 831 ‘(1/1)(8/1)(5)~27LZ9/1+18.

Igy a sajatértékek a A2 — 91 + 18 = 0 mésodfoki egyenlet megolddsai: A = 3 és
A = 6. A sajatvektorok meghatdrozdsahoz mindkét esetben az (A — AE)x = 0 li-
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nedris egyenletrendszert kell megoldanunk. A A = 3 esetben ez a —2x; +2x, =0,
—5x1 +5x, =0 egyenletrendszert,a A = 6 esetben a —5x; +2x, =0, —5x; +2x, =0
egyenletrendszert jelenti. Az elsé esetben tehat azok az x # 0 vektorok a sajatvek-
torok, amelyekre x; = x», a masodikban az 5x; = 2x, feltételt kielégitok. igy 3-hoz,
illetve 6-hoz tartozé sajatvektor példdul a b; = (1;1), illetve a b, = (2;5). Valdban,
gyorsan ellendrizhetd, hogy f(b,) = (3;3) =3-b; és f(b,) = (12;30) = 6 - b,. Mi-
vel b, és b, nem parhuzamosak, ezért B = {b,, b, } bazis, amelyben tehit [f]p diago-
3

ndlis lesz. Mégpedig az 1.8.15. Tétel (iii) dllitdsat alkalmazva: [f]p = ( 0 g ) o

1.10. Kitekintés, ajanlott irodalom

A linedris algebra hatalmas teriilet, a fentiekben csupdn néhany alapvet$ fogalom és
eredmény rovid ismertetésére szoritkozhattunk. A fejezet zarasaként a teljesség igé-
nye nélkiil megemlitiink néhadny tovabbi irdnyt, dltaldnositdsi lehetdséget, amelyek
a linedris algebrat még sokkal hasznosabb eszkoztarra teszik.

A linedris algebra alapfogalmait eddig a valds szdmok R halmazéra épitettiik:
R”-beli oszlopvektorokat, R¥*"-beli matrixokat vizsgaltunk, stb. Vannak azonban
mads olyan ,,szamkorok™, amelyekben a linedris algebra ugyanilyen jol miikodik —
példdul a racionalis vagy a komplex szdmok Q, illetve C halmaza. Valéjaban min-
den olyan szamkor megfelel, ahol a négy alapmiivelet (a nullaval val6 osztast lesza-
mitva) akaddlytalanul elvégezhetd. Az ilyen ,,szdmkoroket” az algebrdban festnek
hivjék (ennek a fogalomnak a pontos definiciéja szdmos tankdnyvben megtaldlhato,
példaul az alabb ajanlott [1] és [2] konyvekben is). Igy Q, R és C is test — de van-
nak ezekt6l lényegesen kiilonbozd, példaul véges sok elemet tartalmazé testek is. A
linedris algebra pedig tetszbleges testet valasztva miikoddképes, a fentiekben meg-
ismert szinte minden tétel (és persze az ebben a jegyzetben nem emlitett rengeteg
tovdbbi eredmény is) érvényben marad. (A kevés kivétel is csak annak tulajdonit-
haté, hogy ha az alaptest véges, akkor érvényét vesziti néhdny olyan 4llitds, amely
kihasznélja a valés szimok halmazanak végtelenségét. Példaul ha az alaptest véges,
akkor minden linedris egyenletrendszernek véges sok megoldasa van.)

Van azonban a linedris algebra médszereinek egy, még a fentieknél is messzebb
mend dltaldnositasi lehetdsége. A legtobb, a témaval foglalkozé tankonyv egy, az
absztrakt algebra vildgaba tartozé fogalmat, a vektorteret vdlasztja a linedris algebra
alapfogalmdul. Ennek az alapgondolata az, hogy nem sziikséges el6re rogziteniink,
hogy a ,,vektor” kifejezés alatt mit is értsiink: lehet az barmi, csak teljesiiljon a vek-
torokra néhany alapkovetelmény, amelyekbdl kiindulva a linedris algebra (fentebb
megismertekkel analég) fogalmai és tételei felépithetSk. Pontosabban: véalasszunk
egy tetszbleges nemiires alaphalmazt, ennek az elemeit tekintjiikk majd vektoroknak;
tovdbbd mondjuk meg eldre, hogy két tetszbleges vektort sszeadva melyik vektort
(vagyis az alaphalmaz melyik elemét) kapjuk, illetve hogy egy tetszdleges vektort
egy skalarral megszorozva melyik vektort kapjuk. (Itt a ,,skalar” sz6 jelenthet valés
szamot, de a fentiek szerint akdr mds testet is valaszthatunk.) Ha az igy definidlt
miiveletek betartanak néhany, egészen pontosan lefektetett alapkovetelményt — més
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néven: axiomdt —, akkor a linedris algebra fogalmai és tételei a fentebb latottak-
hoz hasonlé médon bevezethetdk, illetve bizonyithatok lesznek. (Ezeknek az axié-
madknak egy j6 részét mi az 1.2.2. Tételben soroltuk fel — az ott leirt tulajdonsdgok
mellett még meg kell kdvetelni az 1 - v = v azonossdg teljesiilését, illetve kiilon axi-
6ma rendelkezik a nullvektor és az ellentett vektor 1étezésérdl.) Ennek az absztrakt
megkozelitésnek komoly elénye, hogy ezdltal a linedris algebra alkalmazasi korét a
lehet6 legtdgabbra vonjuk — egy konkrét szitudcidban csak a vektortér axiomait kell
ellendrizni ahhoz, hogy a linedris algebra teljes eszkoztara rendelkezésre alljon.

Mindezekkel az dltaldnositasi lehetdségekkel ebben a jegyzetben nem foglalko-
zunk, az érdekl6dd olvasdknak az alabbi tankonyveket ajanljuk:

[1] Freud Rébert: Linedris algebra, ELTE Eotvos Kiadé, Budapest, 2006.

[2] Wettl Ferenc: Linedris algebra: azoknak, akik érteni is szeretnék, TypoTeX
Kiad6, Budapest, 2011.
http://oszkdk.oszk.hu/storage/00/00/58/66/dd/1/
BME_TTK_Wettl_Linearis_algebra_OSZK-nak.pdf


http://oszkdk.oszk.hu/storage/00/00/58/66/dd/1/BME_TTK_Wettl_Linearis_algebra_OSZK-nak.pdf
http://oszkdk.oszk.hu/storage/00/00/58/66/dd/1/BME_TTK_Wettl_Linearis_algebra_OSZK-nak.pdf

2. fejezet

Szamelmélet

Két titkosiigynoknek telefonon kell megbeszélni egy — a szakma természetébdl fa-
kaddan — bizalmas témat. Biztosak benne, hogy az ellenség lehallgatja a telefonbe-
sz€lgetést, de nincs lehetdségiik mds csatorndn kommunikalni. Kordbban soha nem
taldlkoztak egymadssal, nincs eldre egyeztetett titkos kédjuk. A telefonbeszélgetést
kezdhetik ugyan egy kdéd egyeztetésével, de persze az ellenség ezt is le fogja hall-
gatni. Hogyan tudnak akkor mégis biztonsagosan kommunikdlni — tehat dgy, hogy
az ellenség a lehallgatott beszélgetést biztosan ne tudja megfejteni?

a2 B

A feladat elsd halldsra valészintileg megoldhatatlannak tlinik — és taldan ugyan-
ennyire életszer(itlennek is. Pedig mindkettd tévedés: a probléma hatékonyan meg-
oldhat6 és szdmtalan gyakorlati alkalmazédsban felmeriil. Aki példdul vasérolt vagy
bankolt mar az interneten, az hasznalta a https protokollt is, ami a vilaghalén vald
adattovabbitasra széles korben haszndlt hztp protokoll titkositott véaltozata. Konnyfi
belegondolni, hogy példaul egy internetes fizetofeliilet haszndlatakor a szolgaltatd
és az ligyfél kozotti biztonsdgos kommunikécié megvaldsitasa a két titkostigynoké-
vel analég problémat jelent — hiszen az interneten zajlé adatforgalom még konnyeb-
ben is ,,lehallgathat6”, mint a telefonbeszélgetés.

Mi zajlik tehat, amikor a bongészd atvalt biztonsagos kapcsolatra, hogyan titko-
sit a https protokoll? A vialaszt ennek a fejezetnek a végén megtudjuk, ehhez elobb
a szamelmélet korébe tartozé néhany alapvet6 ismeretet kell megszerezniink.

A szamelmélet a matematika egyik leg6sibb dga, az egész szamok korében fel-
meriil6 kérdéseket tanulmanyozza. Kozismert, hogy a mai értelemben vett (tehat
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axiomatikus felépitésen, definiciékon, tételeken és bizonyitdsokon alapul6) mate-
matika az 6kori gorogokkel kezdédott. Ok a matematikat két nagy teriiletre osztot-
tdk: a geometridra és az aritmetikdra, vagyis a szdimelméletre. A gorogok szdmfo-
galma a (pozitiv) egészekre korlatozddott, a torteket nem tekintették valédi szamnak
(helyette az egészek ardnyarol beszéltek), az irraciondlis szdmokat pedig még kevés-
bé (bar tudtak példaul, hogy a négyzet oldala és atldja ,,nem 6sszemérhets” — amit
ma tgy fejeziink ki, hogy /2 irraciondlis). A gorogokig visszanyilé hagyomény
okén értjitk szdmelmélet alatt ma is csupan az egész szdmok vizsgalatat.

Szamos mads Orokséget is 6riz a szdmelmélet a gorogoktdl: tobb alapfogalom
nevét és definicidjat (mint példdul a primszdmét), rengeteg alapvetd tételt és azok
bizonyitdsat (mint példdul hogy végtelen sok prim létezik) — és sok olyan nyitott
kérdést is, amelyeket az utébbi 2500 év matematikusainak sem sikeriilt megvala-
szolni (mint példaul hogy 1étezik-e pératlan tokéletes szim — vagyis olyan pozitiv,
pératlan szdm, ami egyenld a sajat magandl kisebb, pozitiv osztéinak 6sszegével).

A szamelméletet egészen az 1970-es évek végéig a matematika ,,belligyének”
tekintették — senki nem gondolta, hogy a primszdmokkal kapcsolatos, mégoly iz-
galmas €s patinds eredmények az elméleti matematika rajongdin kiviil barkit ér-
dekelhetnének. 1977-ben fedezte fel Ronald Rivest, Adi Shamir és Len Adleman a
réluk elnevezett RSA algoritmust — azt a kriptogréfiai eljarast, amelyet tobbek ko-
zott a fent emlitett https protokoll is haszndl. Ez a felfedezés allitotta reflektorfénybe
a szdmelmélet évezredes kutatdsdnak eredményeit — és emiatt valtak mdra ennek a
terliletnek az alapjai az informatikus alapképzettség elengedhetetlen részévé is.

2.1. Alapismeretek

Ebben a szakaszban a kozépiskolai tanulmdnyokbdl mér nagyrészt ismert alapokat
foglaljuk ossze és egészitjiik ki. Egy kés6bb nagyon hasznosnak bizonyulé részlet-
ben viszont el fogunk térni a kozépiskolaban megszokottaktdl: a szdmelméletet az
egész szamok Z halmazara dolgozzuk ki — beleértve tehat a negativ egészeket is.
A teljes fejezetre vonatkoz6an elfogadjuk azt a megallapodast, hogy minden valto-
z6 egész szamot jeldl (akkor is, ha ezt kiilon nem emlitjiik). E16szor a szimelmélet
néhény alapfogalmat vezetjiik be.

2.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € 7 egész osztbja a b € 7, egésznek, ha
létezik olyan ¢ € 7, amelyre a-c = b. Ugyanezt fejezziik ki, ha b-t az a tobbszoro-
sének mondjuk. Ennek a jele: a|b; ha pedig a nem osztoja b-nek, azt igy jeloljiik:
a [b. Az a valédi osztSja b-nek, ha a|b fenndll és 1 < |a| < |b|.

Igy példaul igazak a 13|91, a —7|63, a 2|0 és a —8 | — 36 dllitisok. (Taldn
meglepd, de 0|0 is igaz — hiszen 0- ¢ = 0 barmely c-re teljesiil. Ennek ellenére, a
0-val vald osztast természetesen a tovabbiakban sem definidljuk.) A 10 valédi oszt6i
definicio szerint 2, 5, —2 és —5, a nem valodi osztéi 1, 10, —1 és —10.
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2.1.2. Definicio. A p € Z egészt primszamnak (réviden: primnek) nevezziik, ha
|p| > 1 és p-nek nincs valddi osztdja. Mds szoval: p = a- b csak akkor lehetséges,
ha a = +1 vagy b = 1. Ha |p| > 1 és p nem prim, akkor Osszetett szamnak
mondjuk.

Igy példaul a 3, 103, —7, —89 szdmok primek. Altaliban: a negativ primek
nyilvan épp a pozitivak ellentettjei. A primszdm definiciGjdban a |p| > 1 feltétel
azért sziikséges, mert a —1, 0 és 1 szdmoknak sincs valédi osztdja, de ezeket nem
definidljuk primnek (mert ezzel elrontandnk a szamelmélet 2.1.3. alaptételének az
allitasat). A —1, 0 és 1 szdmok se nem primek, se nem Osszetettek.

Megjegyezziik, hogy szdmos tankonyv a fenti definiciéban bevezetett fogalmat
felbonthatatlan szdmnak nevezi €s primszam alatt mast ért: olyan p egészt, amely-
re pla- b-bdl pla vagy p|b kovetkezik. Az ezt a terminol4gidt haszndlé tankonyvek
ezutdn tételként mondjak ki, hogy a felbonthatatlan szdmok azonosak a primekkel.
(Ez az dllitas egyébként messze nem magatol értetd6dd, egyenértéki a szdmelmélet
2.1.3. alaptételével.) Mivel a két fogalom kozott végiil is nincs tartalmi kiilonbség,
ezért mi megmaradunk a kdzépiskoldban megszokott (egyébként az 6kori gorogo-
kével is azonos) széhasznalatnal.

Az aldbbi tétel nem véletleniil kapta a nevét: ez a szdmelmélet egész felépitését
megalapoz6 struktiratétel, amely egyben a primek meghatarozé szerepét is mutatja
az egész szdmok vizsgdlatdban.

2.1.3. Tétel. (A szamelmélet alaptétele)
Minden 1-t61, 0-16l és (—1)-16l kiilonbozd egész szdm felbonthatd primek szorza-
tdra és ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és eldjelétdl eltekintve egyértelmii.

Példaul a 100 esetében a tétel dltal garantélt felbontds lehet 2-2-5 -5, de lehet
akédr (—5)-2-(—2)-5 is. Ez a példa mutatja, miért kellett a tétel egyértelmiiségre
vonatkozé részében a sorrendtSl és az elGjelektdl eltekinteni: a 100-nak ezt a két
felbontdsat azonosnak szeretnénk tekinteni. A tétel allitdsdban az egytényezds szor-
zatokat is megengedjiik, igy a tétel primekre is igaz (a p prim a sajat maga dltal
alkotott egytényezds szorzattal egyenls). A 0-t és +1-et viszont valoban nem lehet
primek szorzatdra bontani, ezért kellett ezeket kivételként felsorolni.

A felbonthatosdag bizonyitdsa a 2.1.3. Tételben: Megadunk egy egyszer( eljarast,
amely tetszGleges n € Z, |n| > 1 egészt primtényez8k szorzatdra bont. Az eljards
végig fenntartja az n egy (£1-t61 kiilonb6z8) egészek szorzatara valé bontasat, kez-
detben ez lehet az n egytényezds szorzat. Ha egy ponton azn =aj -as - ... - ay szor-
zatndl tart és az a; tényez8k mind primek, akkor az eljards megdll. Ha a tényez&k
kozott van 6sszetett és példaul a; ilyen, akkor a;-nek van valddi osztdja, igy felirhato
a; = b c alakban, ahol |b|, |c| > 1 egészek. Ekkor az eljdrds az n felbontdsdban a;-t
helyettesiti b - c-vel, majd ugyanigy folytatédik tovdbb. Mivel az n felbontdsdban a
tényezok szima minden 1épésben novekszik 1-gyel és minden tényez6 abszolut ér-
téke legaldbb 2, ezért az eljdrds véges sok 1épésben (egy legfoljebb log, |n| tényezds
szorzattal) megdll és szolgéltatja n egy primtényezSkre bontasat. O
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Késobb visszatériink arra a kérdésre, hogy a fenti bizonyitasban leirt eljaras
mennyire hatékony a gyakorlatban. Azt mindenképp jol mutatja, hogy a szamel-
mélet alaptételébdl a felbonthatdsag bizonyitdsa egyszerd és rovid. Fontos azonban
rdmutatni arra, hogy az alaptétel valddi erejét nem 6nmagdban a felbonthatdsdg té-
nye hordozza, hanem annak az egyértelmiisége. Ha egy szdmnak t6bb kiilonb6zo
(nem csak sorrendben €s elgjelekben eltérd) primtényezds felbontdsa lehetne, akkor
a tétel elveszitené a valddi erejét, keveset mondana az egész szamok strukturd;ja-
rol; példaul az n egy lehetséges primtényezds felbontdsdbdl nem lehetne kiolvasni n
0sszes osztojat.

Az egyértelmiiség fontossagat illusztralandé érdemes egy példat végiggondolni:
mi torténne, ha ,betiltandnk™ a paratlan szdmokat, csak a parosakat tartanank meg?
Els6 latasra ez taldn nem tlinne akkora veszteségnek, legaldbbis nem nagyobbnak
egy ,,mértékegységvaltasnil” — hiszen a paros szdmok szorzata és dsszege is paros.
Pedig a paratlan szdmok elvesztése komoly bajt okozna, ugyanis a primtényezékre
bontas egyértelmiisége tobbé nem volna igaz: példaul a 36-nak a 36 =2-18 és a
36 = 6- 6 is olyan felbontdsa volna, amelyben egyik tényez6 sem bonthaté tovéabb.
(A teljes igazsaghoz tartozik, hogy ez a példa kicsit santit. Ugyanis a paros szdmok
vildgdban a primszam 2.1.2 Definicdja eleve értelmezhetetlenné valik: mivel az 1
pératlan, ezért a 4-gyel osztva 2 maradékot ad6 szdmokat semmilyen médon nem
lehet szorzattd alakitani, még nem valddi osztdjuk sincs. Sokkal tobb leleményes-
séggel azonban mutathaték olyan ,,szamkorok™ is, amelyek az egészek miiveleti
tulajdonsdgait minden tekintetben imitaljak, a primfelbontds egyértelmiisége mégis
sériil; ilyen példa az a+ b-+/5 - i alaki komplex szamok halmaza, ahol a,b € Z.)

A primfelbontds egyértelmiisége tehat messze nem magatdl értet6dd, bizonyi-
tasra szorul. Ennek az egyetlen valodi nehézsége az, hogy az éllitds igazsigat al-
taldban annyira természetesnek tekintjiik, hogy konnyti szem eldl téveszteni a célt
és magét a bizonyitando6 allitast (vagy annak egy kovetkezményét) is felhasznélni a
bizonyitdsban.

Az egyértelmiiség bizonyitdsa a 2.1.3. Tételben: Elég lesz megmutatni, hogy az alli-
tds igaz a pozitiv egészek korében — vagyis hogy minden n > 1 egésznek sorrendt6l
eltekintve egyértelm( a felbontdsa pozitiv primek szorzatdra. Valéban, han < —1 és
n-nek volna két 1ényegesen (vagyis nem csak sorrendben és el6jelekben) kiilonb6z6
primfelbontdsa, akkor mindkét felbontdsban az dsszes primtényezd abszolt értékét
véve (—n) két 1ényegesen kiilonbdz6 felbontdsat kapnénk pozitiv primek szorzatdra.

A pozitiv egészekre vonatkozé allitast pedig n-re vonatkozé teljes indukcidval
latjuk be. Ha n = 2, akkor az allitds magatdl értet6dS (mert 2 prim). Legyen most
n > 2 és tegyiik fel, hogy az 4llitds mar minden 1 < n’ < n pozitiv egészre igaz. (A
teljes indukci6 tehdt most nem egyesével 1épked, hanem a 2,3,...,n — 1 szdmokra
vonatkoz6 éllitds igazsdgabol latjuk be az n-re vonatkozat.)

Tegyiik fel indirekt, hogy n-nek két 1ényegesen kiilonbozd (pozitiv primekre
vald) felbontasa 1étezik:

n=py-p2--..-Pr=9q1-92--..-4gs-

Nyilvédn 7,5 > 2 (mert n maga nem lehet prim). Ha p; = g; teljesiilne valamely
1 <i<r, 1< j<s parra, akkor mindkét oldalt leosztva ezzel a kozos primmel azt
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kapndnk, hogy a hdnyadosnak is két kiilonboz6 primfelbontdsa volna; ez ellentmond
az indukcios feltevésnek, igy lehetetlen. Azt is feltehetjiik az dltaldnossag megszori-
tdsa nélkiil, hogy a két felbontdsban szerepl$ dsszes prim kozott nincs p-nél kisebb
(de persze a p;-k kozott lehet még p;-gyel egyenld).

Legyen mostn’ = (g1 — p1)-q2-q3-- - .- qs. Ekkor (p1 < g1 miatt) n’ > 1. Meg-
mutatjuk, hogy n’-nek 1étezik egy olyan primtényez&s felbontdsa, amelyben p; nem
szerepel €s egy olyan is, amelyben igen; mivel ez két lényegesen kiilonb6z6 prim-
felbontdst jelent €s n’ < n, ezért ez ellentmond az indukci6s feltevésnek és igy bizo-
nyitja a tételt.

Ehhez el6szor is vegyiik észre, hogy az n’-nek megkaphatjuk egy primfelbon-
tasdt, ha (g1 — pp)-et primtényez6kre bontjuk (mdr beléttuk, hogy ez lehetséges)
és ezt az n’ fenti definiciéjdba helyettesitjik. Mivel p; fg; (hiszen g prim), ezért
p1 N1 — p1) is igaz. Ezért az n’ igy kapott felbontdsdban a p; biztosan nem fog
szerepelni (ugyanis azt mar tudjuk, hogy p| # ¢2,4¢3,-..,qs)-

Midsrészt viszont

W=qi-qr-... qs—p1-qr..qs=n—proga...-qg=
=p1-p2ePr—P1 @2 gs=p1(P2-Pr—q2-- - Gs).

Ha most itt py-... - pr —q2 - ... gs helyére annak egy tetszéleges primfelbontasat
helyettesitjiik, akkor 7n’-nek valéban egy olyan primfelbontdsat kapjuk, amelyben p;
szerepel. Ezzel tehdt a tételt beldttuk. a

A szamelmélet alaptételét a szakasz elején irtakkal 6sszhangban egész szadmokra
mondtuk ki és lattuk be, de persze ebbdl kovetkezik a pozitiv egészekre vonatkozé
véltozat is: minden n > 1 egész a sorrendtdl eltekintve egyértelmiien bomlik pozi-
tiv primek szorzatdra. Ez lehet6séget ad a pozitiv egészek kanonikus alakjdnak a
bevezetésére: ez nem mast jelent, mint hogy az n > 1 egész (egyértelmi) pozitiv
primekre bontdsdban a primek ismétl6d6 példanyait egy hatvanyban fogjuk 0ssze,
igyazn= p‘lx1 .pgz o ~p,({x" alakot kapjuk (ahol tehdt py, ps,..., pr > 1 primek és
ay, 00,. .., 04 > 1 egészek). Példaul a 600 kanonikus alakja: 600 =23-31.5%. A ka-
nonikus alak birtokaban szamos, elsGsorban osztokra és tobbszorosokre vonatkozo
kérdés konnyen megvélaszolhatéva valik — hiszen két egész szorzdsakor a primfel-
bontasaik nyilvan egyesitdnek. Igy az alabbi allitas kozvetlen kovetkezménye a
szamelmélet alaptételének.

2.1.4. Allitas. Legyen az n > 1 egész kanonikus alakja n = p‘lx‘ : pg‘2 e p,‘(xk.

Ekkor egy pozitiv egész m-re m|n akkor és csak akkor igaz, ha m = p\’ _p1232 . -pf"
valamely 0 < B < a, 0 < B < 0, ..., 0 < By < oy kitevkre.

Ennek az 4llitdsnak a kovetkezménye (és kozépiskoldbdl is ismert) az a mod-
szer, amellyel az n,m > 1 egészek (n,m) legnagyobb kozds osztdjdt és [n,m] leg-
kisebb kozos tobbszorosét megkaphatjuk. (Ezt a két fogalmat a neviik egyben de-
finidlja is — az utébbi esetben azzal a magatdl értetd6dd kiegészitéssel, hogy csak
pozitiv tobbszorosokrdl van szé.) Ehhez n-et és m-et nem pontosan a fenti ka-
nonikus alakjukban érdemes felirni: mindkettejiik primfelbontdsaban feltiintetjiik
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az Osszes olyan primet, amellyel barmelyikiik oszthaté — cserébe viszont a ki-
tevében a 0-t is megengedjiik. Példdul n = 600 és m = 84 esetén ezek kanoni-
kus alakja 600 = 23 -3!.52 &s 84 = 2%2.3!.7!, de (n,m) és [n,m] meghatéro-
zdsa el6tt ezeket igy irjuk: 600 = 23-31.52.70, 84 = 22.31.50.71: ezek utdn
(600,84) = 22.31.50.70 = 12 &5 [600,84] = 2% .31 .52.7! = 4200 kozvetleniil
adédik (n,m) és [n,m] definiciéjabdl, illetve a 2.1.4. Allitasbol. Ugyanezt ltaliban
a kovetkez6 tétel mondja ki.

2.1.5. Tétel. Legyenek pi1,pa,...,px > 1 primek ésn=p{" - p5>-...- poX, valamint
m:pll31 -pgz-...-pfk egészek, ahol oy, @, . .., 04, B1, B2, .., B > 0. Ekkor
(n,m) = pliﬂiﬂ{al B} 'pglin{aLﬁZ} . ,pzliﬂ{akﬁk} és

[nﬂ’ﬂ] _ pxlnax{al Bi} .p;nax{azsﬁz} . .p]rcnax{ak,ﬁk}.

2.1.6. Feladat. TetszSleges n és m pozitiv egészek esetén jelolje (n,m) a legki-
sebb olyan x pozitiv egészt, amelyre n|m - x és m|n - x teljesiil. Adjunk (n,m) meg-
hatérozdséra a 2.1.5. Tételbelihez hasonl6 képletet és szamitsuk ki (10080,99000)
értékét!

Megoldds: A 2.1.5. Tételben latotthoz hasonldan irjuk fel n-et és m-et a kdzos
P1,D2,---,Pr > 1 primek hatvanyainak szorzataként (0 kitevket is megengedve):

n=pl pY-...opFésm= pll31 -pgz - -pf". Ekkor a keresett x is felirhat6
x= p}'l . p%’z e pZ" alakban; valdban, ha x primtényezds felbontdsaban szerepelne

a p;-kt6l kiilonb6z8 prim pozitiv hatvanya, akkor ezt elhagyva a kapott x'-re n|m - x'
és m|n - x’ tovébbra is fenndllna, ami x’ < x miatt ellentmondés volna.

Mivel m-x = pP 1. pPt. Pt ezsrt nim.- x (a 2.1.4. Allitds szerint) ck-

vivalens az o) < B1 + 71, 02 < o+, . ..., 0 < B+ Vi feltételek teljesiilésével. At-
rendezve: ¥ > ; — fB; minden 1 <i < k-ra. Hasonl6an, az m|n - x feltétel ekvivalens
azzal, hogy ¥ > fB; — o; fennall minden 1 < i < k-ra. Osszefoglalva: a 3 > | — B
feltételek adddtak, igy a legkisebb ilyen x-et akkor kapjuk, ha ¥ = |o; — 3;] minden
1 <i < k-ra. Tehat:

gl

<n’m> _ p\lalfﬁl\ .p\zazfﬁz‘ .

Ezt (10080,99000) kiszdmitdsdra alkalmazva: 10080 = 25-32.5!.71. 110 &s

99000 = 2%-32.53.7%. 111, igy (10080,99000) = 22-3%.52.7! . 11! = 7700.
Erdemes megfigyelni, hogy a 2.1.5. Tételbdl és az (n,m)-re adott fenti képle-

n,m

(n,m)

tiinkb6l kovetkezik az (n,m) = Osszefiiggés is. O
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2.2. Primszamok

A primekkel kapcsolatos kérdések az 6kori gorogok 6ta izgatjdk a matematikusokat,
koztiik mdig is sok a megoldatlan. Az els6 alapvetd eredmény ebben a témdban azt
allitja, hogy a primek szama végtelen. Ez nem magatodl értet6dd, hiszen akar egyet-
len primbdl is végtelen sok egész szdm 4ll 6ssze — miért is ne lehetne, hogy a sza-
mitégépekkel mar nem belathaté magassagokban egy ponton megszakad a primek
sorozata? Az alabbi tétel bizonyitdsa mar Euklidesznek az i. e. 300 koriil megjelent

AL

Elemek cimii miivében is szerepel.

2.2.1. Tétel. A primek szdma végtelen.

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy a primek szdma véges: p1, p2, ..., pr az 6sszes
(pozitiv) prim. Legyen N = p - pa-...- px + 1. Ekkor N (a 2.1.3. Tétel 4llitdsa szerint
— itt az egyértelmiséget nem is kell kihaszndlni) primtényez6k szorzatara bomlik
(vagy maga is prim). Azonban N nem oszthat6 a pi,ps, ..., pr primek egyikével
sem (ugyanis mindegyikkel osztva 1 maradékot ad), igy N minden primtényezdje
hidnyzik a py, p2,..., p felsorolasbél. Ez az ellentmondds bizonyitja a tételt. O

A primek (a fentiek szerint végtelen) sorozata bizonyos értelemben nagyon ki-
szamithatatlan, mas értelemben viszont meglep&en szabalyos. Aldbb megemlitiink
néhany ide tartozé eredményt, de bebizonyitani csak a (messze) legkonnyebbet fog-
juk — ebben a témaban ugyanis az egyszerlinek hangz6 kérdések is konnyen bizo-
nyulhatnak rendkiviil nehéznek. Ilyen példdul a hires ikerprimsejtés: eszerint végte-
len sok, egymastdl 2 tavolsagra 1év6 primpar 1étezik (mint példdul az 5 ésa7,a 101
ésa 103 vagy a 4127 és a4129) — ez tehat mdig is nyitott probléma. (Az ikerprimsej-
tés vizsgdlataban attorést ért el 2013-ban Yirang Zhang: belatta, hogy végtelen sok,
egymdstol legfoljebb 70 millié tdvolsagra 1évé primpar van. Bar ez még nagyon
messze van az ikerprimsejtés altal allitott 2 tdvolsdgtdl, kordbban 70 millié helyett
semmilyen fix tdvolsdggal sem volt ismert hasonlé eredmény. Azbta rengeteg mate-
matikus 6sszefogdsa révén a 70 milliés tdvolsagot sikeriilt 246-ra javitani.)

Az ikerprimsejtés egyfajta ellentétét fogalmazza meg az aldbbi tétel.

2.2.2. Tétel. Minden N > 1 egészhez taldlhatdk olyan p < q primek, hogy p és q
kozott nincs tovdbbi prim és g — p > N.

Bizonyitds: Legyen N > 1 rogzitett. Azt kell beldtnunk, hogy létezik N darab

szomszédos Osszetett szam; valéban, ekkor az ezeknél kisebb primek koziil a legna-
gyobbat p-nek és az ezeknél nagyobb primek koziil a legkisebbet g-nak vdlasztva a
tétel llitdsa teljestil.

Legyen a; = (N4 1)! +i minden i = 2,3,...,(N + 1) esetén. Ekkor az
az,as,...,an+1 egészek szomszédosak és a darabszdmuk N. Tovdbbd mindegyi-
kiik Osszetett, mert minden 2 < i < N+ 1 esetén a;-nek valddi osztdja i; valdban,
(N +1)! nyilvédn oszthat6 i-vel (hiszen (N + 1)! az 1,2,...,N + 1 egészek szorzata
és ezek kozott i is szerepel), igy ehhez i-t adva ismét i-vel oszhaté szdmot kapunk.
Az a; egészek tehat bizonyitjak a tétel dllitasat. a



120 2. FEJEZET, SZAMELMELET

A fentiekbdl tehét az deriil ki, hogy a primek sorozata a szomszédos tagok kii-
lonbségét vizsgalva szeszélyesen viselkedik: nagyon kicsi (az ikerprimsejtés szerint
akdr 2) és tetszdlegesen nagy tdvolsagok is végtelen sokszor el6fordulnak. Ehhez
képest meglepd, hogy ha ,,statisztikailag” vizsgaljuk a primeket, akkor szabalyos-
sdgot mutatnak. Ennek a pontos megfogalmazasahoz vezessiik be az n-nél nem na-
gyobb (pozitiv) primek szdmara a 7 (n) jelolést (igy példaul n(5) =3 és ©(10) =4).
Az alabbi, 1896-ban Jacques Hadamard és Charles Jean de la Vallée-Poussin al-
tal, mély komplex fiiggvénytani eszkozokkel bizonyitott tétel alapvetd fontossagi
a primszdmok elméletében — ezt tiikrozi az a név is, ami mar a huszadik szdzad
matematikusai révén ragadt ré.

2.2.3. Tétel. (A Nagy Primszamtétel)

n(n) ~ oy Vasyis r}gl; = 1.

Az itt haszndlt ,,~<” jel a szdmsorozatok aszimptotikus egyenldségét jeloli; ez azt
jelenti, amit a tétel kimonddsa is sugall: az a,, sorozat akkor aszimptotikusan egyenld
by,-nel (jelolésben: a, ~ b,), ha a két sorozat hdnyadosa 1-hez konvergil. A Nagy
Primszamtétel 4llitdsa tehét gy értelmezhetd, hogy 7(n) értékére j6 becslés - —
abban az értelemben, hogy a becslés relativ hibdja n novekedtével 0-hoz konvergal.

Megemlitiink még egy tételt, amely a primek egy egészen masfajta értelemben
vett szabdlyossdgat mondja ki. Mivel a primek a 2 kivételével pdratlanok és a pa-
ratlan szdmok tovédbb oszthatok 4-gyel osztva 1, illetve 3 maradékot ad6 szdmokra,
felvetédik a kérdés: vajon a 4k + 1, illetve a 4k + 3 alakd primek szdma is végtelen,
vagy az egyik tipusbdl csak véges sok van? Hasonld kérdés a 4 helyett mds szdm
szerinti maradékokkal is felvethetd. Példaul a 12-es maradékokat vizsgalva vildgos,
hogy csak a 12k+1, a 12k+5, a 12k+7 és a 12k + 11 alaki szdmok esetében van
esély arra, hogy végtelen sok primet tartalmazzanak, vagyis a 12-hoz relativ prim
maradékok jonnek széba. Valéban, ha (12,b) =d > 1, akkor a 12k + b alaki szamok
mindegyike oszthaté d-vel, igy legfoljebb 2 prim lehet koztiik (mégpedig +d, ha d
prim). gy az aldbbi tétel a legaltaldnosabb esetben valaszolja meg ezt a kérdést.

2.2.4. Tétel. (Johann Dirichlet, 1837)
Ha (a,b) = 1, akkor végtelen sok a - k+ b alakii prim van.

Végiil felsorolunk néhdny hires sejtést a primekkel kapcsolatban, amelyek — a
fentebb mar emlitett ikerprimsejtéshez hasonléan — egy altaldnos iskolds szintjén is
megérthetdk, mégis régdta ellendllnak minden bizonyitési kisérletnek.

1. Minden n > 2 pdros szam felirhat6 két prim 0sszegeként. (Goldbach-sejtés)
2. n? és (n+ 1)? kozétt minden n-re van prim.
3. Végtelen sok n2 + 1 alakd prim van.

4. Végtelen sok olyan p prim létezik, amelyre 2p + 1 szintén prim.



2.3. KONGRUENCIA 121

2.3. Kongruencia

Az egész szamok vildgdban az osztds a négy alapmiivelet koziil az egyetlen, amely
nem végezhetd el barmely két elem kozott (a 0-val vald osztastdl eltekintve sem).
Ezért kiilonosen fontos a maradékos osztds: valamely a,b,k,r € Z egészekre azt
mondjuk, hogy a-ban k-szor van meg a b és a maradék r, ha a = k-b+r és
0 <r < |b|— 1. Fontos tehdt, hogy a maradék mindig egy |b|-nél kisebb, nemne-
gativ egész. Igy példaul (—30)-at 9-cel maradékosan osztva azt kapjuk, hogy az
(—4)-szer van meg benne és a maradék 6 (hiszen —30 = (—4) -9+ 6). A maradékos
osztas barmely a,b € Z, b # 0 egészek esetén elvégezhets (vagyis 1éteznek hoz-
zajuk a megfeleld &, r értékek), hiszen az a-t6l az egész szamok sorozatiban lefelé
1épegetve legfoljebb |b| — 1 tdvolsdgban nyilvén taldlunk b-vel oszthat6 szdmot.

A maradékos osztason alapul az alabbi egyszer(, de a szamelméleti vizsgalatok
szempontjabodl alapvetd fontossdgu fogalom.

2.3.1. Definicié. Legyenek a,b,m € Z, m # 0 tetszbleges egészek. Azt mondjuk,
hogy a kongruens b-vel modulo m, ha a-t és b-t m-mel maradékosan osztva azonos
maradékokat kapunk. Ennek a jele: a = b (mod m), vagy roviditve a=b (m). Az
m szdmot az a = b (mod m) kongruencia modulusénak nevezziik.

Igy példaul: 17 = 52 (mod 7), mert 17 és 52 7-es maradéka is 3. Igaz a
33=-30 (mod9) kongruencia is, mert 33 és —30 9-es maradéka egyardnt 6
(ugyanis a —30 is 6-tal nagyobb egy 9-cel oszthaté szdmnal). A kongruencia jele
nem véletlen emlékeztet az egyenldségjelre: a fogalom mogott meghtizodd szem-
1élet az, hogy az a és b egészeket azonosnak tekintjilk az m szerinti maradékuk
szempontjabol. Kevésbé szemléletes, de bizonyitdsokban kényelmesebben kezelhe-
t6 a kongruencia definicidjanak alabbi atfogalmazasa.

2.3.2. Allitas. Tetszoleges a,b,m € Z, m # 0 egészekre a = b (mod m) akkor és
csak akkor igaz, ha m|a — b.

Bizonyitds: Jelolje ry, illetve rp az a, illetve a b maradékit m-mel osztva. Esze-
rint a=ky-m—+ry és b =ky-m+ ry valamely ky,ky és 0 < rj,rp <m—1 egé-
szekre. Mivel a és b szerepe szimmetrikus, ezért feltehet6, hogy r| > rp. Ezekbdl
a—b= (ki —ky)-m+ (r; —r2), vagyis (a — b)-t m-mel osztva a maradék r| — r;.
Igy ml|a — b akkor és csak akkor teljesiil, ha | = r,, ami definicié szerint valGban
ekvivalens azzal, hogy a = b (mod m) fenndll. a

A kongruencia fogalmat az teszi igazan hasznossa, hogy az alapmtiveletek — az
osztas kivételével — hasonléan végezhetSk vele, mint az egyenletekkel. Az Gssze-
adasra, kivondsra és szorzdsra vonatkozé azonossdgokat foglalja 6ssze az aldbbi
tétel.
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2.3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a = b (mod m) és ¢c = d (mod m) fenndllnak az
a,b,c,d,m egészekre és k > 1 tetszdleges. Ekkor igazak az aldbbiak:
(i) atc=b+d (mod m)
(ii) a—c=b—d (mod m)
(iii) a-c=b-d (modm)
(iv) d=bF (mod m)

Bizonyitds: A tétel feltételei a 2.3.2. Allitas szerint tigy fogalmazhatSk, hogy m|a —b
és m|c — d. Mivel m-mel oszthat6 szdmok Osszege és kiilonbsége is nyilvan m-mel
oszthatd, ezért ezekbdl kovetkezik, hogy m|(a —b) + (¢ —d) = (a+c¢) — (b+d) és
m|(a—b)—(c—d) = (a—c) — (b—d); vagyis (ismét a 2.3.2. Allitds miatt) a tétel
(i) és (ii) allitasai igazak.

Mivel egy m-mel oszthat6 szam barmely tobbszorose is nyilvan m-mel osztha-
t6, ezért m|a — b-bdl m|c(a — b) = ac — be kovetkezik és hasonléan, m|c — d mi-
att m|b(c —d) = bc — bd. Ismét kihasznélva, hogy m-mel oszhaté szdmok Osszege
m-mel oszthat6 kapjuk, hogy m|(ac — bc) + (bc — bd) = ac — bd. Ez épp a tétel (iii)
allitasa (a 2.3.2. Allitast hasznalva).

Végiil a (iv) allitds kovetkezik a (iii)-bol: ha azt a ¢ = a és d = b szereposz-
tasban alkalmazzuk, akkor az a®> = b* (mod m) kongruencidt kapjuk; erre és az
a =b (mod m) kongruencidra tjra (iii)-at alkalmazva kapjuk az a* = b> (mod m)
kongruenciat, stb., (k — 3) tovébbi ilyen 1épés utan jutunk az a* = b* (mod m) ered-
ményre. O

A fenti tétel elsé harom 4llitasat gyakran haszndljuk mér a ¢ = d specidlis eset-
ben is: mivel ¢ = ¢ (mod m) nyilvdn igaz, ezért a = b (mod m)-b6l kovetkezik,
hogy a+c¢=b+c (mod m),a—c=b—c (mod m), illetve a-¢ = b-¢ (mod m).
Hasonl6 allitas az osztas esetében nyilvan nem érvényes — mar csak azért sem, mert
a kongruencia mindkét oldaldn egész szdmnak kell dllnia. De még ha ez a feltétel
nem is sériilne, az osztds akkor sem feltétlen miikodik: példdul 40 = 64 (mod 12)
igaz, de mindkét oldalt 8-cal elosztva a hamis 5 = 8 (mod 12) 4llitdst kapndnk. A
kongruencidk osztdsdra vonatkozo szabdlyt az alabbi tétel mondja ki.

2.3.4. Tétel. Legyenek a,b,c,m tetszdlegesek és d = (c,m) (ahol a gombilyii zd-
rdjel a legnagyobb kizos osztot jeloli). Ekkor a-c¢ =b-c (mod m) akkor és csak
akkor igaz, haa=b (mod 7).

Bizonyitds: Legyen ¢’ = § és m’ =% Nyilvin ¢’ és m' egészek (mert d k6zos osztéja
c-nek és m-nek). Tovabbd (¢’,m’) = 1, ugyanis ellenkezd esetben (c’,m’) - d egy
d-nél nagyobb kozos osztdja volna c-nek és m-nek.

a-c=b-c (modm)a2.3.2. Allitds szerint azt jelenti, hogy m|ac —bc = c(a—b).
Ez ekvivalens azzal, hogy m'|c'(a — b) (mert az m -k = c(a — b) egyenlet is ekviva-
lens az m' - k = ¢/(a — b) egyenlettel). Megmutatjuk, hogy ez tovdbb ekvivalens az
m'|a — b oszthatésaggal — amivel (ismét a 2.3.2. Allitds miatt) a tétel bizonyitdsa
teljes lesz.
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Val6ban, egyrészt m'|a — b-b8l nyilvan kovetkezik m’|c’(a — b) (hiszen m’'-vel
oszthat6 szdm barmely t6bbszordse is az). Megforditva, ha m'|c’(a — b), akkor ¢’ és
a — b primtényezss felbontdsdnak egyesitése mar tartalmazza az m’ primtényezds
felbontdsét. Mivel azonban (¢’,m’) = 1, ezért ¢’ és m’' primtényezs felbontdsdban
nincs kozos prim, igy m’ primtényezds felbontdsit teljes egészében az a — b primté-
nyez3s felbontdsanak kell tartalmaznia. Vagyis m'|a — b valéban igaz. a

A fenti tételnek gyakran hasznéljuk azt a kovetkezményét, hogy (c,m) = 1 ese-
téna-c =b-c (mod m) ekvivalens az a = b (mod m) kongruencidval.

2.3.5. Feladat. Milyen maradékot ad
a) 10010 11-gyel osztva; b) 6543! 655-tel osztva; c) 111%4! 35-tel osztva?

Megoldds: A megolddsban végig a 2.3.3. Tétel allitasait fogjuk haszndlni.

a) Tudjuk, hogy 100 =1 (mod 11) (hiszen 99 oszthat6 11-gyel). A kongruen-
cia mindkét oldal4t 100-adik hatvanyra emelve: 1009 = 119 = 1 (mod 11). gy
100'% 1 maradékot ad 11-gyel osztva.

b) Itt a 654 = —1 (mod 655) kongruencidbdl érdemes kiindulni. Ezt a
321-edikre emelve: 654°?' = (—1)*2! = —1 (mod 655). igy 654°2! 654 maradé-
kot ad 655-tel osztva.

¢)A 111 =6 (mod 35) kongruenciat 41-edikre emelve: 111! = 6*! (mod 35).
Most azonban ezzel a feladat még nincs megoldva. A tovdbblépéshez a kulcs az lesz,
hogy 67 = 1 (mod 35). Ezt 20-adikra emelve: 6*° = (6)2° = 129 = 1 (mod 35).
Mindkét oldalt 6-tal szorozva: 6*! = 6% .6 = 6 (mod 35). Mindezekbdl tehit
111*' =6 (mod 35), igy a keresett maradék a 6. O

2.4. Linearis kongruenciak

A linedris kongruencia feladata ugy viszonylik a kongruencia fogalmahoz, mint
ahogyan a linedris egyenlet az egyenl8séghez: adott a,b,m egészek esetén azo-
kat az x egészeket keressiik (ha 1éteznek), amelyekre a-x = b (mod m) teljesiil.
Példdul a 4x = 3 (mod 11) linedris kongruencidnak megolddsa az x = 9 (mert
36 =3 (mod 11)). A 8x =3 (mod 14) linedris kongruencia viszont nyilvidn nem
megoldhatd, mert 8x paros szdm, igy nem adhat 14-gyel osztva 3 maradékot.
Azonnal megfigyelhetjiik, hogy haaz a-x =5 (mod m) lineéris kongruencidnak
xo egy megoldasa, akkor ez rogton végtelen sok tovabbi megoldast is garantal: ha
x1 =xp (mod m), akkor a 2.3.3. Tétel szerinta-x; = a-xo =b (mod m) is teljesiil,
igy x| is megoldds. Példdul az imént ldtott 4x =3 (mod 11) linedris kongruencidnak
megolddsa minden olyan x, amelyre x =9 (mod 11). Nem nehéz végiggondolni,
hogy ezzel ennek a feladatnak az dsszes megolddsiat megkaptuk: valéban, ha az x;
megoldés 11-gyel osztva xy maradékot ad, akkor 0 < xp < 10 és x; = xp (mod 11)
miatt xp is megoldas, marpedig az x =0, 1,..., 10 egészeket behelyettesitve lathato,
hogy ezek koziil csak az x = 9 megoldds. De példdul a 6x =4 (mod 10) linedris
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kongruencidnak mar 2 megolddsais vana0, 1,...,9 szdmok kozott: a 4 és a 9; ezért
ennek a feladatnak az 6sszes megolddsét igy adhatjuk meg: x =4 vagy 9 (mod 10).

A tovdbbiakban elfogadjuk azt a megéllapodast, hogy az a-x =b (mod m) line-
aris kongruencia megolddsait mindig ,,modulo m keressiik” — vagyis arra vagyunk
kivédncsiak, hogy x milyen maradékot adhat m-mel osztva. Az a-x = b (mod m)
feladat megoldasainak a szdmardl is fogunk beszélni — de ezeket is ,,modulo m sza-
moljuk”, vagyis arra keressiik a valaszt, hogy hany kiilonb6z6 m szerinti maradékot
adhat x. Példdul az el6bb létott 6x =4 (mod 10) linedris kongruencidnak 2 megol-
ddsa van modulo 10.

A fenti példdkbdl egyben az a-x = b (mod m) egy elvi megoldédsi mddszere
is kiolvashat6: a 0,1,...,m — 1 szdmokat egyesével behelyettesitve az sszes meg-
oldast adé maradékot megtalaljuk. Persze ez a médszer nagyobb m-ekre rendkiviil
lassu. Az alabbi feladatban latni fogjuk, hogy a 2.3.3. és a 2.3.4. Tételeket hasznalva
hogyan lehet egyes konkrét linedris kongruencidkat ennél sokkal gyorsabban meg-

z 2z

oldani, kés6bb pedig (a 2.6.5. szakaszban) egy hatékony algoritmust is megadunk.

2.4.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi linearis kongruenciakat!
a) 68x =12 (mod 93) b) 39x =24 (mod 198)
¢) 59x =4 (mod 222) d) 51x =100 (mod 170)

Megolddas: a) Els6 1épésként elosztjuk mindkét oldalt 4-gyel. Mivel (4,98) = 2, ezért
a 2.3.4. Tétel szerint a modulus % = 49-re véltozik:

17x =3 (mod 49).
Most mindkét oldalt megszorozzuk 3-mal:

51x=9 (mod 49).

Ez a 1épés azért volt hasznos, mert 51 =2 (mod 49) miatt 51x = 2x (mod 49) is
igaz minden x-re, igy a feladat a kovetkezdre egyszertisodik:

2x=9 (mod 49).
Ez viszont 9 = 58 (mod 49) miatt igy is irhato6:
2x =58 (mod 49).
Igy ismét eloszthatjuk mindkét oldalt 2-vel:
x=29 (mod 49)

(ahol a modulus most (49,2) = 1 miatt nem vdltozott). Ezzel ugyan mér az 6sszes
megoldast megkaptuk, de még hatra van, hogy a fentebb irtak szerint az eredményt
modulo 98 is megadjuk. Ha x =29 (mod 49), akkor x = 49k + 29 valamilyen k-ra;
ha most k = 2/ paros, akkor x = 98¢ + 29, ha viszont k = 2/ + 1 pératlan, akkor
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x=49(20+1)+29 =98¢+ 78. (Vagyis egy 49-cel osztva 29 maradékot ad6 szam
98-cal osztva nyilvan 29 vagy 29 449 = 78 maradékot ad.) Igy a végeredmény:

x =29 vagy 78 (mod 98).

Ellendrizve az eredményeket: 68 -29 = 12 (mod 98) és 68-78 = 12 (mod 98) va-
l6ban igazak.

b) Mindkét oldalt 3-mal osztva: 13x =8 (mod 66).
(Itt az 4j modulus: (11998553) = % = 66.) Most 5-tel szorozva:  65x =40 (mod 66).
Ez 65 = —1 (mod 66) miatt igy is irhatd: —x =40 (mod 66).
(—1)-gyel szorozva: x=—-40=26 (mod 66).
Tehét a feladat megolddsa: X =26 vagy 92 vagy 158 (mod 198).

(Valéban, ha x = 66k + 26, akkor a k = 3¢, k = 3/ + 1 és k = 3/ + 2 alakokat sorban
behelyettesitve x = 198¢ + 26, x = 198¢ 4 92, illetve x = 198/ + 158 adédik.)
Ellendrizve kideriil, hogy 3926 = 24 (mod 198), 39-92 = 24 (mod 198) és
39-158 =24 (mod 198) egyarént igazak.

¢) 4-gyel szorozva: 236x =16 (mod 222).
Ez 236 = 14 (mod 222) miatt igy irhaté: 14x =16 (mod 222).
2-vel osztva: 7x =28 (mod 111)
(ahol az dj modulus % = 22 = 111). 16-tal szorozva: 112x=128 (mod 111).
Ez112=1 (mod 111) és 128 =17 (mod 111) miatt igy frhat6:x = 17 (mod 111).
Ebbdl x =17 vagy 128 (mod 222).

Azonban az ellen6rzés most azzal az elsd latdsra meglepd eredménnyel zarul,
hogy 59 -128 =4 (mod 222) ugyan igaz, de 59-17 =4 (mod 222) nem: va-
I6ban, 5917 = 1003, ez pedig 115 maradékot ad 222-vel osztva. Hol kovettiik
el a ,hibat”, hogy johetett be hamis gyok? A titok nyitja a legelsé 1épésben, a
4-gyel valé szorzasban rejlik: ez ugyan ,helyes 1épés” volt abban az értelemben,
hogy ha 59x = 4 (mod 222) igaz, akkor 236x = 16 (mod 222) is (ez kovetke-
zik a 2.3.3. Tétel (iii) allitasabol). A forditott kovetkeztetés azonban mar hamis:
ha 236x = 16 (mod 222), akkor 4-gyel osztva (a 2.3.4. Tételnek megfelelGen,
(222,4) = 2 miatt) az 59x = 4 (mod 111) kongruencidt kapjuk. Ez valéban ke-
vesebb az 59x =4 (mod 222) kongruencia allitdsdndl, hiszen (59x — 4)-nek csak a
megolddsban a 4-gyel szorzas nem ekvivalens 1épés volt — hasonl6an ahhoz, aho-
gyan példdul a négyzetre emelés sem ekvivalens 1épés az egyenletek megoldasakor.

A tanulsdg is ugyanaz, mint amit az egyenletek négyzetre emelésével kapcsolat-
ban megszoktunk: ha az a-x = b (mod m) linedris kongruencia mindkét oldalét egy
m-hez nem relativ prim szimmal szorozzuk, akkor ez a 1épés nem ekvivalens, ha-
mis gyokok megjelenésével jar. Ha tehat ilyen 1épést tesziink (ami idénként — mint
példaul a fenti megoldasban is — nagyon kényelmes), akkor az eredmények ellen6r-
zésével ki kell sziirni a hamis gyokoket. (Erdemes megfigyelni, hogy az a) és a b)
feladatban egyszer sem szoroztunk a modulushoz nem relativ prim szdmmal, csak
ekvivalens lépéseket tettiink. Igy ezeknél az ellenSrzés szerepe csak a szdmoldsi hi-
bak kiszirésére korlatozddott, a megoldasok elvileg — szemben a c) feladatra adott
fenti megolddsunkkal — enélkiil is teljes értékiiek voltak.)
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Végiil is tehdt a c) feladat végeredménye: x = 128 (mod 222).

d) Ha xo megoldésa a feladatnak, akkor 170|51xy — 100. Ebbgl 17170 miatt
17|51xp — 100. Azonban ez lehetetlen: 17|51 miatt 17|51xo, igy (mivel 17-tel oszt-
haté szdmok kiilonbsége is 17-tel oszthatd) a 17|100 ellentmondést kapndnk. Tehdt
ennek a linedris kongruencidnak nincs megoldésa. |

A fenti feladat d) részében a megoldhatatlansag hétterében az volt, hogy 51-nek
és 170-nek van egy olyan k6z0s osztdja — nevezetesen a 17 —, ami 100-nak nem osz-
t6ja. Az aldbbi tételbdl az deriil ki, hogy egy tetszbleges a-x = b (mod m) linedris
kongruencia is csak akkor lehet megoldhatatlan, ha ezt hasonléan meg lehet mutatni
a-nak és m-nek egy olyan k6zos d osztéjaval, ami b-nek nem osztéja. Persze fel-
meriil a kérdés: hogyan lehet egy ilyen d 1étezését eldonteni? A vélasz egyszer(i: ha
van ilyen d, akkor a és m legnagyobb koz0s osztdja is rendelkezik ugyanezzel a tu-
lajdonsdggal (mert az a szamelmélet alaptételébdl kovetkezben d-nek tobbszorose).

2.4.2. Tétel. Aza-x=b (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor meg-
oldhatd, ha (a,m) |b. Ha pedig ez a feltétel teljesiil, akkor a-x =b (mod m) meg-
olddsainak szdma modulo m (a,m)-val egyenld.

Bizonyitds: Legyen d = (a,m). Elszor a feltétel sziikségességét latjuk be. Tegyiik
fel tehdt, hogy a-x = b (mod m) megoldhaté és legyen xy egy megoldds. Ekkor
tehdt a-xo =b (mod m), igy m‘a -xo — b. Ebbdl d|m miatt d’a -xo — b is kovetkezik.
Emellett d ’a miatt d |a - xp is igaz. Mivel d-vel oszthat6 szamok kiilonbsége is d-vel
oszthat6, ezekbdl (a,m) =d ‘a -x0 — (a-xp — b) = b valéban kovetkezik.

A feltétel elégségességét elGszor a (a,m) = 1 esetben latjuk be. Mivel ekkor
(a,m) |b mindenképp igaz, meg kell mutatnunk, hogy a-x = b (mod m) megoldha-
t6. Helyettesitsiik be x helyére a 0, 1,...,m — 1 szimok mindegyikét — vagyis mindet
szorozzuk meg a-val. Allitjuk, hogy a kapott eredmények koziil semelyik kett nem
ad azonos maradékot m-mel osztva. Valéban, ha valamely 0 < x; <x <m— 1
értékekre a-x; = a-xy (mod m) teljesiilne, akkor a 2.3.4. Tétel szerint mindkét
oldalt a-val osztva az x; = x, (mod m) kongruencidt kapndnk (ugyanis az osztés-
ndl (a,m) = 1 miatt a modulus nem valtozik); ez azonban 0 < x; < x; <m— 1
miatt lehetetlen. Ezzel a feltétel elégségességét az (a,m) = 1 esetben valGban belat-
tuk: mivel az a-0,a-1,a-2,...,a- (m—1) szdmok koziil barmely kettd kiilonbozs
maradékot ad m-mel osztva, igy ezek kozott a maradékok kozott minden m sze-
rinti maradék pontosan egyszer fordul eld, vagyis pontosan az egyikiik egyenld a
b maradékdval. Ezzel tehat a megoldhatésdg ténye mellett azt is belattuk, hogy az
(a,m) = 1 esetben a megolddsok szdma 1-gyel egyenld modulo m — 6sszhangban a
tétel dllitasaval.

Most beldtjuk a feltétel elégségességét az (a,m) > 1 esetben is. Legyen tovabb-
ra is d = (a,m) és tegyiik fel, hogy d|b. Vezessiik be az a' = 4, m' =2, b = g
jeloléseket. Ekkor tehdt a’, m' és b’ is egészek, tovabba (a’,m') = 1. (Az utébbi
allitas indokldsat a 2.3.4. Tétel bizonyitdsdban mér lattuk: ha (¢/,m’) > 1, akkor
(a',m') - d egy d-nél nagyobb kozds osztdja volna a-nak és m-nek.) A 2.3.4. Tétel
szerint az a-x = b (mod m) kongruencia ekvivalens a d-vel val6 osztdssal kapott
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d -x="b" (mod m') kongruencidval. (Itt az 4j modulus (af’;l) = % =m'.) Erre azon-
ban (a’,m’) = 1 miatt mér alkalmazhat6 az el6z8 bekezdésben mér bebizonyitott
specidlis eset: az @’ -x=b' (mod m') (és igy az a-x =b (mod m)) linedris kongru-
encia megoldhat6 és egyetlen megolddsa van modulo 7',

A tétel bizonyitasabdl tehat minddssze annak a megmutatdsa van hétra, hogy ha
az a-x = b (mod m) linedris kongruencidnak x( az egyetlen megolddsa modulo m’
(ahol 0 < xo < m' — 1), akkor ez d = (a,m) darab megoldast jelent modulo m. Ezt
a2.4.1. Feladatban ldtotthoz hasonldan ldtjuk be. Az dsszes megoldés x = k-m’ +xg
alakd, ahol k tetszoleges egész. Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy ha itt k helyére
két kiilonbozd egészt — jelolje ezeket k| és ky — helyettesitiink, akkor az ezekbdl
ad6do ky -m’ + xq és ko - m' + xo megolddsok azonos vagy kiilonbdzé maradékot
adnak m-mel osztva. A ki -m’' +xo = ky - m' +x¢ (mod m) kongruencia mindkét
oldalabdl eldszor xo-t levonva, majd m’-vel osztva a k| = k» (mod d) kongruenciat
kapjuk, ahol az j modulus ﬁ = 7 = d. Ez tehdt azt jelenti, hogy k helyére
a0,1,...,d — 1 értékeket helyéttesftve megkapjuk az 6sszes lehetséges megoldast
modulo m; vagyis az a-x = b (mod m) 6sszes megoldédsa

x = xo vagy xo +m’ vagy xo +2m’ vagy ... vagy xo+ (d — 1)m’ (mod m).

Igy a megoldésok szima modulo m valéban d = (a,m). O

Ez a tétel tehat megvalaszolja egy tetsz6leges linedris kongruencia megoldhat6-
sdganak a kérdését, de a fenti bizonyitds a megolddsok megtaldldsdra nem ad haté-
kony mddszert. Valéban, az (a,m) = 1 esetben a bizonyitds alapgondolata egysze-
riien az Osszes eset végigprobalgatasa volt, ez pedig nagy m-ekre hasznalhatatlanul
lassi. A bizonyitds mégis szolgdl egy, a gyakorlat szempontjabdl is fontos tanul-
sdggal: az a-x = b (mod m) linedris kongruencia megoldésa az (a,m) > 1 esetben
egyszer(ien egy (a,m)-val val6 osztds révén visszavezethetS az @’ -x = b’ (mod m')
feladatra, amelyre mar (a’,m’) = 1. Igy késdbb (a 2.6.5. szakaszban) elég lesz csak
az ebbe a specidlis esetbe tartozé linedris kongruencidk megoldédséra szolgdlé algo-
ritmust megadni, ezzel az 4ltaldnos esetet is megoldjuk.

Emellett a fenti tétel akkor is jol haszndlhat6, ha egy linedris kongruen-
ciat a 2.4.1. Feladatban latotthoz hasonlé mddszerekkel oldunk meg. Példaul
a 2.4.1. Feladat d) részében (51,170) = 17 )(100 mutatja, hogy nincs megoldas.
De (a,m) meghatdrozdsa akkor is hasznos, ha (a,m)’b teljesiil (és igy a linedris
kongruencia megoldhat6), mert el6re tudhatd, hogy a megolddsok szdma (a,m) lesz
modulo m, ami segitség lehet az esetleges szamolasi hibdk felismerésében és a ha-
mis gyokok kisztirésében.

2.4.1. Kétvaltozos, linearis diofantikus egyenletek

Azi. sz. 3. szdzadban élt gorog matematikus, Diophantosz munkdssdga nyoman dio-
fantikus egyenletnek nevezziik azokat a feladatokat, ahol egy (tobb véltozds) egyen-
letnek az egész megoldasait keressiik. Ezek kozott a feladatok kozott nagyon ne-
hezek is vannak, ilyen példdul a hires Nagy Fermat-sejtés, amit a 17. szdzadban élt
Pierre de Fermat éppen Diophantosz Arithmetika cimi konyvének olvasdsa kozben,
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annak a margdjéra jegyzett fel: eszerint az x* +y" = 7" egyenletnek az n > 3 esetben
nincs megolddsa, ha x, y és z nullatdl kiilonbozd egészek. Ezt csak tobb, mint 350
évvel kés6bb, 1994-ben sikeriilt bebizonyitania Andrew Wilesnak.

A diofantikus egyenletek koziil a legegyszertibbek a kétvaltozos, linedris egyen-
letek: adott a, b, c egészekre az a-x+ b -y = c egyenlet egész x,y megoldésait ke-
ressiik. Latni fogjuk, hogy ezek a feladatok konnyen visszavezethetSk egy linedris
kongruencia megolddsara.

2.4.3. Feladat. Adjuk meg a 31x+ 153y = 928 egyenlet Gsszes egé€sz megoldasat!

Megoldds: Atrendezés utin a 153y = 928 — 31x egyenlet egész megoldasait

keressiik — vagyis azokat az x egészeket, amelyekre 153‘928 — 31x. Ez pedig
a2.3.2. Allitds szerint ekvivalens a 31x = 928 (mod 153) linedris kongruencidval.

Mivel (31,153) = 1, ezért a 2.4.2. Tétel szerint ez a linedris kongruencia meg-
oldhaté és egyetlen megolddsa van modulo 153. Ezt a 2.4.1. Feladatban latott méd-
szerekkel keressiik meg.

928 =10 (mod 153) miatt a feladat igy irhat6: 31x=10 (mod 153).
5-tel szorozva: 155x =50 (mod 153).
Ez 155 =2 (mod 153) miatt igy irhat6: 2x =50 (mod 153).
2-vel osztva: x=25 (mod 153),
ahol (2,153) = 1 miatt az osztds a kongruencia modulusdt nem véltoztatta meg.

Ezzel tehat a linedris kongruenciat megoldottuk. Egyetlen megoldast kaptunk
modulo 153, ami 6sszhangban van a 2.4.2. Tétel 4llitdsabol nyert fenti varakoza-
sunkkal, igy ez az eredmény biztosan helyes. De hivatkozhatunk arra is, hogy a
1épéseink ekvivalensek voltak — igaz ez még az 5-tel valé szorzésra is (153,5) =1
miatt (14sd a 2.4.1. Feladat c) részének megolddsa kapcsan {rtakat).

A diofantikus egyenletben x helyére tehdt x = 153k 425 alakd szdmot frhatunk.
Ezt az egyenletbe visszahelyettesitve, majd y-t kifejezve: y = 1 — 31k. Igy a diofan-
tikus egyenlet megolddsai az (x,y) = (153k+ 25,1 — 31k) alakd szampéarok. O

A fenti megolddsban latott médszer tetszdleges a-x+ b -y = c alakd diofanti-
kus egyenletre mikodik: b-y = ¢ —a - x miatt x-re a b|c —a - x feltétel addédik, ami
ekvivalens az a-x = ¢ (mod b) linedris kongruencidval. Ha ennek nincs megoldésa,
akkor a diofantikus egyenletnek sincs. Ha van, akkor a 2.4.2. Tétel szerint (a,b) da-
rab megoldas l1étezik modulo b — ami tgy is fogalmazhat6, hogy egyetlen megoldés
van modulo b’ = ((;’7) (14sd a 2.4.2. Tétel bizonyitdsdnak utolsé bekezdését). Ha

ezt a modulo b’ vett egyértelm(i megolddst xq jeloli, akkor az egyenletben x helyé-
re x = xo + k- b’ alakd sz4m frhat6; ezt az egyenletbe helyettesitve és y-t kifejezve
megkapjuk az dsszes (x,y) megoldast.

A most lefrt médszer segitségével konnyen nyerhet6 dltaldnos érvény tétel is a
kétvaltozds, linedris diofantikus egyenletek megoldhatdsdgardl.

2.4.4. Tétel. Az a-x+Db-y= c egyenletnek akkor és csak akkor létezik egész x,y
megolddsa, ha (a,b)|c.

Bizonyitds: Az imént megmutattuk, hogy a-x+ b -y = ¢ egészekkel val6 megoldha-

tosdga ekvivalens az a-x = ¢ (mod b) linedris kongruencia megoldhatésdgaval. Ez
pedig a 2.4.2. Tétel szerint valéban ekvivalens az (a, b)|c feltétellel. m
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2.4.2. Szimultan kongruenciarendszerek

A szamelmélet szamos alkalmazdsdban felmeriil olyan feladat, amelyben az egy-
szerre tobb kongruencidnak is eleget tevS x szdmokat keressiik: x = a; (mod my),
x=ap (mod mp), ..., x = a; (mod my). Ezt a feladatot szimultdn kongruencia-
rendszernek nevezziik és a megolddsat gyakran hasznaljak egyes szamitdsi feladatok
gyorsitasara, illetve tarkapacitdsanak csokkentésére (példaul egész elemi matrixok
determindnsdnak kiszamitdsandl, vagy egész egyiitthatds linedris egyenletrendsze-
rek megolddsandl). Szerencsére ezek a feladatok is konnyen visszavezethet6k line-
aris kongruencidkra.

2.4.5. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszereket!
a)x=11 (mod 42), x=10 (mod 199)
b) x=16 (mod 78), x =56 (mod 364)
¢)x=1 (mod 15),x =4 (mod 21), x =6 (mod 50)

Megoldds: a) Az els6 kongruencia szerint x = 42k 4 11 valamely k egészre. Ezt a

madsodik kongruencidba helyettesitve: 42k+11 =10 (mod 199).
11-et levonva linedris kongruencia feladatra jutunk: 42k = —1 (mod 199).
5-tel szorozva: 210k = —5 (mod 199),
ami 210 =11 (mod 199) miatt igy is {rhatd: 11k = -5 (mod 199).
18-cal szorozva: 198k = —90 (mod 199),
vagyis —k=-90 (mod 199).
(—1)-gyel szorozva: k=90 (mod 199).

Minden 1épésiink ekvivalens volt (mert (5,199) =1 és (18,199) = 1), ezért
ezzel valban a linedris kongruencia Gsszes megolddsat kaptuk meg. fgy tehat
k =199¢4 90 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve az x = 42k + 11 egyen-
letbe: x = 42(199£+90) + 11 = 8358¢ + 3791. Vagyis a kongruenciarendszer meg-
olddsai az x = 3791 (mod 8358) kongruenciat kielégit5 x egészek.

b) Kovetve az a) feladat megolddsat: x = 78k + 16, amit a mdsodik kongruenci-
dba helyettesitve, majd 16-ot levonva a 78k = 40 (mod 364) linedris kongruencidra
jutunk. Itt (78,364) = 26, igy 26 )(40 miatt (a 2.4.2. Tétel szerint) a linedris kong-
ruencidnak nincs megolddsa — igy a kongruenciarendszernek sincs.

¢) El6szor az els6 két kongruencia kozos megolddsait keressiik meg. Az a) €s b)
feladatban mar l14tott médszert kovetjiik: x = 15k 4 1, ezt a masodik kongruencidba

helyettesitve és 1-et levonva: 15k =3 (mod 21).
3-mal osztva ((3?72]1) = 23—1 = 7 miatt): 5k=1 (mod 7).
Ez5=-2 (mod7)és 1= —6 (mod 7) miatt igy is irhaté: —2k=—6 (mod 7).
(—2)-vel osztva: k=3 (mod7)

(és csak ekvivalens lépéseket tettiink). igy k = 70+ 3, amibd] megkapjuk az elsé két
kongruencia kozos megoldésait: x = 15(7¢+ 3) + 1 = 105¢ 4 46. Ezt behelyettesit-
hetjiik a harmadik kongruencidba: 105¢+46 =6 (mod 50).
46-ot levonva: 105¢ = —40 (mod 50).
Felhaszndlva, hogy 105 =5 (mod 50) és —40 =10 (mod 50): 5/ =10 (mod 50).
5-tel osztva: £=2 (mod 10).
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Vagyis £ = 10r 42 alkalmas ¢-re, amit az x = 105¢ 4 46 egyenletbe visszahelyette-
sitve: x = 1050¢ 4-256. Vagyis a hdrom kongruencidbdl 4ll6 rendszer megoldasait
az x =256 (mod 1050) kongruencidt kielégits x egészek adjak. |

A fenti feladatban 14tott mdédszer nyilvan tetszdleges kongruenciarendszer meg-
oldhat6sdgédnak eldontésére és a megolddsok megtaldldsdra alkalmazhatd. A két
kongruencidbdl 4116 x = a; (mod m;), x = ap (mod my) rendszer megolddsédhoz
az elsé kongruencidbdl kapott x = k- m + a; alakot a mdsodikba helyettesitjiik,
amibdl rendezés utdn az m; - k = ap — a; (mod my) linedris kongruencidt kapjuk
k-ra. Ha ennek nincs megolddsa, akkor a kongruenciarendszernek sincs. Ha van,
akkor (a 2.4.2. Tétel szerint) (m;,m,) darab megoldés létezik modulo my, — vagyis

egyetlen megoldds van modulo m’ = (m:"ifnz) Ha ezt a modulo n’ vett egyértelmi

megolddst kg jeloli, akkor a k = m' - £+ kg alakot visszahelyettesitve az x = k-mj +a;
egyenletbe az x =my - (m' - £+ ko) +a; = my -m’ - £+my - ko + a1 megolddsokat kap-
juk. Vagyis a kongruenciarendszer megoldésai az x = my - ko +a; (mod my - m')
kongruenciat kielégitd x egészek.

Mivel a két kongruencidbdl all6 rendszerek megoldésai (ha l1éteznek) a fentiek
szerint egyetlen kongruencia megoldashalmazaként irhaték le, ez (a fenti c) feladat
megolddsdhoz hasonldan) a ketténél tobb kongruencidbdl all6 rendszerek megol-
dasat is lehet6vé teszi: ehhez a fenti bekezdésben leirt médszerrel mindig eggyel
csokkentjiik a rendszert alkot6é kongruencidk szdmat, mig végiil egyetlen kongruen-
cidbol 4ll6 rendszert (vagyis a megolddsokat) kapjuk.

A fenti lefrt médszer segitségével konnyen nyerhetd dltaldnos érvény tétel is a
kongruenciarendszerek megoldhatésagardl.

2.4.6. Tétel. Azx=a; (modmy), x=a, (modmy) kongruenciarendszer akkor és
csak akkor megoldhatd, ha (my,m;) |a1 —ay. Ha ez a feltétel teljesiil, akkor a meg-
olddshalmaz x = xy (mod [m1,m3)) alakii valamilyen x egészre (ahol [my,m] az
my és my legkisebb kozos tobbszordsét jeloli).

Bizonyitds: Fentebb megmutattuk, hogy a rendszer megoldhatdsdga ekvivalens

az m) -k = ay —a; (mod my) linedris kongruencia megoldhatésdgaval. Ez pedig
a2.4.2. Tétel szerint val6ban ekvivalens az (mj,m;) |a1 — ay feltétellel.

A fentiekbdl az is kideriil, hogy ha ez a feltétel teljesiil, akkor a rendszer Gsszes
megoldését az x = xo (mod my -m') kongruencia adja egy alkalmas x egészre, ahol

m = M oy a tétel dllitdsa kovetkezik, az M2 — [y, my] azonossagbol,
. .(mhmZ) (my,my)
ami viszont a 2.1.5. Tétel kovetkezménye. O

Ennek a tételnek kozvetlen kovetkezménye az aldbbi, Kinai maradéktétel néven
kozismert tétel. Ez a valamikor az i. sz. 3. és 5. szdzad kozott élt Szun Cu kinai
természettuddés és matematikus Zhou Bi Suan Jing ciml miivében mar szerepel,
innen kapta a nevét.

2.4.7. Tétel. (Kinai maradéktétel)

Ha az my,my,...,my egészek koziil bdrmelyik ketté relativ prim, akkor az
x=a; (modmy), x=ap (modmy), ..., x = ay (mod my) kongruenciarendszer
megoldhaté és a megolddshalmaza x = xoy (mod my-my-...-my) alakii valamilyen

Xq egészre.
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Bizonyitds: Az x=a; (modmp), x = ay (mod my) rendszer a fenti tétel szerint

megoldhat6 (mert (my,m;) = 1) és a megolddshalmaza x = x; (mod m - my) alakd
(mert [my,my] = my - my). Ezt pérba éllitva az x = a3 (mod mj3) kongruencidval
és ismét alkalmazva a fenti tételt kapjuk, hogy a rendszer ismét megoldhat6 és a
megolddshalmaza x = x, (mod mj - my - m3) alakd. Ezt értelemszertien folytatva
kapjuk a tétel bizonyitdsat. d

2.5. Az Euler-Fermat tétel

A (fejezet elején emlitett) RSA algoritmusban a dekddolds kulcsa az lesz, hogy adott
a és m egészekre az a-nak egy m-mel osztva 1 maradékot adé hatvanyat megtaldljuk
— vagyis egy olyan k-t, amelyre ¢ = 1 (mod m). Ilyen k nem mindig létezik: ha
(a,m) = d > 1, akkor a* — 1 nemhogy m-mel, de még d-vel sem oszthaté (mert a*
oszthaté d-vel). Az Euler-Fermat tételbdl kovetkezik, hogy az (a,m) = 1 esetben
viszont mindig van ilyen k kitevd — még olyan is, ami a-t6] nem fiigg, csak m-t6l.

2.5.1. Az Euler-féle ¢ fiiggvény

A kongruencia fentebb megismert fogalma az m-mel vett maradékuk szerint ,,azo-
nositja” az egészeket. Lattuk, hogy a modulo m egymassal kongruens egészek valé-
ban sok szempontbdl azonosan viselkednek — az alabbi 4llitas szerint pedig még az
m-mel vett legnagyobb kozos osztdjuk szempontjabol is.

2.5.1. Allitas. Ha a=b (mod m) teljesiil, akkor (a,m) = (b,m).

Bizonyitds: a = b (mod m) miatt m‘a — b, igy b = a+k-m alkalmas k-ra. Le-
gyen d = (a,m). Mivel egy d-vel oszthaté szdm barmely tobbszorose, illetve ilye-
nek osszege is d-vel oszthatd, ezért a d |a ésd |m oszthat6sdgokbdl d ]k -m és igy
d |a +k-m = b is kovetkezik. Ezek szerint d kozos osztdja b-nek és m-nek, igy ezek
legnagyobb kozds oszt6jdndl nem lehet nagyobb, vagyis d = (a,m) < (b,m). Mi-
vel a és b szerepe az éllitdsban szimmetrikus, hasonléan beldthaté a (b,m) < (a,m)
allitas is, a kettdbdl egyiitt pedig (a,m) = (b,m) valéban kovetkezik. O

A fenti éllitdsnak fontos kovetkezménye, hogy « =b (mod m) esetén (a,m) =1
akkor és csak akkor igaz, ha (b,m) = 1 — vagyis az m-mel osztva azonos maradé-
kot adé szamok vagy mind relativ primek m-hez, vagy egyikiik sem az. Az aldbbi,
alapvetd fontossagu fiiggvény az el6bbi eset eldforduldsait szamolja meg.

2.5.2. Definicié. Ha n > 2 egész, akkor az 1,2,....n— 1 szdmok kozott az n-
hez relativ primek szdmdt @(n)-nel jeloljiik. Az n — @(n) fiiggvényt Euler-féle ¢

fuggvénynek nevezziik. (A ¢ gorog betii, kiolvasdskor ,,fi”-nek ejtjiik.)
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Példdul ¢(10) meghatdrozasdhoz az 1,2,...,9 szamok kozott kell a 10-hez re-
lativ primeket megszdmolnunk. A paros szamok nyilvan kiesnek és a pdratlanok
koziil is az 5 (mert ezeknek van 1-nél nagyobb kozos osztéjuk a 10-zel). A meg-
maradt 1,3,7 és 9 szdmok viszont mér relativ primek 10-hez, igy ¢(10) = 4. Ha
n = p primszam, akkor a definiciébdl rogton adddik, hogy @ (p) = p— 1; valéban az
1,2,...,p— 1 szamok mind relativ primek p-hez (mert p-nek nincs 1-nél nagyobb
és p-nél kisebb osztéja). Persze nagyobb, osszetett n-ekre @ (n) kiszdmitdsa a de-
finici6 alapjan nagyon faradsdgos volna. Az aldbbi tétel ezt nagyban megkonnyiti:
kideriil belSle, hogy n primtényezds felbontdsdbdl @(n) konnyen megkaphatd.

2.5.3. Tétel. Legyen azn > 1 egész kanonikus alakjan = p{* - p5*-...- p*. Ekkor

o) = (o0 =P ) (p =) o ().

Bizonyitds: Tegyik fel el6szor, hogy n primtényezds felbontdsdban csak egyetlen
prim van, vagyis n = p% valamilyen p primre és o > 1 egészre. Ekkor (n,a) > 1
akkor és csak akkor igaz, ha p|a (kiildnben a és n primtényezss felbontdsdban nem
lehetne k6z6s prim). Ez tehat azt jelenti, hogy az 1,2,...,n szdmok koziil % = p*~!

darab nem relativ prim n-hez (ugyanis nyilvan ennyi a p-vel oszthat6k szama). igy
definicié szerint @(n) =n—p*~! = p* — p*~!, Kovetkezésképp a tétel igaz minden
primhatvanyra — amibdl ltalanos n-re is konnyen kovetkezni fog az alabbi lemmat
felhaszndlva.

2.5.4. Lemma. Ha az a,b egészekre (a,b) = 1, akkor ¢(a-b) = @(a)- ¢(b).

A Lemma bizonyitdsa: El6szor is figyeljilk meg, hogy (x,a-b) = 1 akkor és csak ak-
korigaz, ha (x,a) =1 és (x,b) = 1 egyarant teljesiilnek. Valgban, mivel az a-b prim-
tényezss felbontdsa az a és a b primtényezds felbontdsanak az egyesitése, ezért a - b
primfelbontdsaban pontosan akkor nincs az x primfelbontdsdban is szerepl$ prim,
ha sem a-éban, sem b-ében nincs. Igy azt kell megmutatnunk, hogy az 1,2,...,a-b
egészek kozott @(a) - @ (b) darab olyan van, ami a-hoz és b-hez is relativ prim.

Irjuk be az 1,2,...,a- b egészeket sorfolytonosan egy (a x b)-s M mitrixba,
vagyis legyen m; j = (i—1)b+ jminden 1 <i<aés 1 < j < b esetén. Majd kere-
tezziik be a matrixban az a-hoz és b-hez (és igy a - b-hez) is relativ prim elemeket.
Példaul az a = 3, b = 8 értékekre késziilt matrix az alabbi:

2 3 4 6 8
9 10 12 14 15 16
18 20 21 22 24

Oszloponként fogjuk megszamolni M-ben a bekeretezett elemeket.

El6szor is vegyiik észre, hogy a2.5.1. Allitdsbél m; ;= (i—1)b+ j= j (mod b)
miatt (m; j,b) = (j,b) kovetkezik. Igy (m; ;,b) = 1 akkor és csak akkor igaz, ha
(j,b) = 1, vagyis M-ben a b-hez relativ prim elemek a b-hez relativ prim sorszdmu



2.5. AZ EULER-FERMAT TETEL 133

oszlopokban vannak (és bekeretezett elemek is csak ezekben az oszlopokban lehet-
nek). Azt kell tehdt megszdmolnunk, hogy (j,b) = 1 esetén a j-edik oszlop hdny
a-hoz is relativ prim elemet tartalmaz.

Ehhez megmutatjuk, hogy (j,b) = 1 esetén a j-edik oszlop barmely két tagja
kiilonb6z maradékot ad a-val osztva. Ha ugyanis az oszlop m; j = (i — 1)b+ j és
my ;= (k—1)b+ j elemeire (i —1)b+ j = (k—1)b+j (mod a), akkor j-t levonva
majd b-vel osztva és 1-et hozzdadva az i = k (mod a) kongruencidt kapjuk — ahol
az osztdsnél a modulus (a,b) = 1 miatt nem valtozott. Mivel 1 < i,k < a, ez valéban
azt jelenti, hogy m; j = my ; (mod a) csak az i = k esetben fordulhatna el6.

Mivel az M j-edik oszlopaban a elem van és nincs koztiik két a-val osztva
azonos maradékot ado, ezért ezeknek az a szerinti maradékait véve a 0,1,...,a—1
maradékok mindegyikét pontosan egyszer kapjuk meg. EbbGl és a 2.5.1. Allitasbol
kovetkezik, hogy a j-edik oszlopban pontosan ¢(a) darab a-hoz relativ prim van;
valéban, (m; j,a) = 1 pontosan akkor igaz, ha m; j-nek az a szerinti maradéka relativ
prim a-hoz, marpedig a 0, 1,...,a — 1 szdmok kozott épp ¢(a) ilyen van.

Osszefoglalva az eddigieket: M-ben a b-hez relativ prim elemek @(b) darab
oszlopot toltenek meg (hiszen ennyi darab j-re teljesiil (j,b) = 1) és minden ilyen
oszlopban @(a) darab a-hoz relativ prim elem van. Ebbdl pedig valéban kovetkezik,
hogy 6sszesen @ (a) - ¢(b) darab a-hoz és b-hez is relativ prim elem van M-ben. <

P

A fenti lemmaval analdg allitas nyilvan a kett6nél tobb tagi a; - a3 - .. . - ag szor-
zatra is érvényes, ha az a;-k koziil barmelyik kettd relativ prim. Valéban, el6szor
aj-re és ap-re alkalmazva a fenti lemmadt kapjuk, hogy @(a; -az) = @(ay) - @(az).
Mivel (a; - az,a3) = 1 (ugyanis sem aj, sem ap primtényez3s felbontdsdban nem
szerepel az a3 primtényezds felbontdsaban el6forduld prim, igy a; - ax-ében sem
szerepelhet), ezért @(a; - az-az) = @(a1) - ¢(az) - (a3) kovetkezik ismét a fenti
lemmabdl. Hasonldéan folytatva kapjuk az a; - a; - ... - ag-ra vonatkozé allitast.

Ha pedig a kapott sszefiiggést az a; = p{', ay = p5°...., ax = p,?" szamokra al-
kalmazzuk (amelyek koziil nyilvan barmely kettd relativ prim), akkor a mdr belédtott
o(p%) = p* — p*~! 4llitast felhasznalva valéban a tétel 4llitasat kapjuk. O

2.5.2. Redukalt maradékrendszer

A 2.5.1. Allitas kovetkezménye, hogy barmely 0 < ¢ < m — 1 esetén az m-vel osztva
¢ maradékot ad6 szamok koziil vagy mind relativ prim m-hez, vagy egyikiik sem az.
Ha tehat a lehetd legtobb szambdl 4ll6 R halmazt akarjuk megalkotni ugy, hogy R
minden tagja relativ prim legyen m-hez, de semelyik kett6 ne adjon azonos mara-
dékot m-mel osztva, akkor minden m-hez relativ prim ¢ maradékra egyetlen m-mel
osztva ¢ maradékot ad6 szdmot vehetiink R-be — és igy nyilvdn ¢ (m) méretdi R hal-
mazt kapunk. Az ilyen tulajdonsagi halmazoknak ad nevet az alabbi definicid.

2.5.5. Definicié. Az R = {ci,c2,...,cx} szdmhalmaz redukdlt maradékrendszer
modulo m, ha a kovetkezd feltételeknek eleget tesz:
(i) (ci,m) =1 mindeni=1,2,... k esetén;

(ii) c¢i # c;j (mod m) bdarmely i # j, 1 <i,j < k esetén;
(iii) k= @(m).
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Igy példdul modulo 10 redukalt maradékrendszer az {1,3,7,9} halmaz, de
ugyanez elmondhaté a {21,43,67,89} vagy az {1,—1,3,—3} halmazrdl is. Az aldb-
bi 4llitas lesz a szakasz f6 eredményét jelentd Euler-Fermat tétel bizonyitdsdnak a
legfontosabb segédeszkoze.

2.5.6. Allitas. Legyen R = {c1,¢2,...,ck} redukdlt maradékrendszer modulo m és
legyen a tetszbleges egész, amelyre (a,m) = 1. Ekkoraz R' = {a-cy,a-ca,...,a-cx}
halmaz szintén redukdlt maradékrendszer modulo m.

Bizonyitds: Azt kell megmutatnunk, hogy a 2.5.5. Definici6 feltételei teljesiilnek
R'-re, ha R-re igazak. Ezek koziil (i) a szamelmélet alaptételébdl kovetkezik, hiszen
a-c; és m primtényez0s felbontasaiban nem lehet k6zos prim, ha sem a, sem c;
primfelbontdsaban nincs az m felbontdsdban is szerepld prim. A (ii) feltétel bizo-
nyitdséhoz tegyiik fel, hogy a-c; = a-c; (mod m) valamely 1 < i, j < k esetben;
ekkor a kongruencia mindkét oldalét a-val osztva a ¢; = ¢; (mod m) kongruenciat
kapjuk, hiszen (a,m) = 1 miatt (a 2.3.4. Tétel szerint) osztdskor a modulus nem val-
tozik. Mivel R-re teljesiil a (ii) feltétel, ez valéban csak az i = j esetben fordulhat
el8. Végiil R és R’ elemszdma nyilvéan azonos, igy (iii) is teljesiil R'-re. ]

2.5.3. Az Euler-Fermat tétel

Ennyi el6készités utan végiil kimondhatjuk a szakasz legfontosabb tételét.

2.5.7. Tétel. (Euler-Fermat tétel)
Ha az a és m > 2 egészekre (a,m) = 1, akkor a®"™ =1 (mod m).

Bizonyitds: Legyen R = {c1,ca,...,cx} tetszGleges redukélt maradékrendszer mo-
dulo m. Mivel (a,m) = 1,a2.5.6. Allitds szerint R' = {a-c1,a-c»,...,a-c;} szintén
redukalt maradékrendszer modulo m. Ebbdl kovetkezik, hogy R és R elemei parba
allithatok dgy, hogy a parok tagjai kongruensek legyenek modulo m (hiszen min-
den, az m-hez relativ prim ¢ maradékra R és R’ is pontosan egy m-mel osztva ¢
maradékot ad6 szamot tartalmaz). Ebbdl (a 2.3.3. Tétel (iii) tulajdonsigat hasznal-
va) kovetkezik, hogy R és R’ elemeit dsszeszorozva egymadssal modulo m kongruens
eredményeket kapunk:

crocare..oep=f(a-cy)-(a-ca)-...-(a-cx) (modm).
A jobb oldalt dtrendezve és felhasznélva, hogy k = @ (m):
cr-careicr=a®M clicr . cp (mod m).

Mivel (c;,m) = 1, ezért (a szdmelmélet alaptételébdl kovetkezSen, hasonléan
a 2.5.6. Allitds bizonyitdsaban irtakhoz) (ci-ca - ... cx,m) = 1 is igaz.Ezért a fenti
kongruencia mindkét oldalét (c; ¢z - .. .- ¢y )-val osztva a modulus nem vdltozik, igy
éppen a tétel allitdsat kapjuk. O
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Erdemes megfigyelni, hogy a fenti tételt hasznélva tj bizonyitdst kaphatunk
a 2.4.2. Tételbdl a megoldhatdsdgra vonatkozoé feltétel elégségességére, legaldbbis
az (a,m) = 1 esetben: valéban, ekkor x = a?")~!.h megolddsa aza-x=b (mod m)
linedris kongruencidnak.

A 2.5.7. Tételt val6jdban a 18. szdzadban élt Leonhard Euler bizonyitotta be. A
néla egy évszazaddal kordbban élt Pierre de Fermat-tol a tétel alabbi, bSnmagéban is
fontos specidlis esete szarmazik.

2.5.8. Kovetkezmény. (,,Kis” Fermat-tétel)
Ha p prim és a tetszbleges egész, akkor a’ = a (mod p).

Bizonyitds: A tétel éllitdsa magatdl értet6dd, ha p|a: valban, ekkor pla? is nyilvdn
igaz, igy a? =0 =a (mod p). Ha viszont p fa, akkor (a,p) =1 is igaz (mert p
prim), igy alkalmazhatjuk a 2.5.7. Euler-Fermat tételt a-ra és p-re. Ez ¢(p) = p—1

miatt a kvetkezdt dllitja: a”~' = 1 (mod p). A kapott kongruencia mindkét oldalat
a-val szorozva épp a tétel allitasat kapjuk. o

2.5.9. Feladat. Milyen maradékot ad »
a) 11" 63-mal osztva; b) 5147 140-nel osztva?

Megoldds: a) (11,63) = 1, igy alkalmazhaté az Euler-Fermat tétel aza = 11, m = 63
vdlasztdssal. 9(63) = ¢(32-7) = (32 —3!)- (71 =7%) =66 = 36 a 2.5.3. Tétel
szerint, igy az Euler-Fermat tételbSl 1136 =1 (mod 63). Mindkét oldalt a harmadik
hatvanyra emelve (2.3.3. Tétel, (iv) allitds): 11108 = (1136)3 =1*=1 (mod 63).
Igy a feladat megolddsihoz mar csak 11° 63-as maradékat kell meghataroznunk:
11> = 121 = —5 (mod 63), igy 113 = 112-11 = (—5)- 11 = —55 =8 (mod 63).
Tehdt 11111 = 11198.113 = 1.8 =8 (mod 63) vagyis a keresett maradék a 8.

b) Most az a = 51, m = 140 valasztassal alkalmazzuk az Euler-Fermat tételt.
51=3-17és 140 =22-5-7,1gy ¢(140) = (2> —2")(5! =59 (7' =7°) =2-4.6 =48
és (51,140) = 1. Az Euler-Fermat tételbdl tehat 5148 = 1 (mod 140) adédik. El-
s6 latasra nem viladgos, hogy ez hogyan segit a megoldasban, de felhasznélhatjuk
az a) feladat megoldasanak otletét: tetszdleges k > 1 egészre mindkét oldalt a k-
adikra emelve az 514 =1 (mod 140) kongruenciat kapjuk. Bér a feladatban sze-
repl$ 4132 nyilvan nem 48k alakd, de (ismét az a) feladathoz hasonléan) kozel eshet
egy 48-cal oszthat6 szdmhoz. Ezért a tovabblépéshez azt a kérdést kell feltenniink,
hogy 4132 milyen maradékot ad 48-cal osztva? Ezt ismét az Euler-Fermat tétel-
lel valaszoljuk meg: @(48) = @(2%-3) = (2* —23)(3—1) = 16 és (41,48) =1,
igy 41'© = 1 (mod 48) adédik az Euler-Fermat tételbSl. Ezt négyzetre emelve:
4132 =1 (mod 48), vagyis 4132 = 48k + 1 egy alkalmas k-ra. Ezt felhasznalva:

51417 = 514861 — 5198 .51 = 1.5] =51 (mod 140),

vagyis a keresett maradék az 51. O
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2.6. Szamelméleti algoritmusok

Mi koze vajon az eddig megismert szimelméleti ismereteknek a biztonsagos inter-
netes kommunikdcidhoz? A kriptogrdfia, vagyis a titkosiras, a rejtjelezés tudoma-
nya kozel egyid6s az emberi kultiraval, az irassal. Kiilonb6z6 katonai, hirszerzési,
diplomaéciai alkalmazasokban mar az 6kort6l kezdve alapvetd igény volt, hogy egy
tizenetet csak a cimzett tudjon elolvasni. Manapsag, az internetes kommunikacié
kordban pedig ez a teriilet mar sokkal komplexebb kérdéseket vet fol és az idevagd
modszerek széles korben, egészen hétkdznapi helyzetekben is alkalmazast nyernek.

A kddolas és a dekddolds val6jdban nem mads, mint két fiiggvény alkalmaza-
sa, amelyek egymdsnak az inverzei: az x iizenetre a felad6 alkalmazza a C kédol6
fiiggvényt és a C(x) kédolt iizenetet tovabbitja; ha ez eljutott a cimzetthez, akkor az
alkalmazzard a D = C~' dekddol6 fiiggvényt és igy visszakapja a D(C(x)) = x iize-
netet. A kriptografia feladata a megfeleld C és D inverz fiiggvényparok megtaldlasa.

A rejtjelezé eljarasok miikodéséhez természetesen hozzatartozik, hogy a C és D
fliggvényeket titokban kell tartani — legaldbbis igy volt ez egészen az 1970-es évek
végéig. Ekkor forradalmi valtozds allt be a kriptografidban: felfedezték a nyilvdnos
kulcsi titkositdast. Ennek a 1ényege az, hogy a C kédol6 fiiggvényt kozzéteszik, csak
a D dekodol¢ fliggvényt tartjak titokban. Ha példaul Aliz és Bonifac leveleznek, ak-
kor Aliz megkeresi a Bonifac altal elzetesen nyilvanossagra hozott Cp kédolofiigg-
vényt és ezzel kédolja a neki szant iizeneteket. Bonifac viszont Aliz nyilvdnos Cy
kodold fliggvényét alkalmazza a neki szdnt iizenetekre. A kapott lizeneteket mind-
ketten a sajat, titkosan kezelt Dy, illetve Dp dekdédold fiiggvényiikkel fejtik meg.

A nyilvanos kulcsu titkositds gondolata elsé halldsra val6szintileg képtelenség-
nek tiinik: hogyan is lehetne a D = C~! fiiggvényt titokban tartani, ha a C nyilva-
nos? Példdul egy magyar-navajo sz6tarbol is készithetd kell tiirelemmel navajo-
magyar szotar. Mikozben ez persze elvileg igaz, a gyakorlatban mégsem szivesen
véllalkoznank egy navajo nyelvli szoveg magyarra forditdsdra egy magyar-navajo
szotar birtokdban. Hasonld a helyzet a nyilvdnos kulcsu titkositds esetében is: az
ezekben alkalmazott C kédol6 fiiggvények értelmezési tartomdnya olyan hatalmas,
hogy még a legmodernebb szuperszamitdgépekkel is évmillidrdokig tartana minden
egyes elemét végigprobalgatni. Ezért batran kozzétehetd a C fliggvény hozzarende-
1ési szabdlya — feltéve, hogy ebbdl illetéktelenek nem tudjak kiszdmitani a D inverz
fliggvény hozzarendelési szabalyat.

A modern kriptografiai eljarasok els 1épése az, hogy a kédolandé iizenetet sza-
mok — mégpedig a fentiecknek megfelel6en hatalmas szdmok — sorozatdva alakitjak.
Persze a szdmitégépes alkalmazdsokban ez eleve adott, hiszen barmi legyen is az
»uzenet”, az egy bitsorozatként tarolédik. Ma a legbiztonsdgosabbnak tartott méd-
szerek 2048 bites titkositdst haszndlnak — ami azt jelenti, hogy a C és D fiiggvé-
nyek értelmezési tartomanya egy, a kettes szamrendszerben 2048 jegyli N szamnal
kisebb egészekbdl 4ll. N nagysigrendje tehat durvan 1096 — vagyis a 10-es szam-
rendszerben 600-n4l tobb jegy(i szdmokrél van szé. (Osszehasonlitdsképpen: a vi-
lagegyetemben koriilbeliil 1030 proton van és az Gsrobbands 6ta eltelt id6 ,,csak”
4,354 -10'7 masodperc.)

A nyilvanos kulcst titkositdst az teszi miikodéképessé, hogy ezek a felfogha-
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tatlanul hatalmas szamok is (a szamitégépes alkalmazasok mértéke szerint) nevet-
ségesen kis helyen tarolhatok. Persze nem elég tarolni ezeket a szdmokat: szdmos
alapvetd miiveletet kell rajtuk végezni, mégpedig nagyon gyorsan.

2.6.1. Szamelméleti algoritmusok hatékonysaga

Miel6tt egy adott szamitasi feladatra (legyen az szamelméleti vagy akar mas jelle-
gli) algoritmust terveznénk, fel kell tenniink a kérdést: milyen futasideji megoldast
tartunk elfogadhaténak? Ez pedig messze nem konnyen megvélaszolhatd kérdés,
hiszen egyes feladatokndl egy toredékmdsodperc is til hosszi lehet, mdsokndl akar
hénapokig is futhat a program. Rdaddsul ugyanaz a programkéd egy nagyobb telje-
sitményt szamit6gépen sokkal gyorsabban lefut. De ezeknél is fontosabb szempont,
hogy barmilyen tigyes programot is irunk, az nagyobb bemenetre nyilvan tovabb fog
futni — vagyis a futdsidé (még a hardver rogzitése utdn is) nem egy szimnak, hanem
egy fiiggvénynek tekintendd, amely a bemenet méretétdl fiigg.

Vizsgéljuk meg példdul a kovetkezd feladatot: hatdrozzuk meg egy N szdm
primtényezds felbontasat. (Ezt a feladatot szokds primfaktorizdcionak is nevezni.)
Erre a problémdara mar az iskolai tanuldnyainkbdl ismeriink egy egyszerii algorit-
must (amelyet néha ,,akaszt6fa médszer” néven emlegetnek): 2-t61 egyesével folfelé
lépkedve minden egésszel elosztjuk N-et és ha megtaldljuk egy p osztéjat, akkor az
eljarast megismételjiik %—re (de a 1épkedést elég p-t6l folytatni). Ha pedig egészen
V/N-ig l1épkedve nem taldltuk meg N egy oszt6éjit sem, akkor N prim (hiszen ha
Osszetett, akkor N = a - b valamely a < b valddi osztéira, amibdl a < V/N). Ez az
eljaras kétségteleniil helyesen miikddik és viszonylag kis szdmokra akér kézzel is
elvégezhetS, szamitogéppel pedig akar 10-20 jegy( szdmokra is. De ha N példaul
egy 70 jegy( prim, akkor az eljaras durvan 103 osztdst végez, mire ezt megallapitja
— ez pedig a jelenlegi legmodernebb szuperszamitégépeknek is tovabb tartana az
srobbands 6ta eltelt id6nél. fgy ezt az algoritmust a tSbbszaz jegy(i szamokat hasz-
nalé gyakorlati alkalmazdsok szempontjabol haszndlhatatlannak kell mindsiteniink.
Persze ettdl még 1étezhetne ugyanerre a feladatra egy (esetleg nagysagrendekkel
komplikéltabb) masik algoritmus is, amellyel az ilyen hatalmas szamok is elfogad-
hat6 id6én beliil primtényez8kre bonthatdk — ilyen médszer azonban nem ismert. Ha
viszont csak azt kell eldonteniink egy N szamrol, hogy az prim-e, akkor (mint azt
késdbb latni fogjuk) erre a feladatra mér vannak a tobbszaz jegy(i szimok korében
is jOl alkalmazhatd, a fentinél sokkal ravaszabb algoritmusok.

Mikor tartsunk tehat egy A algoritmust hatékonynak? Erre a kérdésre a szami-
tastudomdny sziik évszazados torténete alatt kialakult egy olyan vélasz, amely bar
sok kérdést nyitva hagy, mégis mind a teriilet elméleti kutat6i, mind a gyakorlati
szakemberek szdmadra tobbé-kevésbé elfogadhatd: akkor, ha polinomidlis futdside-
Jii. Ez a kovetkezGt jelenti: jelolje f(n) azt, hogy egy n méretli bemeneten az A
legfoljebb hany 1épés megtétele utan 4ll le. A akkor polinomidlis futdsidejd, ha 1é-
teznek olyan c és k rogzitett konstansok, hogy f(n) < ¢-n* minden n-re fennill. Ha
tehat péld4ul az A algoritmus minden n méretli bemeneten legfGljebb c - n?, vagy

c-n?, vagy akdr csak c-n'? 1épés utdn biztosan megall (ahol ¢ valamilyen fix kons-
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tans), akkor polinomidlis (és igy hatékonynak tekinthet$). Ha azonban el&fordulhat,
hogy A egy n méretli bemeneten példdul 2", vagy akar csak 1,01" 1épést tesz, akkor
nem polinomiilis (mert elegendGen nagy n-re 1,01” > ¢ - n* teljesiil, barhogyan is
vélasztjuk c-t és k-t). Kozismert példaul a tetszSleges szdmhalmaz nagysag szerinti
rendezésére szolgald buborékrendezés mddszere; konnyl végiggondolni, hogy ez n
szam rendezéséhez legfoljebb %n(n — 1) osszehasonlitdst végez, igy (a sziikséges
elemcserékkel és egyéb elemi Iépésekkel egyiitt is) legfoljebb ¢ - n* 1épésszami va-
lamilyen ¢ konstansra, igy polinomidlis (bar szdmos, ennél hatékonyabb mddszer
is 1étezik ugyanerre a feladatra). Polinomidlis algoritmus (megfelel6 implementécio
esetén) az 1. Fejezetben megismert Gauss-elimindcio is.

Feltétlen meg kell jegyezniink, hogy a polinomiélis futdsideji algoritmus fo-
galmanak fenti leirdsa semmiképp nem tekintendd preciz matematikai definiciénak.
Nem tisztaztuk ugyanis, pontosan hogyan is mérjilk a bemenet méretét, hogy mit
is értiink egy algoritmus egy 1épése alatt — s6t, még azt sem, mit neveziink algorit-
musnak. Ezek a kérdések a legszigoribb matematikai elvardsokat is kielégité6 mo-
don megvalaszolhatok (ezekkel az informatikus képzés kés6bbi targyai foglalkoz-
nak). A mostani céljainknak megfelel, ha algoritmus alatt egyszertien egy (példaul
C nyelven irt) programkdédot értiink, a bemenet mérete helyett az annak taroldsdhoz
sziikséges memoria méretére, a 1épésszam helyett pedig (egy tetszbleges, rogzitett
hardveren mért) futdsidére gondolunk.

Térjiink most vissza a szdmelméleti problémakhoz: hogyan értend6 a polino-
mialitds az ide tartozé algoritmusok esetében? Vizsgaljuk meg ujra a fent mar fel-
idézett akasztéfa mddszert az N primfaktorizacidjara. Itt a bemenet mérete az N
szamjegyeinek szdma — jelolje ezt n —, hiszen ennyi helyet foglalunk a memori-
dban az N tdroldsakor. Ekkor tehat 10! < N < 10", igy n— 1 < log,oN < n;
vagyis n = |log,oN| + 1. Az algoritmus viszont akdr V/N osztist is végezhet, ha
N prim. Igy a 1épésszdm exponencidlis fiiggvénye lehet a bemenet méretének (hi-
szen /N = (\/ﬁ)"), ezért az akaszt6fa médszer nem polinomidlis — 6sszhangban a
fenti megallapitasunkkal, hogy nagy N-ekre hasznalhatatlan.

Figyeljiik meg, hogy bar a fenti szamit4s feltételezte, hogy N a tizes szdmrend-
szerben van felirva, ez elvi szempontbdl érdektelen. Ha N-et példdul bindrisan irjuk
fel, akkor [log, N| + 1 jegyi. De log, N = log, 10-log;o N ~ 3,32 -log,, N miatt a
decimalis és a bindris jegyek szdma csak egy konstans szorzéban kiillonbozik — ami
a 1épésszam polinomialitdsanak szempontjabol érdektelen. A tovdbbiakban ezért a
szemléletesség kedvéért mindig feltessziik, hogy a bemenetet alkoté szdmok deci-
madlisan vannak megadva — bar a szdmitogépes alkalmazdsokndl nyilvdn nem az a
helyzet.

Osszefoglalva a fentieket: a szamelméleti algoritmusokndl a bemenet méretét
mindig a bemenetet adé szdmok 6sszes szdmjegyeinek szdmaval mérjiik, ami 1énye-
gében azonosithaté a szdmok (példaul 10-es alapi) logaritmusdval. Egy algoritmust
pedig akkor tekintiink (elméletben €s tobbnyire a gyakorlatban is) hatékonynak, ha
n jegyti szamokon legféljebb c - n, vagy legfoljebb c - n?, vagy iltalaban legfoljebb
c-n* 1épést tesz (valamilyen fix k-ra).

A fejezet hatralévé részében bemutatandé algoritmusok kapcsan mindig érde-
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mes szem elGtt tartani, hogy ezeket a gyakorlatban tobbszaz jegyti szamokra alkal-
mazzak — noha a médszereket természetesen csak 2-3 jegyli szamokon illusztréljuk.

2.6.2. Alapmiiveletek

A szamelmélet korébe tartozé algoritmikus feladatok koziil a legegyszerilibbek és
legalapvet6bbek az alapmiiveletek. Példaul az 6sszeadas feladata igy irhatd le:

Bemenet: a és b egészek;
Kimenet: a + b.

Ezzel anal6g a kivonds és a szorzds feladata, osztds alatt pedig maradékos osztast
értiink: itt § egészrészét €s a-nak a b szerinti osztdsi maradékat kell kiszdmitani; az
el6bbit a tovdbbiakban | 7 |, az utébbit (¢ mod b) fogja jelolni.

Erre a négy feladatra szerencsére ismeriink hatékony algoritmusokat, mégpe-
dig mdr alsé tagozatbdl: az ,,irdsbeli” 0sszeadds, kivonas, stb. ilyenek. (Az irasbeli
osztds esetében ugyan az alsé tagozatban tanult médszer a kovetkezd jegy ,,megtip-
pelését” irja eld, de ez ismételt visszaszorzdsok segitségével konnyen kivélthat a
keresett jegy médszeres meghatarozasaval.) Ha a és b jegyeinek szama k, illetve /,
akkor az irdsbeli 6sszeadds és kivonds c - (k+ £), a szorzds és az osztas pedig ¢ -k - £
1épésszamu algoritmusok (valamilyen ¢ konstansra); igy ha n = k + ¢ jeldli a be-
menet méretét, akkor az Osszeadds és kivonds futdsidejére a c - n, a szorzdséra és az
osztéséra pedig a ¢ - n? fels6 becslés adédik. Igy ezek nem csak polinomidlis, de még
ezen beliil is igen hatékony algoritmusok — és természetesen a tizes mellett tetszé-
leges alapt szamrendszerben miikodnek. (Erdemes megjegyezni, hogy a szorzds és
az osztds esetében léteznek a c - n® futdsidénél is gyorsabb algoritmusok. Bar ezek
joval komplikaltabbak és a gyakorlatban csak 6ridsi szdmok esetében lehet veliik
futdsidot megtakaritani, épp a kriptografiai alkalmazdsok szdmara mar hasznosak.)

Vizsgaljuk meg a hatvdnyozas feladatét is:

Bemenet: a és b egészek;
Kimenet: a”.

Szemben a négy alapmiivelettel, a hatvdnyozasra mar nem adhaté hatékony (poli-
nomidlis futdsidejli) algoritmus — mégpedig abbdl az egyszerli okbdl, hogy még a
kimenet kifrdsa is tdl sok ideig tartana. Valdban, ha b jegyeinek szdma n (a tizes
szamrendszerben), akkor még az a = 2 esetben is 2° jegyeinek szdma (Iényegé-
ben) log;(2” = b-log;y2 > log,,2- 10"~ > 0,03 - 10", vagyis 2° jegyeinek szama
exponencidlis fiiggvénye b jegyei szdmanak. (Ha b példdul 100 jegyf, akkor 2 je-
gyeinek szama 3 - 10%8-n4l tobb, igy 2” kifrdsa még akkor is lehetetlen volna, ha a
vildgegyetemben taldlhat6 minden protonra rdirhatnank a kimenet egy szdmjegyét.)

2.6.3. Hatvanyozas modulo m

A nyilvéanos kulcs titkositdshoz alapvetd lesz, hogy bér a’-t kiszdmitani a fentiek
szerint reménytelen, annak egy adott m szerinti osztasi maradékat mégis meg tudjuk
hatdrozni. A kovetkez feladatot fogjuk tehét vizsgalni:
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Bemenet: a, b és m egészek;
Kimenet: a” mod m (vagyis a® osztdsi maradéka m szerint).

Ennél a feladatndl mar nem okoz problémat, hogy a kimenet til nagy volna, hi-
szen az m-nél kisebb. Mdsrészt viszont nem jarhaté it a” kiszdmitasa, majd annak
m-mel val6 maradékos osztdsa, hiszen lattuk, hogy ez a terv mér az els6 1épésénél
meghitsul. Az exponenciilis tirigény problémajan segit, ha az a,a?,...,a" hatvi-
nyok m szerinti maradékat sorra kiszamitjuk (igy, hogy mindig az el6z6 maradék
a-szorosanak m szerinti maradékat vessziik), de ez az eljaras is hasznalhatatlanul
lassud volna: b — 1 darab ilyen 1épést kellene tenniink, ami exponencidlis 1épésszamu
algoritmust jelentene.

Szerencsére 1étezik hatékony algoritmus is a modulo m hatvinyozas feladatara:
az ismételt négyzetre emelések modszere. Ezt el6szor egy példan illusztraljuk: meg-
hatdrozzuk 13 maradékét 97-tel osztva. Az aldbbi szdmoldsban mindegyik sor az
el6z6 négyzetre emelésével keletkezik — amint azt a mdédszer neve is mutatja:

13'=13 (mod 97)
132 =169 =72 (mod 97)
13* = (13%)2 =722 =5184 =43 (mod 97)
138 = (13%)2 =432 =1849=6  (mod 97)
1316 = (1382 =62 =36 (mod 97)
1332 = (1316)2 = 36> = 1296 =35 (mod 97)

Latszik, hogy ezzel a mddszerrel a 13-nak az 1,2,4,8, ..., vagyis a 2-hatvany kite-
v6jii hatvényait tudjuk kozvetleniil meghatérozni. A sort 1332 utn tovabb folytatni
értelmetlen volna, hiszen 13% mar nagyobb a kiszdmitandé 1373-n4l. De még igy is
kérdés, hogy a fenti szamitdsok hogyan segitenek 13°3 97-es maradékanak a meg-
hatdrozasdban? A vilasz egyszert: 13°3 = 13174416432 — 131.134.1316.1332 {oy
ennek a négy tagnak a 97-es maradékait 6sszeszorozva 13°3-nal kongruens szamot
kapunk modulo 97. Persze ezeket a szorzasokat is 1épésenként végezziik és az ered-
ményeknek — a fentiekhez hasonléan — mindig csak a 97-es maradékat tartjuk meg:

135=131.13*=13.43=559=74  (mod 97)
133 =13%1.1332 =45.35=1575=23 (mod 97)

Ezzel tehit megkaptuk a végeredményt: 133 =23 (mod 97). Persze felvet6dik a
kérdés: hogyan miikodik ez a médszer ® mod m meghatdrozdsara tetszSleges a,
b és m esetén? Hiszen a fenti példaban ,,szerencsénk volt”™: 53 = 1+4+4 16+ 32,
vagyis a b = 53 kitevd elballt nala kisebb 2-hatvanyok osszegeként. Azonban ebben
a ,,szerencsében” természetesen minden b kitevd részesiil: ez kovetkezik b-nek a
2-es szamrendszerben val6 felirhat6sagabol. Példdul a b = 53 bindris alakja 110101,
ami épp azt jelenti, hogy 53 = 20422 424 423,

Az algoritmus tehdt az 4ltaldnos esetben ismételt négyzetre emelésekkel megha-
tarozza a' maradékat m szerint minden # < b 2-hatvanyra; vagyis a t = 2 kitevokre,
ahol k = 0,1,...,[log, b]. Majd az igy kapott maradékokbdl allitja el6 a” mara-
dékat: ez a b bindris alakjdban az 1-es jegyeknek megfeleld 2-hatvanyoknak, mint
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kitevéknek megfelel6 maradékok szorzatdnak m szerinti maradéka. Val6jaban az
utébbi szamitast érdemes parhuzamosan végezni a négyzetre emelésekkel, hogy ne
kelljen az azok sordn meghatdrozott maradékokat tarolni. (A fent bemutatott példa
ezzel tehat annyiban médosul, hogy 13° 97-es maradékat nem utélag szamitjuk ki,
hanem kozvetleniil a 13* maradékanak meghatdrozdsa utdn és hasonldan, 132! ¢és
13°3 maradékit kozvetleniil a 1316, illetve a 1332 maradéka utén kapjuk meg).

Az algoritmus dltaldnos leirdsat elegend6 a 0 < a < m esetre megadni (mert
ha nem ez a helyzet, akkor a-t helyettesithetjiik az m szerinti maradékdval). Nem
feltételezziik, hogy b bindris alakja eleve adott, ezt is pdirhuzamosan hatdrozzuk meg
a négyzetre emelésekkel. Ez a kovetkezd egyszerli észrevételen alapul: b bindris
alakjanak utolsé jegye b 2-es maradékaval egyenld, a tobbi jegy pedig megegyezik
L%J bindris alakjaval. Ezek alapjan végiil is az eljaras a kovetkez6képpen irhatd le.

AZ ISMETELT NEGYZETRE EMELESEK MODSZERE (¢ mod m KISZAMITASARA)
Bemenet: a, b és m (amelyekre 0 < a < m és b > 1 teljesiil)

0.1épés. c + 1

1. 1épés. Ha b pdratlan, akkor: ¢ < ¢-a mod m

2.1épés. b+ | 5|

3.1épés. Ha b = 0, akkor: PRINT ,,a” mod m =", ¢; STOP.

4.1épés. a + a* mod m

Folytassuk az 1. 1épésnél.

Erdemes a 13°3 mod 97 meghatdrozasit a fenti leirdsnak megfelelen megis-
mételni. Az aldbbi tablazatban a, b és ¢ értékének valtozdsat kovethetjiik nyomon
(tehat az a = 13, b = 53, m = 97 bemend adatok esetén), tovabba k szamlalja, hogy
a ciklust hanyadszorra hajtjuk végre.

k a b c

0 13 53 1

1 72 26 13
2 43 13 13
3 6 6 74
4 36 3 74
5 35 1 45
6 — 0 23

Lathatd, hogy a tdblazat a és ¢ oszlopdban sorra ugyanazok az értékek keletkez-
tek (és azonos szamoldsok eredményeképpen), mint amiket a kordbbi szamitasban
kaptunk. A b oszlopban kapott értékek megfelelnek a bindris alak kiszdmitasanak a
bemenetként kapott b-hez (az 1-es jegyek a paratlan elemeknek felelnek meg).
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Az algoritmus miikodésének a helyességét a kovetkezSképpen is megindokol-
hatjuk. Jelolje ay, by és ¢ az a, b és ¢ valtozok aktudlis értékét a ciklus k-adik
végrehajtasa utan (illetve ag és by a bemenetként kapott a és b értékeket és cy = 1).
Tovabbd jelslje r a kiszdmitand6 (a” mod m) maradékot. Ekkor k-ra vonatkozé tel-
jes indukcidval konnyen megmutathatd, hogy az algoritmus futdsa sordn minden
ciklus végén (vagyis a 4. 1épés végrehajtasa utan) igaz, hogy r = az" -¢x (mod m).
Valdban, ez a k = 0 esetben magétol értet6dd. Tegyiik most fel, hogy valamely k-ra

b,

az dallitds mar igaz. Ha by péros, akkor r = af* e = (a2)? - ¢ (mod m) miatt
az agy = a% (mod m), by = % és ¢y = ¢ vélasztdssal valéban igaz lesz az

_ b .
rEap cCe (mod m) éllitds, ami §sszhangban van az algoritmus mikodésével.
Hasonldan, ha by pdratlan, akkor r = ai* cex = (a2)"7 -ay-c; (mod m) miatt az

gy = a,% (mod m), byy1 = % és cpy1 = ag - cx (mod m) valasztassal lesz igaz

azr= aZf: | ~Cr1 (mod m) dllitds, ismét &sszhangban az algoritmus miikodésével.

Ezzel tehét az r = aZ“ -¢x (mod m) dllitast minden k-ra belattuk. Mivel az eljaras

ledlldasakor by = 0, ebbdl r = ag -¢x = ¢ (mod m). Igy az algoritmus valéban a

helyes r értéket adja meg.

Végiil megmutatjuk, hogy az ismételt négyzetre emelések mddszere hatékony
algoritmus. Ciklusonként legfoljebb két szorzast, két maradékos osztast és egy fe-
lezést kell elvégezniink, a szorzdsokat mindig m-nél kisebb, az osztdsokat pedig
m?-nél kisebb szamokon. A 2.6.2. szakaszban mdr tisztaztuk, hogy ezek hatéko-
nyan elvégezhet6 miiveletek. Ezen kiviil mar csak azt kell észrevenniink, hogy a
ciklust (|log, b] + 1)-szer hajtjuk végre, hiszen ennyi a b bindris felirdséban a je-
gyek szdma. Azt pedig mdr lattuk, hogy log, b csak egy konstans szorzéban tér
el b jegyeinek a szamatdl (fiiggetleniil attél, hogy b milyen alapd szdmrendszer-
ben van felirva). Mindezekbdl kovetkezik, hogy az algoritmus valéban polinomialis
1épésszami. (Erdemes azonban megjegyezni, hogy ha a szorzasokat és osztasokat
egyszerlien a 2.6.2. szakaszban emlitett ,,irasbeli” miiveletekkel végezziik, akkor az
ismételt négyzetre emelések modszerének 1épésszamara a c - n’ felsd becslés adé-
dik, ahol n a bemenet mérete — vagyis a, b €s m 0sszes jegyeinek szdma — és ¢ egy
konstans. Ez a 1épésszdm ugyan valdban polinomidlis, de a kriptogrifiai alkalma-
zdsok szdmdra mar haszndlhatatlanul lassd volna. Szerencsére a médszert néhany
tigyes algebrai triikkel jelent6sen fel lehet gyorsitani, de ezekre itt nem tériink ki.)

2.6.4. A legnagyobb ko6zos oszté Kiszamitasa

Két adott szam legnagyobb kozos osztdja kiszdmithaté a primtényezds felbonta-
sukbdl (a 2.1.5 Tétel alapjan), de — amint azt mdr a 2.6.1. szakaszban emlitettiik —
a primfaktorizdcidra nem ismert hatékony (vagyis polinomidlis futasidejii) algorit-
mus. Szerencsére 1étezik a legnagyobb kozos osztd kiszdmitdsira egy ennél sokkal
hatékonyabb mddszer is: az Euklideszi algoritmus. Ez a matematikatorténet egyik
els6 algoritmusa, szerepel mar Euklidesznek az i. e. 300 koriil megjelent Elemek
cimi miivében is. A kovetkezd feladatot vizsgéljuk tehat:

Bemenet: a és m egészek (amelyekre feltessziik, hogy 0 < a < m);
Kimenet: (a,m) (vagyis a és m legnagyobb kozds osztdja).
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Az Euklideszi algoritmus ismételt maradékos osztidsokon alapul: az els6 1épés-
ben m-et osztjuk a-val, a masodikban a-t a kapott maradékkal, stb., az i-edik 1épés-
ben mindig az (i — 2)-edik 1épésben kapott maradékot osztjuk az (i — 1)-edikben
kapottal. Az eljardst el8szor egy példan illusztraljuk: meghatdrozzuk (567,1238)
értékét. 1

[1238/567] : 1238 =2-567+ 104

(1) ]

(2)  [567/104] : 567 = 5-104+47
(3)  [104/47]: 104 =2-47+10
(4) [47/10] : 47=4-1047
(5) [10/7] : 10=1-743
(6) [7/3] : 7=2-3+1
(7) 3/1]: 3=3-1+40

Az Euklideszi algoritmus kimenete mindig az utolsé nemnulla maradék; a fenti pél-
daban tehat (1238,567) = 1. Altaldnos a és m esetén az eljaras altal végzett mara-
dékos osztasok sorozatat a kovetkez6képpen irhatjuk le:

(1) [m/a] : m=t-a+r (0<r <a)

(2) la/n] a=nh-r+nr 0<m<nm)

3) [r1/r2] r=13-r24r3 (0<r;3<n)

(4) [r2/73] ) =14-13+14 (0<rs<nr3)

(k) [re—a/ri—1]: rker =tgreer e (0<r <rep)
(k+1) [re—1/1e] Fk—1 =tgy1 1 +0

Itt az utolsé nemnulla maradék ry, ez tehat az algoritmus kimenete; persze azt még
be kell latnunk, hogy ez valéban megegyezik a és m legnagyobb kozos osztéjaval.

2.6.1. Allitas. Az Euklideszi algoritmus fenti végrehajtdsakor ry = (a,m).

Bizonyitds: Az eljards (1) 1épésébdl kovetkezik, hogy m = r; (mod a). Eb-
b6l a 2.5.1. Allitds szerint (m,a) = (a,r;) adédik. Hasonldan, a (2) 1épés mi-
att a = rp (mod ry), amib8l (a,r;) = (r1,r2). Folytatva a sort kapjuk, hogy
(m,a) = (a,r1) = (r1,r2) = ... = (re—1, 7). Azonban a legutolsd, (k+ 1) 1épés sze-
rint rk|rk,1, igy (rx—1,rx) = ry. Ezzel tehdt az éllitdst belattuk. O

Természetesen be kell még latnunk, hogy az eljards hatékony, vagyis polinomi-
alis idejl. Ehhez csak azt kell megmutatnunk, hogy a maradékos osztdsok szdma
kelléen kevés (hiszen egy ilyen 1épés a 2.6.2. szakaszban irtak szerint hatékonyan
végrehajthatd). Az nyilvanvald, hogy az eljards véges sok 1épésben véget ér, hiszen
a > ry > ry > ... miatt el6bb-utébb el kell érnie a 0 maradékot. Ez azonban még
kevés: ha az r; maradékok mindig csak 1-gyel csokkennének az el6z6hoz képest,
akkor a maradékos osztisra volna sziikség, ami pedig a bemenet méretének (vagyis
a és m jegyei szamanak) exponencidlis fiiggvénye lehet. A valdsag ennél szerencsé-
re sokkal kedvezdbb: az aldbbi allitds bizonyitasabdl kideriil, hogy az r; maradékok
kétlépésenként legaldbbis megfelez6dnek.
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2.6.2. Allitas. Az Euklideszi algoritmus legfoljebb 2 - [log, a| maradékos osztds
utdn megdll.

Bizonyitds: Vizsgaljuk meg az eljaras egy tetszOleges 1€pését: rir =t;-ri_| + 1,
ahol a fentiek szerint r;_» > r;_| > r;. Itt tehat t; > 1 (r;_p > r;_1 miatt), amibsl
ri_p > ri_1 + r; kovetkezik. Ebbdl viszont r;_1 > r; miatt r,_p > 2r; adodik. fgy az
eljards péaros sorszdmdu soraibdl az a =ry > 2rp > 4ry > ... > 2k . ror becsléssort
kapjuk. A k = [log, a| vélasztdssal 2K > @, gy indirekt feltételezve, hogy az eljarés
az ry, maradékkal még nem ért véget, a 0 < ry < % < 1 ellentmonddst kapnank. [

Ebbdl tehdt valdban kovetkezik, hogy az Euklideszi algoritmus polinomidlis fu-
tasidejli (de még ezen beliil is nagyon hatékony), hiszen log, a az a jegyei szdmanak
konstansszorosa. (Az eljards hatékonysdga tovdbb javithat, ha a maradékos osz-
tas fogalmat kicsit médositjuk: megenged;jiik a negativ maradékokat is és mindig
a legkisebb abszolut értékdi maradékot valasztjuk. Mivel az a-val oszthaté szdmok
egymdstél a tdvolsdgra kovetik egymast, ezért minden m-t3l legfoljebb 5 tdvolsdgra
taldlhaté a-val oszthaté szdm. Mds széval: minden a és m esetén egyértelmien léte-
zik egy olyan ¢ egész és egy —5 < r < 5 egész, amelyre m =t -a-+r. Az Euklideszi
algoritmusban a maradékos osztasokat igy végezve tehat nem csak kétlépésenként
felez&dnek meg a maradékok, hanem minden 1épésben. Igy az eljarashoz sziikséges
maradékos osztdsok szdma ezzel a mddositdssal [log, a]-ra csdkkenthetd.)

Az algoritmusnak tovdbbi komoly elénye, hogy a futtatdsakor nem sziikséges
tarolni az Osszes keletkez$ adatot: r; kiszamitdsahoz elegendd r;—| és ri_p értékét
ismerni. fgy haromnal t5bb valtozo értékének taroldsdra sosincs sziikség.

EUKLIDESZI ALGORITMUS ((a,m) KISZAMITASARA)
Bemenet: a és m (amelyekre 0 < a < m teljesiil)
1. 1épés. r < m mod a
2. 1épés. Ha r = 0, akkor: PRINT ,,(a,m) =",a; STOP
3.1épés. m<+a,a+r
Folytassuk az 1. 1épésnél.
Az eljards soran az 1. 1épés minden végrehajtasakor m a kettovel, a az eggyel
kordbbi maradékot jeloli (illetve kezdetben a a bemenetként kapott adatokat). Az

aktualisan kiszdmolt maradék mindig r. Igy ha r = 0 adédik, akkor a 2. 1épésnek
megfelelen valéban a, vagyis az utols6 nemnulla maradék az algoritmus kimenete.

2.6.5. Linearis kongruenciak megoldasa

A linedris kongruencidk feladatdval mar a 2.4. szakaszban megismerkedtiink és
a2.4.2. Tételbdl tudjuk, hogy a-x = b (mod m) akkor és csak akkor megoldhatd, ha
(a,m) |b és ebben az esetben a megolddsok szdma modulo m egyenls (a,m)-val. Igy
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a linedris kongruencidk megoldhatésaganak, illetve a megoldasok szdmanak kérdé-
sét mar hatékonyan meg tudjuk vélaszolni az Euklideszi algoritmussal. Az aldbbi-
akbdl ki fog deriilni, hogy ennél jéval tobb is igaz: az Euklideszi algoritmus kisebb
moédositdsdval hatékony mddszert kaphatunk a linedris kongruencidk megoldésara.
A kovetkezd feladatot vizsgaljuk tehat:

Bemenet: a, b és m egészek;

Kimenet: A c és m’ egészek, amelyekre az a-x = b (mod m) linedris kongruen-
cia megolddshalmaza az x = ¢ (mod m’) feltételt kielégits x-ekbdl 4ll; vagy ,,nincs
megoldds”, ha az a-x = b (mod m) linedris kongruencia nem megoldhato.

Ha egy tetszGleges bemenetre (a,m) értékét mdr (az Euklideszi algoritmussal) meg-
hatdroztuk, akkor ennek az (a,m) ’b feltétel ellendrizhetségén kiviil tovabbi haszna
is van: a 2.4.2. Tétel utén irtak szerint az a-x = b (mod m) linedris kongruencia ek-
vivalens az (a,m)-val val6 osztds utdn kapott a’ -x = b’ (mod m’) feladattal, amelyre
mér (a’,m’) = 1. A tovébbiakban tehat feltételezhetjiik, hogy a bemenetként kapott
a, b és m egészekre (a,m) = 1 teljesiil.

Az Euklideszi algoritmusnak a linedris kongruencidk megoldasara szolgalé mo-
dositott véltozatat aldbb elGszor az 567x = 123 (mod 1238) feladaton illusztrdljuk.
Ehhez elGszor felirjuk az 1238x = 0 (mod 1238) kongruenciét (ami nyilvdn min-
den x-re igaz, ezt (x) jelsli), majd a megoldandd, bemenetként kapott ((B)-vel jelolt)
linedris kongruenciat. Ezutdn megismételjikk az (567, 1238) meghatdrozaséra szol-
gdl6 szamitést (amelyet a 2.6.4. szakaszban mdr lattunk), de minden 1€pést kiegészi-
tiink azzal, hogy a kett6vel korabbi kongruencidbdl kivonjuk az eggyel kordbbinak
egy alkalmas tobbszorosét gy, hogy a kapott kongruencidban x egyiitthatéja az
Euklideszi algoritmus altal éppen kiszdmolt maradékra valtozzon. Ekdzben a kelet-
kez6 linedris kongruencidkban a jobb oldalakon all6 konstansokat mindig helyette-
sitjiik az 1238-cal vett maradékukkal (ezéltal elkeriilve, hogy az eljarasban til nagy
szdmok keletkezzenek). Végiil a (6) 1épésben az x =819 (mod 1238) kongruenciat
kapjuk — ami tehdt (567,1238) = 1 miatt a feladat egyetlen megoldésat adja.

(%) 1238x =0 (mod 1238)

(B) 567x =123 (mod 1238)
(x)—2-(B): (1) 104x=—246=992 (mod 1238) | 1238 =2.567+ 104
(B)—5-(1):(2) 47x=—4837=115 (mod 1238) | 567 =5-104+47
(1)=2-(2):(3) 10x=762 (mod 1238) | 104 =2-47+410
(2)—4-(3):(4)  7Tx=-2933=781 (mod 1238) 47=4.10+7
(3)—1-(4):(5) 3x=-19=1219 (mod 1238) 10=1-7+3
(4)—2-(5):(6)  x=—1657=819 (mod 1238) 7=23+1

3=3-1+0

Ugyanezt a médszert tetszSleges a-x = b (mod m) linedris kongruenciéra al-
kalmazhatjuk. Az (a,m) kiszamitdséra a 2.6.4. szakaszban latott eljards az aldbbiak
szerint médosul. A fenti példahoz hasonl6an a 1épések sordn szamolt ¢; konstansok-
16l feltessziik, hogy 0 < ¢; < m — 1. Az eljéras végén ri = 1, hiszen a 2.6.1. Allitds-
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ban beldttuk, hogy r; = (a,m), masrészt fentebb feltettiik, hogy (a,m) = 1. Ezért a
(k) 1épésben kapott kongruencia a feladat megolddsat adja: x = ¢; (mod m).

(x) m-x=0 (mod m)
(B) a-x=b (mod m)
(x)—t1-(B): () rj-x=—-t1-b=cy (mod m) m=t;-a+r
B)—tr-(1): Q) nx=b—-t-c1=c (mod m) a=t-r+n
)=1-2):B)nx=c1—13-ca=c3 (mod m) rN=t3-r+r3
2)—t4-3): A x=cr—ta-c3=c4 (mod m) ry=1t4-13+14
(k) ri-x=cpo—tr-cr1 =c¢ (modm) | rpp =1tk 11 +rk
Te—1 =ty 1 +0

Az algoritmus miikodésének helyessége szinte magatdl értet6dd: a kongruen-
cidkon végzett alapmiiveletekre vonatkoz6 szabdlyok miatt (lasd a 2.3.3. Tételt)
minden 1épésben olyan kongruencidt kapunk, amelyet a bemenetként kapott fel-
adat minden x megolddsa kielégit. Mivel ez az utols6ként kapott x = ¢; (mod m)
kongruencidra is igaz és (a,m) = 1 miatt tudjuk, hogy a feladatnak egyetlen megol-
désa van modulo m, ezért ez a megoldds valéban c;, kell legyen. (Erdemes azonban
megfigyelni, hogy az eljaras kozben kapott kongruencidk énmagukban nem feltét-
len ekvivalensek a bemenetként kapottal, a megoldashalmazuk lehet bévebb is. Igy
példaul a fenti példaban az (1) és (3) 1épésekben keletkez§ linedris kongruencidknak
két megoldasa is van modulo 1238.) Emellett nyilvan tovabbra is igaz, hogy az el-
jaras soran legfoljebb 2 - [log, a| maradékos osztast végziink (lasd a 2.6.2. Allitast),
igy az eljaras polinomidlis futdside;jt.

EUKLIDESZI ALGORITMUS (AZ a-x = b (mod m) LINEARIS KONGRUENCIA
MEGOLDASARA AZ (a,m) = 1 ESETBEN)

Bemenet: a, b és m (amelyekre 0 < a,b < m és (a,m) = 1 teljesiil)
0.16pés. M <—m, p+0,qg <+ b

1.1épés. 1 < [ %], r < m mod a.

2. 1épés. Ha r = 0, akkor
PRINT ,,A lineéris kongruencia megolddshalmaza: x =", ¢ (mod M); STOP
3.1épés.c+ p—t-q mod M

4.1épés. m<+a,a<+r,p+q,q<c
Folytassuk az 1. 1épésnél.

Az m és a valtozok tovabbra is a kettGvel, illetve az eggyel korabbi maradékokat
taroljak. Most azonban a keletkezd linedris kongruencidk jobb oldalaibdl is el kell

tarolni a kettdvel, illetve eggyel korabbit; ezeket p, illetve ¢ jeloli. Igy a 0. 1épés-
ben p értékét 0-nak, g értékét b-nek inicializdljuk 6sszhangban a fenti leirdsbeli ()
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és (B) jobb oldalaival. A 0. 1épésben ugyancsak eltdroljuk a bemenetként kapott m
értékét, mert arra az eljards 3. 1épésében végig sziikségiink lesz. Az 1. 1épésben to-
vabbra is csak egyetlen maradékos osztast hajtunk végre, de most m mod a mellett
a t véltozéban eltdroljuk |7 | értékét is — erre szintén a 3. 1épésben lesz sziikség.
Ezektdl a kiegészitésektdl eltekintve azonban a mdédositott eljaras azonos az Eukli-
deszi algoritmus eredeti valtozataval.

Ha egy tetszGleges a-x = b (mod m) linedris kongruenciét a fentiek szerint
oldunk meg, akkor ehhez kétszer kell futtatni az Euklideszi algoritmust: el&szor
kiszdmitjuk (a,m) értékét és (az (a,m) !b feltétel ellenSrzése utdn) leosztunk vele,
majd a kapott @’ -x =5’ (mod m') feladatra futtatjuk az algoritmus most megismert,
modositott valtozatat. Valdjdban azonban egyszer is elég futtatni az algoritmust, a
két futds dsszevonhatd. Ha ugyanis a fenti eljarast kozvetleniil a bemenetként kapott
a-x=b (mod m) feladatra futtatjuk, akkor az a d - x = ¢, (mod m) kongruenciéval
ér véget, ahol d = r; = (a,m). fgy ezen a ponton a d’b feltétel ellendrzésével el-
donthetd, hogy a linedris kongruencia megoldhaté-e. Ha igen, akkor pedig konnyt
megmutatni, hogy a megolddshalmaza azonos a kapott d - x = ¢; (mod m) kong-
ruencidéval. Valdban, egyrészt ennek a kongruencidnak a megoldashalmaza tartal-
mazza a bemenetként kapott feladat 6sszes megolddsat (hiszen ez az eljards kozben
keletkezd mindegyik kongruencidrél elmondhaté), masrészt hamis gyokoket nem
tartalmazhat, mert a megolddsainak a szdma modulo m egyenld (d,m) = d-vel,
ami a 2.4.2. Tétel szerint azonos az a-x = b (mod m) megolddsainak szdmdval.
Ebbdl persze kovetkezik az is, hogy egyrészt ¢ oszthat6 (d,m) = d-vel (hiszen
d-x = ¢ (mod m) megoldhat6), mésrészt hogy az a-x = b (mod m) megoldés-
halmaza azonos a d-vel val6 osztds utdn elGdllé x = % (mod %) kongruencidéval.
Mindezek alapjan végiil is az algoritmus a kdvetkezd formaban frhaté le.

EUKLIDESZI ALGORITMUS (AZ a-x = b (mod m) LINEARIS KONGRUENCIA
MEGOLDASARA)

Bemenet: a, b és m (amelyekre 0 < a,b < m teljesiil)
0.1épés. M+ m, p<+0,qg+ b
1. 1épés.t < |2 ], r <~ m mod a.

2. 1épés. Ha r = 0, akkor:
e Haa *b, akkor
PRINT ,,A linedris kongruencidnak nincs megoldasa.”; STOP

e Ha a|b, akkor
PRINT ,,A linedris kongruencia megolddshalmaza: x =, % (mod %)
STOP

3.1épés. c+ p—1t-q mod M
4.1épés.m<—a,a<r,p<q,q+c

Folytassuk az 1. 1épésnél.
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2.6.6. Primtesztelés

Tobbszor emlitettiik mar, hogy a primfaktorizdlds feladatdra nem ismert hatékony
algoritmus; késébb latni fogjuk, hogy ez nem feltétlen ,,rossz hir”, ezen alapszik a
nyilvéanos kulcsu titkositds miikodése. Ehhez képest meglepd, hogy egy adott szam-
rél hatékonyan el lehet donteni, hogy prim-e vagy sem — ezt a feladatot hivjak prim-
tesztelésnek:

Bemenet: m egész;
Kimenet: ,,IGEN”, ha m prim és ,NEM”, ha m nem prim.

A primteszteld algoritmusoknak tehét az m Osszetettségét igy kell tudniuk kimutat-
ni, hogy kézben m egyetlen valédi oszt6jat sem taldljadk meg. (Valéban, ha minden
Osszetett szamnak hatékonyan kiszdmithat6 volna egy val6di osztdja, akkor ennek az
ismételt alkalmazdsdval a primtényezds felbontdshoz is hatékonyan eljuthatnank.)

Az egyik legegyszerlibb primtesztel6 médszer a 2.5.7. Euler-Fermat tételen
alapszik: ha m prim és 1 <a < m— 1 tetsz6leges, akkor ¢(m) =m—146s (a,m) =1,
igyaza™ ' =1 (mod m) kongruencidnak teljesiilnie kell. Ha tehat sikeriil taldlnunk
egy olyan 1 <a < m— 1 egészt, amelyre "~ ! #Z 1 (mod m), akkor m biztosan nem
prim. Az aldbbi, Fermat-teszt néven kozismert eljards a lehets legegyszerlibb médon
probal ilyen a-t keresni: egymads utdn generdl véletlen a szdmokat és minden a-ra
ellendrzi az o™ ! = 1 (mod m) feltételt; ha ez nem teljesiil, akkor az algoritmus
megall (és kozli, hogy m nem prim), ha viszont teljesiil, akkor 4j a-t general.

Az algoritmust ehhez az igen egyszer(i alapotlethez képest csak két ponton egé-
szitjiik ki. Egyrészt az @' = 1 (mod m) feltétel ellendrzése el6tt kiszamitjuk
(a,m) értékét; ha olyan szerencsénk van, hogy (a,m) > 1, akkor m-nek nem csak az
Osszetettségét tudtuk meg, hanem még egy valddi osztéjat is megkaptuk. Masrészt
beiktatunk egy (k-val jelolt) szamlalét, ami egy el6re rogzitett szamu sikertelen ki-
sérlet utan (aldbb ezt 100-nak vélasztottuk) megéllitja az eljarast.

FERMAT-TESZT
Bemenet: m egész
0.1épés. k + 1

1. 1épés. Generadljunk egy a véletlen szamot 1 és m — 1 kozott.

2. 1épés. Szdmitsuk ki (a,m) értékét az EUKLIDESZI ALGORITMUSSAL. Ha ez
nem 1, akkor: PRINT ,,m NEM prim”; STOP

3. 1épés. Szamitsuk ki (¢! mod m) értékét az ISMETELT NEGYZETRE EMELE-
SEK MODSZEREVEL. Ha ez nem 1, akkor: PRINT ,,m NEM prim”; STOP

4. 1épés. Ha k = 100, akkor: PRINT ,,IGEN, m (val6szinileg) prim”; STOP
5.1épés. k — k+1

Folytassuk az 1. 1épésnél.
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Szokas a fenti eljarast a kovetkezd, a krimik nyelvezetét idéz6 médon is elmon-
dani. Az a véletlen szdmokat sorban a tanik padjdra idézziik, az a vallomadsa (az
(a,m) = 1 esetben) az (™! mod m) értéke. Ha ez 1, akkor a nem ko6zol infor-
méciét m primségét illetéen; ilyenkor a-t az m cinkosdnak mondjuk. Ha viszont
"' #1 (mod m), akkor a leleplezi m Gsszetettségét; ilyenkor a-t az m druldjdanak
nevezzilk. (Nem szokds drulénak nevezni a-t az (a,m) > 1 esetben annak ellenére
sem, hogy természetesen ilyenkor is kideriil m 6sszetettsége. Igy a cinkos és az 4rulé
elnevezések egyarant csak az 1 és m kozotti, m-hez relativ prim a-kra vonatkoznak.)

Az algoritmus 1. 1€pése véletlen szam generdldsét irja eld, de ennek a meg-
valdsitdsaval itt nem foglalkozunk annak ellenére sem, hogy ez a feladat messze
nem magatdl értet6dd. (A kriptografiai alkalmazasok megbizhatésdga szempont;ja-
bdl alapvetd, hogy j6 mindségli — tehat a ,,valddi véletlent” nagyon jol imitald —
véletlen szam generdtor alljon rendelkezésre. A legtobb programnyelv tartalmaz
beépitett véletlen szdm generatort, de ezek j6 része nem megfeleld a kriptografiai
alkalmazdsok szdmara.) Nem foglalkozunk itt emellett azzal sem, hogy a véletlen
haszndlata a gyakorlati szempontok mellett alapvetd algoritmuselméleti kérdése-
ket is felvet, mert az algoritmus fogalmanak elméleti megalapozasa elsdsorban a
determinisztikus algoritmusokra vonatkozik. (Ezek azok az algoritmusok, amelyek
azonos bemenet esetén mindig ugyanazt a futdst és kimenetet produkaljdk. Véletlen
szdmok haszndlata esetén ez a feltétel nyilvan sériil.)

A Fermat-teszt miikodésével kapcsolatos legégetSbb kérdés azonban jol 1athato-
an a 4. 1épés értelmezése: mit értsiink azalatt, hogy ,,m valészintileg prim”? Mds sz6-
val: mire lehet kdvetkeztetni 100 semmitmondé vallomésbdl, vagyis 100 sikertelen
kisérletbdl m Osszetettségének a bizonyitasara? Ha példaul egy m Osszetett szamra
el6fordulhatna, hogy a hozza relativ prim a-knak a 0, 1%-a aruld, akkor 90%-nal is
nagyobb a valdszinlsége annak, hogy a 100 kisérlet sordn egy druldt sem taldlunk
és m-et tévesen primnek nyilvanitjuk. Az aldbbi tétel szerint ez nem fordulhat el6.

2.6.3. Tétel. Ha m > 1 dsszetett szam és m-nek van druldja, akkor az 1 és m
kozotti, m-hez relativ prim szdmoknak legaldbb a fele drulo.

Bizonyitds: Legyen a egy tetszOleges aruldja m-nek és legyen cy,ca,...,cp az m
osszes cinkosa. Megmutatjuk, hogy az a; = (a-¢; mod m), i = 1,2,...,k szdmok

paronként kiilonbozd 4ruléi m-nek. Ebbdl kovetkezni fog, hogy az arulék szama
legalabb akkora, mint a cinkosok szdma, ami ekvivalens a tétel allitdsdaval.

ElGszor is vegyiik észre, hogy (a,m) =1 és (¢;,m) = 1 (valamint a szimelmélet
alaptétele) miatt (a-c¢;,m) = 1, igy a 2.5.1. Allitas szerint (a;,m) = 1 is igaz, mert
a; =a-c¢; (mod m). Tovdbbd az a; = a-¢; (mod m) kongruencidt az (m — 1)-edik
hatvényra emelve kapjuk, hogy

af'nfl = (a.ci)mfl _ amfl -Clm71

-1 -1
# a" ' -1=d""" #1 (mod m).

(Itt felhasznaltuk, hogy ¢! =1 (mod m) ésa”~' # 1 (mod m), mert ¢; cinkos és

a 4rulé.) Igy ebbdl valéban kivetkezik, hogy a; is drulé.
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Végiil megmutatjuk, hogy az aj,as,...,a; 4arulék paronként kiilonbozok.
Ugyanis indirekt feltéve, hogy a; = a; valamely 1 <i,j <k, i # j esetén, ebbdl
a-ci=a-c; (mod m) kévetkezik. Mindkét oldalt a-val osztva a ¢; = ¢; (mod m)
kongruenciat kapjuk (hiszen (a,m) = 1 miatt a modulus nem véltozik). Ez azonban
I1<c¢i,ci<m—1,¢ #c j miatt ellentmondds, amivel a tételt belattuk. d

A fenti tételnek alapvetd fontossdgi kovetkezménye van a Fermat-teszt hasz-
nalhatésagdval kapcsolatban: ha m Osszetett és van druldja, akkor a teszt legfoljebb

3100 valészintiséggel nyilvanitja m-et tévesen primnek. Bar ez a valdszinliség két-
ségteleniil pozitiv, olyan felfoghatatlanul kicsi, hogy az minden gyakorlati szem-
pontbdl elhanyagolhaté. (Ha az Gsrobbands pillanatatdl kezdve médsodpercenként
egymillidrdszor futtattuk volna a tesztet ezzel a hibavalésziniiséggel, akkor 99,96%
val6szintiséggel még sohasem hibazott volna. De aki ezt is til rizikésnak taldlja,
felemelheti az algoritmus 4. 1épésében szerepld 100-as hatart példaul 1000-re.)

Még mindig nyitva maradt azonban egy olyan kérdés, amely a Fermat-teszt gya-
korlati alkalmazhat6sdgat kétségessé teszi. A fenti tétel ugyanis feltételezi, hogy
m-nek van legalabb egy aruldja. El6fordulhat-e, hogy m ugyan Gsszetett, de nincs
egyetlen druldja sem? A vélasz sajnos igen, példa erre az 561 =3-11-17.

2.6.4. Definici6. Az m > 1 osszetett szdmot univerzilis dlprimnek, vagy mds néven
Carmichael-szamnak nevezziik, ha nincs druldja; vagyis ha minden 1 < a < m,
(a,m) =1 esetén a™ ' =1 (mod m).

Ha tehét a Fermat-tesztet egy m Carmichael-szdmra futtatjuk, akkor az nagy va-
16szintiséggel tévesen primnek fogja nyilvanitani azt (m egyediil a 2. 1épésben, az
(a,m) = 1 feltétel sériilésével ,,bukhatna le”, de ilyen a-ba botlani csak nagyon kis
val6szintiséggel fogunk). A Carmichael-szimok viszonylag ritkdk (az 561 a legki-
sebb, az utdna kovetkezd az 1105 =5-13- 17, egymilli6ig pedig Osszesen csak 43
darab van), de 1994-ben bebizonyitottdk, hogy a szdmuk végtelen.

A Fermat-teszt tehit ugyan nagyon hatékony algoritmus, de — dsszefoglalva a
fentieket — az alabbi harom hidnyossag meriil fel vele kapcsolatban:

(i) Az algoritmus a Carmichael-szdmokat nagy valészinliséggel tévesen primnek
nyilvanitja.
(ii) Az eljaras az m primnek nyilvanitasakor egy elhanyagolhatdan kicsi, de pozi-
tiv valdszinliséggel akkor is tévedhet, ha m tetsz6leges Osszetett szam.
(iii) Az algoritmus nem determinisztikus, véletlent haszn4l.
A gyakorlat szempontjabdl a fenti harom hidnyossdg koziil csak az (i) érdemel fi-
gyelmet, a masik kett6 csupan elvi jelent6ségli. Szerencsére a Fermat-tesztnek is-
mertek olyan médositdsai, amelyek éppen ezt a problémadt oldjak meg; ezek koziil
a Miller-Rabin-teszt a legtobbet haszndlt, ezt aldbb roviden ismertetjiik. Ez azon
alapszik, hogy a tanik ,,alaposabb kikérdezésével” mar kiszlirhetSk a Carmichael-
szamok is, mikozben az algoritmus futésideje ettdl alig romlik.

A Miller-Rabin-teszt azonban nem érinti a fenti (ii) és (iii) szempontot és ezaltal

nyitva hagyja a kérdést: 1étezik-e olyan polinomidlis futdsidejd algoritmus, amely
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minden m szdm primségét determinisztikusan és teljes biztonsdggal eldonti? A va-
lasz erre a kérdésre 2002 6ta ismert: ekkor publikdlt Agrawal, Kayal és Saxena egy
ilyen algoritmust. Bar ez az eredmény attorés volt a primszdmok elméletében, a
gyakorlati alkalmazdsok a nagysigrendekkel jobb 1€pésszdma miatt tovabbra is a
Miller-Rabin-tesztet (vagy mads, véletlent haszndlé mddszert) hasznédlnak.

A Miller-Rabin-teszt

A Miller-Rabin-teszt a strukturdjat tekintve azonos a Fermat-teszttel, attdl érdem-
ben csak a 3. 1épésében kiilonbozik. Az alapétlet a kovetkez: aza” ' =1 (mod m)
feltételt helyettesitjiik egy anndl szigoribb olyan feltétellel, amelyet minden m prim-
szamnak teljesitenie kell, de az 6sszetett szimoknak nem feltétleniil. Ehhez a kovet-
kez6, rendkiviil egyszerti megfigyelést haszndljuk.

2.6.5. Allitis. Ha m prim és x> = 1 (mod m) teljesiil valamely x egészre, akkor
x=1 (mod m)vagy x=—1 (mod m).

Bizonyitds: x* =1 (mod m) miatt m|x> — 1 = (x— 1)(x+1). Ha m prim, akkor ebbdl
(a szdmelmélet alaptétele miatt) m|x — 1 vagy m|x + 1 kovetkezik. Az els6 esetben
x=1 (mod m), a masodikban x = —1 (mod m). o

Megjegyezziik, hogy a fenti allitds alkalmazdsakor az aldbbiakban sokszor jut-
nak szerephez az x = —1 (mod m) feltételt kielégits x-ek. Ezeket az egyszeriiség
kedvéért (—1) maradékot adénak fogjuk mondani annak ellenére, hogy egy ilyen
x-nek az m-mel vett osztdsi maradéka helyesen nyilvan m — 1.

A tesztelendd m szamrol feltehetjiik, hogy pdratlan (ha m > 2 paros, akkor
azonnal Osszetettnek nyilvanithatjuk), igy m — 1 paros. Ezért haegy 1 <a <m—1,
(a,m) = 1 egészre @™ ! =1 (mod m) adédik a Fermat-teszt 3. lépésében, ak-
kor (miel6tt az a tanit elbocsdtjuk a tanik padjarél) érdemes megvizsgdlni

m—1

(a"

mod m) értékét is: ha ez +1-t8l kiilonb6zd, akkor a fenti 4llitds értelmé-

ben m Osszetettsége mégis kideriilt. Ha viszont a"T =41 (mod m), akkor — noha
ebbdl nem tudtunk meg semmit — még mindig érdemes lehet tovabb vizsgdlddni: ha

m—1 . , S . m—1 oz
a"T =1 (mod m) és mT_l is paros, akkor a fenti 4llitds szerint (a“7 mod m) érté-

ke is =1 kell legyen. Ehhez hasonléan 1éphetiink tovabb az ’”gl , ml—gl, ... kitevSkre

is egészen addig, amig pdratlan kitev8ig nem jutunk vagy a megfelel$ hatvanya 1-
t61 kiilonboz6 maradékot nem ad. Ha ez a maradék (—1), akkor hivjuk a kovetkezd
tantt (vagyis dj véletlen a-t generalunk), ellenkezd esetben m biztosan dsszetetett.

A val6sdgban ezeket a szamitdsokat nem a kitevSk folyamatos felezésével érde-
mes végezni, mert igy mindig jra kellene futtatni az ismételt négyzetre emelések
modszerét a feleakkora kitevdjti hatvanyok kiszdmitasdhoz. Ehelyett rogton az al-
goritmus futdsdnak az elején meghatdrozzuk a 2-nek azt a legnagyobb hatvanyait,
amellyel m — 1 még oszthat6 — vagyis felirjuk azt m — 1 = 2’ - ¢ alakban, ahol ¢ mdr
pératlan. Ezutan a tesztelés kozben az ismételt négyzetre emelések médszerével els-
szor mindig (a¢ mod m) értékét szamitjuk ki, ebbdl tovabbi négyzetre emelésekkel
jutunk el (a* mod m), (a* mod m), ... értékéhez.
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MILLER-RABIN-TESZT
Bemenet: m > 1 pératlan egész

0. 1épés.
o k1

o m— 1 ismételt felezésével hatdrozzuk meg azt a ¢ pdratlan egészt és ¢ > 1
egészt, amelyekre m—1=2" - ¢

1. 1épés. Generaljunk egy a véletlen szamot 1 és m — 1 kozott.

2. 1épés. Szamitsuk ki (a,m) értékét az EUKLIDESZI ALGORITMUSSAL. Ha ez
nem 1, akkor: PRINT ,,;m NEM prim”; STOP

3.16pés. Szamitsuk ki (a° mod m), (a2 modm), (a* modm), ..., (a* '€ mod m)

értékeit az ISMETELT NEGYZETRE EMELESEK MODSZEREVEL. Ha ezek koziil
egyik sem (—1) és (a° mod m) # 1, akkor: PRINT ,,;m NEM prim”; STOP

4. 1épés. Ha k = 100, akkor: PRINT , IGEN, m (valdszintileg) prim”; STOP
5.1épés. k <+ k+1
Folytassuk az 1. 1épésnél.

Az eljaras 3. 1épésében szdmolt maradékokra nyilvan igaz, hogy ha valamelyi-
kiik (£1), akkor az dsszes tovabbi 1-gyel egyenld. Igy a 3. 1épésben meghozott don-
tés valéban megfelel a fentebb mondottaknak: az m-hez relativ prim a egész akkor

2l m—1

tanusitja m Osszetettségét, ha az (a“ mod m),...,(a mod m), (a mod m)
maradékok kozott vagy nincs 1 (és igy sériil a 2.5.7. Euler-Fermat tételbdl kovetkez6
feltétel) vagy az elsG 1-est kozvetleniil megeldzi egy (—1)-t6l kiilonb6zd maradék
(és ekkor sériil a 2.6.5. Allitas feltétele). Erdemes megfigyelni, hogy az algoritmus

At £ m=1 sz -
3. 1épésében az utolsé kiszamitott maradék ("2 mod m), az eljards (o™

mod m)
kiszdmitdsdig nem jut el. De erre nincs is sziikség: ha ' =41 (mod m), akkor
ebbdl a1 =1 (mod m) tgyis kovetkezik, ha pedig a' # +1 (mod m), akkor
(@1 mod m) értékétdl fiiggetleniil m mindenképp Gsszetett.

Az eljaras miikodését m = 561-re illusztraljuk. Emlitettiik, hogy 561 =3-11-17
Carmichael-szdm, vagyis a Fermat-teszt csak abban az esetben leplezheti le az
Osszetettségét, ha 561-hez nem relativ prim a véletlen szdmot generdl. (Mivel
©(561) =2-10-16 = 320, ezért egy a véletlen szamra ennek az esélye 56%&?20 = %
De ez a valdsziniliség csak azért ilyen nagy, mert 561 nagyon kicsi; egy sokszdz je-
gyl m Carmichael-szam esetében mar csak elenyészd valdszintiséggel titkoznénk
m-hez nem relativ prim a-ba.) A Miller-Rabin-teszt viszont példaul az a = 2 eset-
ben is kimutatja m = 561 sszetettségét: m — 1 = 560 = 2% - 35 és az ismételt négy-
zetre emelések médszerével konnyen kiszamithat6, hogy 233 = 263 (mod 561),
270 =166 (mod 561), 2'40 = 67 (mod 561) és 2280 = 1 (mod 561). Mivel ezek
kozott a maradékok kozott nincs (—1) (vagyis 560) és koztiik az els6 nem 1, ezért
a Miller-Rabin teszt az 561-et az a = 2 ,,vallomdsa” alapjan helyesen Osszetettnek
nyilvénitja (annak ellenére is, hogy (2,561) = 1).

A Miller-Rabin-teszt gyakorlati alkalmazhatésagdval kapcsolatban ugyanazt a
kérdést kell feltenniink, mint a Fermat-teszt kapcsdn: milyen valészin{iséggel deriil
ki egy véletlen a vizsgalatakor m Osszetettsége? Nevezziink egy 1 <a <m—1,
(a,m) = 1 egészt Miller-Rabin-druldnak, ha teljesiti a fenti eljaras 3. 1épésében
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irt feltételt (és igy a Miller-Rabin-teszt az a vizsgdlata alapjan az ,;m nem prim”
kovetkeztetésre jutna). Egyszerli megfigyelés, hogy ha a arul6ja m-nek (a kife-
jezésnek a Fermat-teszt kapcsdn hasznalt értelmében) akkor Miller-Rabin-arul
is. (Valéban, a?'¢ = +1 (mod m) nem teljesiilhet semmilyen 0 < s < #-re, ha
anl=g¥c£1 (mod m).) Ebbdl rogton kivetkezik, hogy ha egy m dsszetett szdm
nem Carmichael-szdm, akkor a a 2.6.3. Tétellel analog allitds érvényes ra: az 1 és
m kozotti, m-hez relativ prim a-k legaldbb fele Miller-Rabin-arulé. Az aldbbi, bizo-
nyitds nélkiil kozolt tétel szerint ugyanez még a Carmichael-szdmokra is igaz.

2.6.6. Tétel. (Gary Miller, 1975)
Ha m > 1 pdratlan, dsszetett szam, akkor az 1 és m kozotti, m-hez relativ prim
szdmoknak legaldbb a fele Miller-Rabin-drulo.

A Miller-Rabin-teszt tehét a Fermat-teszt kordbban felsorolt hidnyossdgai koziil
éppen a leglényegesebbet javitja ki: minden m Gsszetett szamot (az eljarasnak a fent

leirt formdjdban) legfoljebb % valészintiséggel nyilvanit primnek. Bar ez a hi-
bavalésziniiség minden gyakorlati szempontbdl elhanyagolhat6 és a 100-as kiiszob-
érték novelésével tetszdlegesen kicsire csokkenthetd, egy szdm primségét a Miller-
Rabin-teszt sem tudja minden elméleti kétséget kizar6an bizonyitani. (Erre polino-
midlis futdsidében jelenleg csak a mar emlitett Agrawal-Kayal-Saxena-teszt alkal-
mas.) A gyakorlati alkalmazdsok szempontjaibdl azonban ez érdektelen, a Miller-
Rabin-tesztet haszndljak tobbek kozott a legelterjedtebb kriptografiai médszerek is.

Primgeneralas

A primtesztel algoritmusokat arra is lehet haszndlni, hogy hatalmas primszamokat
allitsunk eld veliik (ezt a feladatot szoktak primgenerdlasnak nevezni). Ha példa-
ul egy 300 jegy(li primszdmra van sziikségiink, akkor egymads utdn generalunk 300
jegyt véletlen szdmokat és mindegyikre lefuttatjuk (példdul) a Miller-Rabin-tesztet.

Persze felvet6dik a kérdés: nem tart-e reményteleniil sokd, mire az elsé primet
igy megtaldljuk? Ennek a megvalaszoldséra segitségiil hivhatjuk a 2.2.3. Nagy Prim-
szamtételt: ha 7(n)-re, vagyis az n-nél nem nagyobb primek szdmdra a 7(n) ~ -
kozelitést hasznaljuk, akkor azt kapjuk, hogy az n-nél nem nagyobb szdmok koziil
durvén minden (Inn)-edik prim. Ezt n = 103%-ra alkalmazva az deriil ki, hogy a leg-
foljebb 300 jegy( szdmok koziil minden In 103% =300 -1n 10 = 690, 78-adik prim.
(De ha rogton kiszirjiik a 2-vel, 3-mal vagy 5-tel oszthatdkat, a maradékbdl mar
minden 184-edik prim.) Kovetkezésképp mar néhdny szdz véletlen szdm tesztelése
utdn a 300 jegyl szdmok kozott is nagyon nagy valdszindiséggel taldlunk primet —
ez pedig béven a megvaldsithat6sag hatarain beliil van.

(Megjegyezziik, hogy a fenti bekezdésben valdjadban helyteleniil hasznéltuk
a 2.2.3. Nagy Primszdmtételt: 6nmagdban abbdl, hogy a 7(n) és az - sorozatok
hanyadosa 1-hez tart, konkrét n-ekre semmi nem kovetkezik a két érték egymdashoz
val6 viszonydrdl. Szerencsére ismertek a mw(n) értékérdl a 2.2.3. Tételnél tobbet is
mondé eredmények, ezeknek a részleteiben azonban itt nem mélyediink el. Meg-
elégsziink azzal, hogy valGjaban - ,,megnyugtatéan j6I” — és n > 10 esetén rdada-
sul alulrél — becsli 7(n)-et. Igy példaul valéban igaz, hogy a legféljebb — vagy akar
a pontosan — 300 jegy(i szdmoknak legaldbb a 690-ed része prim.)
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2.6.7. A nyilvanos kulcsu titkositas

Ha a fentiek szerint generdlunk két (példaul) 300 jegy(d primszamot — jelolje ezeket
p és g —, akkor az N = p - g szorzatukat batran kdzzétehetjiik, a jelenlegi tuddsunk
szerint ebbdl p és g értékét senki sem fogja tudni kiszdmitani. Ennek a ténynek
mar énmagdaban is vannak alkalmazésai. Képzeljiik el példaul, hogy egy nagyobb
Osszeget szeretnénk egy bankban elhelyezni, de — biztosan j6 okunk van erre — a
kilétiinket szeretnénk homalyban hagyni. Ezért a bankbetétet jelszéval kivanjuk vé-
deni: azt az utasitast adjuk a banknak, hogy a pénziinket kiadhatjdk barkinek, aki az
altalunk megadott jelsz6t ismeri. Ez azonban kockdzatos eljards: ha a banknak egy
kelléen korrupt alkalmazottja hozzafér a jelszavunkhoz és azt eldrulja egy biintar-
sanak, akkor bucsit mondhatunk a pénziinknek. A kérdés tehat ez: hogyan lehetne
a banknak olyan informdci6t adni, ami a jelsz6 ellendrzésére képessé teszi dket, de
magét a jelszot mégsem ismerik meg? Egy megoldas erre a kovetkezd: megadjuk a
banknak N = p - g értékét, de p-t és g-t titokban tartjuk; N mellé azt az utasitast ad-
juk, hogy a pénziinket kiadhatjak barkinek, aki N egy valddi osztéjat megadja. Ezt
a feltételt N ismeretében a bank kdnnyen tudja ellendrizni, de hidba van tele a bank
korrupt alkalmazottakkal, N ismerete kevés egy valddi osztdjanak a kiszadmitasahoz.

Az a két tény tehat, hogy a primtesztelés (és igy a primgenerdlds) feladata ha-
tékonyan megoldhatd, de a primfaktorizalas a jelenlegi tuddsunk szerint reményte-
leniil nehéz, egyiitt lehetdséget teremtenek ,,megfejthetetlen titkok™ nagy tételben
val6 elbdllitasara. Ez az alapja szdmos, a nyilvanos kulcsu titkositds alapfelada-
tat megoldé moédszernek is. A feladatot a 2.6. szakasz elején mar leirtuk: olyan
C,D:{0,1,...,N—1} = {0,1,...,N — 1} kolcsondsen egyértelmi fiiggvényeket
keresiink, amelyek a kovetkez6 feltételeknek eleget tesznek:

(i) minden x € {0,1,...,N — 1} esetén D(C(x)) = x, vagyis C és D egymds in-
verzei;
(ii) akdd ,tulajdonosa” C(x) és D(x) értékét is hatékonyan ki tudja szdmitani;
(iii) a C(x) kiszdmitdsdra vonatkozd eljdrds nyilvdnossdgra hozhatd, kiviildllok
szdmdra ebbGl D(x) nem lesz hatékonyan kiszdmithat6.
A feltételekbdl természetesen kovetkezik, hogy N hatalmas, példaul (decimalisan)
600 jegyid szdm. (Valdban, ha N tdl kicsi, akkor egyszertien az x =0,1,...,N —1
értékek kiprébaldsaval C(x)-bsl x megkaphatd.)

Egy ilyen fliggvénypdr birtokdban a kéd tulajdonosa biztonsagosan tud iizenetet
fogadni barkitdl anélkiil, hogy az illetével el6tte kddot kellene egyeztetnie: elkiildi
(vagy nyilvanosan elérhetdvé teszi) a C fiiggvényt kiszamito eljarast, a partner pedig
az x lizenet helyett mindig annak az y = C(x) kddjat kiildi el. Ezt a kédolt iizenetet
a kéd tulajdonosa D-vel meg tudja fejteni (D(y) = D(C(x)) = x miatt), de kiviill-
16k nem. Ha pedig a kommunikéaciéban részt vevé mindkét fél rendelkezik egy-egy
ilyen C, D fiiggvényparral, akkor a koztiik zajlé teljes kommunikacié biztonsdgosan
lebonyolithaté. Ezen alapszik példdul a fejezet elején mar emlitett hzzps protokoll is
(de az ott szerepld két titkosiigynok problémadjara is lehet ez a megoldas).

Messze nem magatol értet6dd a fenti harom feltételt kielégitd C, D fiiggvénypa-
rok konstrukcidja, de mostanra rendelkezésiinkre dllnak az ehhez sziikséges eszko-
zok. A feladat tobbféleképpen is megoldhatd, aldbb a legszélesebb korben elterjedt
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(a Rivest-Shamir-Adleman szerzéhiarmas neveinek kezdoébetiii alapjan) RSA-nak
nevezett algoritmust ismertetjiik. Ehhez sziikségiink lesz az alabbi allitasra.

2.6.7. Allitas. Legyenek p és q kiilonbozd primek és N = p - q. Ekkor tetszdleges x
és k> 1 egészekre x**W)+1 = x (mod N).

Bizonyitds: Ha (x,N) = 1, akkor az 4llitds kozvetlen kovetkezménye a 2.5.7. Euler-
Fermat tételnek: az x?™) = 1 (mod N) kongruenciat elszor a k-adik hatvanyra
emelve, majd mindkét oldalt x-szel szorozva épp a bizonyitand¢ allitast kapjuk.

Ha (x,N) # 1, akkor p|x vagy g|x. Ha mindkett§ teljesiil, akkor N|x, igy a
bizonyitand6 4llitds 0 = 0 (mod N) miatt magdtdl értetdd. Tegyiik fel ezért,
hogy p /fx, de g|x (a forditott, p|x, ¢ fx eset bizonyitdsa ezzel anal6g). Mivel p
prim és p fx, ezért (x,p) =1 és @(p) = p— 1, igy az Euler-Fermat tétel miatt
x*~!1' =1 (mod p). Ezt a k- (¢ — 1)-edik hatvdnyra emelve, majd mindkét oldalt
x-szel szorozva @(N) = (p — 1)(g — 1) miatt a x***™)+! = x (mod p) kongruenci-
at kapjuk. De g|x miatt ugyanez a kongruencia nyilvdn modulo ¢ is fennéll. Ebb6l
azonban kovetkezik, hogy modulo N is teljesiil: a p|xk'§"(N)Jrl —xés q|xk'¢(N)+1 —Xx
oszthat6sdgokbol egyiitt a p - q|xk"p(N )+1 _ x oszthat6sag kovetkezik (mert p és g
kiilonboz6 primek), ez pedig ekvivalens a bizonyitandé allitassal. o

(Megjegyezziik, hogy a fenti dllitds hasonld bizonyitdssal érvényes akkor is, ha
N kett6 helyett tetszSlegesen sok, de csupa kiilonbozd prim szorzata.)

Az RSA algoritmus

Generéljunk az el6z6 szakaszban {rtak szerint két (példaul) 300 jegyd primet, legye-
nek ezek p és g. Legyen tovabbd N = p - g és valasszunk még egy olyan c egészt is,
amelyre (¢, (N)) = 1 (ennek a feltételnek a szerepére késbb visszatériink). Majd
tegyiik kozz¢, hogy a nyilvanos C kodold fiiggvényiink a kovetkezd:

C:x~x° modN.

Kétségtelen, hogy ez a fliggvény (az ismételt négyzetre emelések modszerével) ha-
tékonyan kiszdmithat6 — de hogyan taldljunk hozz4 egy D dekdédol6 fiiggvényt?
Keressiik D-t is a fentihez hasonl6 alakban:

D:y|—>yd mod N.

A d értékét igy szeretnénk megvalasztani, hogy D ezéltal C inverze legyen. Ez tehét
akkor teljesiil, ha D(C(x)) = x minden 0 < x <N — 1 esetén, ami C(x) =x° (mod N)
és ebbSl D(C(x)) =x“? (mod N) miatt ekvivalens az x“¢ = x (mod N) feltétellel.
Itt jut szerephez a 2.6.7. Allitas: eszerint D inverze lesz C-nek, ha a d értékét
sikeriil gy megvalasztanunk, hogy ¢-d = k- @(N) + 1 teljesiil valamilyen k > 1
egészre. Mas széval: célunk a @(N) |c -d — 1 oszthat6sdg, vagy ismét masképp a

c-d=1 (mod ¢(N))
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kongruencia kielégitése. Mivel itt ¢ és @(N) adottak, ez d-re egy linedris kongru-
encia feladat, amely (a ¢ vélasztdsakor elGreldtdan teljesitett) (¢, @(N)) = 1 feltétel
miatt megoldhat6 (a 2.4.2. Tétel szerint). Rdaddsul egy d megoldds hatékonyan ki
is szamithat6 az Euklideszi algoritmussal a 2.6.5. szakaszban 14atott médon.

Osszefoglalva a fentieket: a nyilvanos C : x — (x mod N) kédol6 fiiggvényhez
aD:yr (y¢ mod N) j6 dekddol6 fiiggvény lesz, had ac-d =1 (mod ¢(N)) line-
aris kongruencia megolddsa. Az Euklideszi algoritmust a d kiszdmitasara elég egy-
szer, a k6d generdldsakor lefuttatni, a kapott d ezutdn minden C(x) = y kédolt tizenet
dekddoldsara alkalmazhat6. Az RSA algoritmust az teszi biztonsdgossa, hogy a d
értékét csak a @(N) = (p— 1)(g — 1) ismeretében lehet kiszdmitani, ehhez pedig
sziltkség van az N = p - ¢ felbontdsra. Ha tehdt p és ¢ (valamint d és @(N)) értékét
titokban tartjuk, akkor a kédolé fiiggvény megaddsdhoz sziikséges ¢ és N batran
nyilvdnossdgra hozhat6, ebbdl a dekédolo fiiggvény nem kiszamithat6 — legaldbbis
a fenti mddszerrel biztosan nem.

Elvileg nem kizart, hogy a D dekddolé fiiggvényt valaki egy mas alakban, pusz-
tan ¢ és N ismeretében elbdllitsa (vagyis a ,,c-edik gyokvondst modulo N”” megvalé-
sitsa N primfelbontdsdnak a hidnyaban is) — mint ahogyan az sem, hogy a primfak-
torizacié feladatdnak megoldasara hatékony algoritmus sziiletik. Mindez azonban a
jelenlegi tuddsunk és az RSA algoritmussal kapcsolatos tobb évtizedes tapasztalatok
szerint nagyon val6szinfitlen, a médszer rendkiviil biztonsdgosnak tiinik.

Erdemes azonban megjegyezni, hogy az RSA algoritmus valéban biztonsigos
implementalasa szdimos tovabbi, messze nem nyilvanval6 kérdést vet fol. Ezek egy
részének a matematikai hattérhez kevés koze van — példdul kell§ koriiltekintés hi-
jan eredményesen tdmadhat6 a rendszer pusztidn a kddolds és dekddolds idejének
vagy az azt végzd hardver energiafelhasznalasanak a mérésével. De az N és c pa-
raméterek nem megfeleld vélasztdsa is okozhat problémat — példaul egy tigyetleniil
valasztott N primfaktorizcidja esetleg gyorsan meghatdrozhat6 lehet. Mindezekkel
a szempontokkal itt nem foglalkozunk.

Digitalis alairas

Az RSA algoritmussal a fent leirt médon megvaldsitott nyilvanos kulcsu titkosi-
tasnak egyel6re van egy komoly hatranya a ,,hagyomdnyos” (vagyis kédegyezteté-
sen alapul6) médszerekkel szemben: az tizenetek feladéja konnyen hamisithat6. Ha
példdul Aliz és Bonific levelezik és ehhez mindketten a mdsik 4ltal nyilvdnossdgra
hozott Cp, illetve C4 kédol6 kulcsot hasznéljak, akkor egy rosszindulati kiviilallét
semmi nem akaddlyoz meg abban, hogy Bonifdc nevében félrevezet§ tizenetet ha-
misitson Aliznak. Ugyanez a hidnyossdg még egy problémadt felvet: még ha Bonifac
is volt az tizenet valddi feladéja, ezt 6 kés6bb (ha az érdekei gy kivanjak) nyugod-
tan letagadhatja; sem Aliz, sem mds nem tudja majd hitelt érdeml&en bizonyitani a
felado kilétét. A kordbbi, hagyomdnyos moédszerek haszndlatakor mindez nem for-
dulhatott el&: mivel a hasznalt kulcsot Alizon és Bonifdcon kiviil mds nem ismerte,
egy ezzel titkositott tizenet egyben arra is biztositék volt, hogy az valéban a masikt6l
érkezett.

Szerencsére a nyilvdnos kulcsu titkositdsnak a kovetkez6 mddositasaval ezek
a problémdk is kikiiszobolhetSk. Ha Bonifdc az x iizenetetet szdnja Aliznak, ak-
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kor erre elszor a sajét, titkos Dp dekddold kulcsat alkalmazza, majd a kapott
y = Dp(x)-re Aliz nyilvanos Cy fiiggvényét; végiil z = Cy(y) = Ca(Dp(x))-et kiildi
el Aliznak. A dekddolast Aliz konnyen el tudja végezni: a kapott z-re elGszor a sajat
titkos D4 kulcsat alkalmazva megkapja y = Dy (z) = Dp(x)-et, majd erre Bonifdc
nyilvédnosan elérhet$ Cp fiiggvényét alkalmazva nyeri vissza az x = Cg (D4 (z)) lize-
netet. Alizon kiviil mds nem tudja dekddolni z-t, mert ehhez D4 ismerete sziikséges.
De most mér a feladé kilétében is biztos lehet Aliz, hiszen Bonifdcon kiviil senki
mas nem alkalmazhatta volna x-re Dg-t.

Ha pedig Bonifdcnak késébb kedve tdmadna letagadni, hogy a z tizenet tdle
szarmazik, akkor Aliz egy fiiggetlen birdsag el6tt még gy is tudja hitelt érdemlSen
cafolni Bonifdcot, hogy ehhez a sajat titkos kulcsat nem kell felfednie: bemutatja a
kapott z = C4(Dp(x)) iizenetet és az éltala félig dek6dolt y = D4 (z) = Dp(x)-et. A
birésdg ekkor Aliz és Bonifdc nyilvdnos kulcsaival ellendrizheti, hogy Ca(y) = z,
valamint Cg(y) = x fenndllnak és ezekbdl meggy6zddhet arrdl, hogy Aliz valéban
igazat mond.

A szdmos tovabbi részlet és implementacids nehézség részletezésének mell6zé-
sével megemlitjiik, hogy a fenti mddszeren alapulnak azok az elektronikus aldfrdsi
sémadk is, amelyeket mdra a vildg szdmos orszdgdban (koztikk a vonatkozé EU-s
irdnyelv nyoman 2001-ben elfogadott torvény alapjan Magyarorszdgon is) a hagyo-
madnyos aldfrdssal egyenranginak tekintenek.

2.6.8. Feladat. Elfogtunk egy gyants iizenetet: 159,111,5,140,39, 68, 6.
Tudjuk, hogy a felad6 az iizenet karaktereit egyszertien az ASCII kédjukkal he-
lyettesitette, majd ezekre az x — (x** mod 161) kédol6 fiiggvényt alkalmazta.
(Ezzel a fuggvénnyel tehdt a 0, 1,. .., 160 szdmokat lehet kédolni, de csak az elsé
128-nak van valddi jelentése.) Hasznaljuk ki, hogy a feladé tidl kicsi szamokat va-
lasztott a kéd generdldsakor: készitsiink dekddold fiiggvényt és fejtsikk meg vele
az lizenetet!

Megoldds: A kédoléfiiggvény az N = 161 modulust alkalmazza. Mivel a 161 prim-
faktorizacidja konnyt feladat, a dekddolofiiggvényt ugyanigy el tudjuk késziteni,
ahogyan a kéd general6ja tette: N = 161 = 7-23, amibsl o(N) = 6-22 = 132. fgy a
¢ =29 kitev6hoz a 29d = 1 (mod 132) linedris kongruencia megoldéséval taldlunk
megfeleld d-t. A megoldast az Euklideszi algoritmussal keressiik meg (bér a fel-
adat paraméterei olyan kicsik, hogy a 2.4.1. Feladatban latott médszerek is gyorsan
célhoz vezetnének):

(%) 132x =0 (mod 132)
(B) 29%x=1 (mod 132)
(+)—4-(B): (1) l6x=—-4=128 (mod 132)
(B)—1-(1):(2) 13x=-127=5  (mod 132)
()—1-(2):(3) 3x=123 (mod 132)
(2)—4-(3):(4) x=-487=41 (mod 132)

Mivel (29,132) = 1 (ha ez nem igy volna, a kéd generéldja hibdzott volna), ezért
a 41 az egyetlen megolddas modulo 132. Ezzel elkésziilt a dekédoléfiiggvényiink:
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y — (" mod 161). Ezt alkalmazzuk az elfogott iizenetet alkoté szdmokra, termé-
szetesen az ismételt négyzetre emelések mddszerét haszndlva. Az iizenet elsd tag-
jdra, 159-re a 2.6.3. szakaszban litotthoz hasonléan részletezziik (159" mod 161)
kiszamitasat:

k a b c

0 159 41 1

1 4 20 159
2 16 10 159
3 95 5 159
4 9 2 132
5 81 1 132
6 - 0 66

Igy 159*! =66 (mod 161), a 66 pedig a B ASCII kédja. Az iizenet tSbbi karak-
terének a dekdédoldsat a kivancsi olvasdkra hagyjuk. |

2.7. Ajanlott irodalom

Az alabbi, kivalé tankonyv a targyalt anyag megértését segitd magyarazatokkal és
feladatokkal b&ségesen koritett bevezetést nyujt a szimelmélet vildgaba, az ebben a
jegyzetben is érintett kezdetektSl egészen a joval mélyebb eredményekig.

[1] Freud Rébert, Gyarmati Edit: Szdmelmélet, Nemzeti Tankonyvkiad6, Buda-
pest, 2000, 2006.

A nyilvanos kulcsu titkositds elmélete irant érdekl6déknek pedig az aldbbi tan-
konyvet ajanljuk:

[2] Gyorfi Laszl, Gyo6ri Sandor, Vajda Istvan: Informdcio- és kodelmélet, Typo-
tex Kiad6, Budapest, 2005, 2010.



3. fejezet

Végtelen halmazok szamossaga

Mibdl van tobb: természetes szambol, vagy paros természetes szambol? — Micsoda
kérdés? Nyilvan természetes szambol, hiszen ezek koziil csak minden masodik pa-
ros — mondhatnd valaki. — Micsoda kérdés? Nyilvan mindkett6bdl végtelen sok van,
vagyis ugyanannyi — mondhatnd valaki mds ugyanolyan meggy6z6&déssel. Melyi-
kiiknek van igaza? Egyel6re nem mondhatunk mast, mint hogy mindkét vélemény
egyforman megalapozatlan — ugyanis a halmazok szdimossdgdnak (vagyis elemsza-
mdnak) a fogalma egyel6re csak véges halmazokra bir értelemmel.

A matematika fejlédésében forradalmat hozott az a Georg Cantortol, az 1870-es
évekbdl szarmazé gondolat, hogy a végtelen halmazok szamossaganak az egyenld-
ségét (vagy épp nem egyenldségét) is lehet definidlni. Az altala alkotott fogalom —
megdobbentd egyszertisége ellenére — érdekes kérdések és meglep6 valaszok éra-
datat inditotta el és egyben a matematika halmazelmélet nevili dgénak a sziiletését is
jelentette.

Maira Cantor felfedezései a matematikai alapmiiveltség korébe tartoznak. Az
informatikus szdmdra is hasznos, ha ennek az elméletnek legaldbb az alapvetése-
it megismeri: az algoritmikus megoldhatdsag kérdéskorének vizsgdlatdban szamos
negativ (vagyis valaminek a lehetetlenségét kimondd) eredmény bizonyitdsaban jat-
szanak kulcsszerepet (ldsd a 3.5. szakaszt).

3.1. Halmazok szamossaganak egyenlosége

~ 2z

Ha egy téli napon végignéziink a zsifolt jégpalydn, reménytelennek t{ind feladat
volna megszdmldlni, hogy hany korcsolya siklik egyszerre a jégen. Egyben azonban
biztosak lehetiink: ugyanannyi a bal korcsolya, mint a jobb; ez természetes, hiszen
ezek parban dllnak. Ezen a szinte nevetségesen egyszer(i gondolaton alapszik a mo-
dern halmazelmélet fent emlitett alapfogalma: két halmaz szamossdga akkor egyen-
18, ha az egyik elemei parba allithatok a masik elemeivel. Ezt a parba 4llitdst egy
fiiggvénnyel fogjuk tudni pontosan megadni; persze akarmilyen fliggvény nem felel
meg a célnak, ezért van sziikségiink az alabbi definicidkra.

159
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3.1.1. Definicid. Legyenek A és B tetszoleges halmazok és f : A — B egy fiiggvény.
Az f fiiggvényt
(i) injektivnek (vagy mds néven invertidlhatonak) nevezziik, ha bdrmely
x1,x €A, x| # X3 esetén f(x1) # f(x2);
(ii) szuirjektivnek (vagy mds néven raképezésnek) nevezziik, ha minden y € B
esetén létezik olyan x € A, amelyre f(x) = y;
(iii) bijektivnek (vagy mds néven kolcsonosen egyértelmiinek) nevezziik, ha egy-
szerre injektiv és sziirjektiv.
Injektiv fiiggvény, sziirjektiv fiiggvény, illetve bijektiv fiiggvény helyett a rovidebb
injekcid, sziirjekcid, illetve bijekcid elnevezéseket is haszndljuk.

A definiciét tgy is fogalmazhatjuk, hogy f : A — B akkor injektiv, sziirjektiv,
illetve bijektiv, ha minden y € B elemnek legfoljebb egy, legalabb egy, illetve pon-
tosan egy Jsképe van (ahol az Gskép olyan x € A elemet jelent, amelyre f(x) =y).

Fontos megjegyezni, hogy ha egy f fiiggvényrdl kijelentjiik, hogy az egyértel-
mif, azzal semmit nem mondunk réla. Ugyanis minden fiiggvény egyértelmi: az
f: A — B fiiggvény definici6jdban benne foglaltatik, hogy az minden A-beli elem-
hez egyetlen B-belit rendel hozza. Ennél sokkal tobbet mondunk f-rdl, ha kolcsono-
sen egyértelmiinek (vagyis bijektivnek) nevezziik, mert egy tetszbleges f fiiggvény
sem az injektivitds, sem a sziirjektivitds kovetelményét nem feltétlen teljesiti. Ha
példaul A a (valaha élt) férfiak, B pedig a ndk halmaza és az f : A — B fliggvény
minden férfihoz az édesanyjat rendeli, akkor f valéban fiiggvény (hiszen minden
férfinak egyetlen édesanyja van), de se nem injektiv (mert egy nének tobb fia is le-
het), se nem sziirjektiv (mert nem minden nének van fia). Ha viszont A és B a jelen-
leg hdzassdgban €16 (magyar dllampolgdr) férfiak, illetve n6k halmazit jeloli és az
f A — B fiiggvény minden férfihoz a feleségét rendeli, akkor f most is fiiggvény
(mert Magyarorszagon nincs tobbnejliség) és rdadasul injektiv is (mert tobbférji-
ség sem lehetséges) és sziirjektiv is (mert minden feleségnek van férje). Amit tehét
szemléletesen tigy fejeziink ki, hogy A és B elemeit parba 4llitjuk, azt precizen egy
f 1 A — B bijekcidval adhatjuk meg (hasonléan ahhoz, ahogyan az iménti f parba
allitotta a hazaspdrok tagjait). Ez a szemlélet 4ll az aldbbi definicié mogott.

3.1.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy a (tetszdleges) A és B halmazok szamossiga
egyenls, ha létezik egy f : A — B bijekcid. Ezt a tényt igy jeloljiik: |A| = |B|.

Ennek a definiciénak a birtokdban mar visszatérhetiink a fejezetet nyité kérdés-
hez: ha N jeloli a természetes szamok, P pedig paros természetes szamok halmazat,
akkor igaz-e, hogy |N| = |P|? A vdlasz igenls: példdul az f: N — P, f(n) = 2n
fiiggvény bijektiv és igy bizonyitja az |N| = |P| allitdst. (El kell tehdt fogadnunk,
hogy egy végtelen halmaz lehet egyenld szdmossagu a sajat valddi részhalmaza-
val — ez kovetkezik a fenti definiciébdl.) Ennek ellenére, a fejezet elején masodjara
véleményt nyilvanité képzeletbeli beszélének annak dacdra sem volt igaza, hogy
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véletleniil helyeset allitott: latni fogjuk, hogy két végtelen halmaz szimossdga nem
feltétlen egyenld.

Erdemes megfigyelni, hogy a 3.1.2. Definici6 altal elvért f bijekcié messze nem
egyértelmi. Akér az |N| = |P| dllitdst is bizonyithattuk volna egy masik fiiggvénnyel
(példdul ha a g : N — P fiiggvényre g(0) = 2, g(1) = 0 és minden n > 2 esetén
g(n) = 2n, akkor g szintén bijekci6). Altaldban, ha az |A| = |B| 4llitast akarjuk be-
latni, akkor ezt barmilyen f : A — B bijekcié megaddsaval (vagy létezésének bizo-
nyitasaval) megtehetjiik, a lehet6ségek széles kore (és a kreativitds tag tere) nyilik
meg. Az sem elvaras, hogy az f bijekcié valamilyen tomoren leirhat6 ,képlettel”
legyen megadva, barmilyen vildgosan definidlt fliggvény megfelel.

A halmazok szamossaga kozti egyenléség fenti definicidja természetesen véges
halmazokra is miikodik és ebben az esetben |A| = |B| nyilvan ekvivalens azzal, hogy
A és B elemszdma azonos. Ez az eset azonban érdektelennek tekinthet, a 3.1.2. De-
finicié valddi djdonsdgot a végtelen halmazok vildgdban hoz. (Ennek megfelelGen,
végtelen halmazok ,,elemszdmardl” a tovdbbiakban sem fogunk besz€lni — a ,,sz4-
mossag” elnevezés szandékosan kiilonbozik ettdl.)

Fontos megjegyezni, hogy az egyenld szamossagu halmaz jelolésében (és ne-
vében) az egyenlSség valéban gy viselkedik, ahogyan azt elvérjuk. Igy |A| = |A|
minden A halmazra igaz (ezt bizonyitja az f(x) = x identitds fiiggvény), |A| = |B|
esetén |B| = |A| is fenndll (mert ha f : A — B bijekci6, akkor az f~! : B — A inverz
fiiggvény is az), valamint az |A| = |B| és |B| = |C| dllitdsokbdl |A| = |C| is kovetke-
zik (mert ha f: A — B és g : B — C bijekciok, akkor a go f : A — C kompozicidjuk
is az). (Ezeket a tulajdonsdgokat fejezziik ki sorban azzal, ha az |A| = |B| fogalmat
reflexiv, szimmetrikus €s tranzitiv relacionak nevezziik.)

3.1.3. Feladat. Igaz-e az |A| = |B| dllitds az aldbbi A és B halmazokra?
a) A = N és B a (pozitiv) primszamok halmaza;
b) A= (0,1) és B = (2,100) (ahol (a,b) a valés szdmok a és b végponti nyilt
intervallumat, vagyis az {x : a < x < b,x € R} halmazt jeloli);
c)A =R és B=(0,) (a pozitiv valés szimok halmaza);
d)A=(0,1)ésB=R;
e) A = [0,00) (a nemnegativ valés szdimok halmaza) és B = (0,<0);
f)A=10,1] és B=(0,1) (ahol a [, | zdrt intervallumot jel5l).

Megoldds: a) Szdmozzuk meg a primszdmokat novekvd sorrendben, de kezdjiik a
sorszamokat a nulldval: py = 2, p; = 3, po =5, stb. (Més széval: minden n € N
esetén p, az (n+ 1)-edik primet jel6li.) Mivel a primek szdma végtelen, ezért ezzel
végtelen sorozatot definidltunk. Ez egyben igazolja az |A| = |B| dllitdst is, hiszen
n+— p, bijekcidé A-rél B-re.

b) Kénny( olyan fliggvényt taldlni, amely A és B k6zott kdlcsondsen egyértelmil
megfeleltetést teremt: az f : x — 98x+ 2 fiiggvény bijekcid A-rdl B-re, igy bizonyitja
az |A| = |B| 4llitdst.

¢) A vilasz ismét igen: példaul az x — 2* fiiggvény igazolja ezt.

d) Kicsit tobb leleményességgel itt is taldlunk a kozépiskolabdl ismert valds
filggvények kozt olyat, ami bizonyitja az |A| = |B| éllitdst. Az x — tgx fiiggvényt
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megszoritva a (—7%,7) intervallumra bijekciét kapunk (—7,7) és R kozott. A
4

(0,1) és a (—%,7) intervallumok kozott pedig a b) feladat Gtletét felhasznilva
konnyi bijekciot mutatni: x — 7 -x — 7. Ezzel megmutattuk az |A| = |(—5,%)| ésa
|(—%,%)| = |B] dllitasokat, amibél a fenti megjegyzés szerint kovetkezik |A| = |B]
is. (Valéban, az f : x — tg (7r ‘X — g) fliggvény bijekcid A-rél B-re.)

e) Egy f: A — B bijekcié megalkotasahoz egyetlen elemet, a 0-t kell ,,eltiintet-
niink”. Ennél mar jéval nagyobbnak tiin6 feladat sem okozott problémat: a termé-
szetes szaimokon értelmezett n — 2n fliggvény minden pdratlan szamot eltiintetett.
Ha csak a 0-t kellett volna eltiintetni, az n — n+ 1 fiiggvény is megfelelt volna — ez
tehdt bizonyitja az |N| = |[NT| 4llitdst (ahol NT a pozitiv egészek halmazat jeldli).
Nem nehéz rdjonni, hogy ugyanez a gondolat az |A| = |B| llitast is bizonyitja —
annyival kell csak kiegésziteni, hogy a [0,0) \ N halmazon a fiiggvény legyen az

identitds. Osszefoglalva: az f(x) = { xj; L EZi ;§

fliggvény egy f: A — B

bijekcid, igy |A| = |B|.

f) Prébéljuk meg az e) feladat megoldadsat alkalmasan médositani. Az nem td-
nik valédi problémanak, hogy most két elemet (a O-t és az 1-et) kell ,.eltiintetni”, az
n— n+2 fliggvény ezt megtenné. Nagyobb kiilonbségnek latszik, hogy most A-nak
és B-nek nem részhalmaza N, pedig az el6bb épp ez nyelte el a 0-t. Valdjaban azon-
ban mar az e) feladatban is csak kényelmes volt N-et haszndlni, helyette barmilyen
végtelen szdmsorozat megfelelt volna. Most példaul hasznalhatjuk az 1-nél nagyobb
egészek reciprokait, vagyis az %, %, %, ... sorozatot: ha ennek a tagjait ,,eltoljuk” két
poziciéval, akkor a felszabadul két ,,hely” a 0 és az 1 szamdra. Osszefoglalva: az

3, hax=0,
flx)= ﬁ, hax= ’11 valamely n > 1 egészre,
x,  egyébként.
fiiggvény egy f : A — B bijekcid, igy |A| = |B| ismét igaz. a

A fenti feladat a) részének megoldasabdl fontos kovetkeztetést vonhatunk le: a
gondolatmenet szempontjabdl érdektelen, hogy a kérdés épp a primszamokrdl szdlt,
a természetes szamok barmely végtelen részhalmazardl ugyanigy elmondhatjuk,
hogy az egyenld szdmossdgi N-nel. Az ilyen halmazoknak kiilonos fontossdguk
miatt sajit neviik van, ezt vezeti be az aldbbi definicid.

3.1.4. Definicio. Az A halmazt megszamlalhatéan végtelennek nevezziik, ha a szd-
mossdga egyenld a természetes szdmok halmazdéval (vagyis |A| = |N|). Ennek a
Jele: |A| = Xo.

Egyes tankonyvek a megszdamldlhato halmaz elnevezést is bevezetik a véges
vagy megszamldlhatéan végtelen halmazokra; bar ezt mi a tovabbiakban nem hasz-
naljuk, hasznos rogziteni, hogy ez a két kifejezés kiilonbozd tartalommal bir. Ké-
s6bb latni fogjuk, hogy nem minden végtelen halmaz megszamlalhatéan végtelen —
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mégis, a ,,megszamldlhatatlanul végtelen” kifejezés nem létezik a szakirodalomban
(helyette ,,nem megszdmldlhatéan végtelen” hasznalhat6). A definiciéban bevezett
jelolés a héber ,,alef” (X) betiit haszndlja; ez a jelolés még Cantortdl szarmazik és
sz€les korben elterjedt. (Az X jelolésbdl sejthetd, hogy az indexben a 0 helyett mas
szimbdlumok is el6fordulhatnak; ez ugyan igaz, de itt nem foglalkozunk vele.)

A fentiekbdl kideriilt, hogy a természetes szamok barmely végtelen részhalmaza
megszamlalhatéan végtelen; az aldbbiakban viszont azt vizsgaljuk meg, hogy mi
mondhat6 az N-nél bévebb szamhalmazokrol.

3.1.5. Tétel. Az egész szdmok 7 halmaza és a raciondlis szamok Q halmaza egy-
ardnt megszdamldlhatéan végtelen.

Bizonyitds: Mindkét esetben egy (a,) = (ag,a1,az,...) szdmsorozat megaddsa lesz
a célunk ugy, hogy a sorozat barmely két tagja kiilonbozé legyen és az értékkészle-
te (vagyis az {ag,a1,az,...} szdmhalmaz) Z, illetve Q legyen. Ezzel csak dtfogal-
mazzuk (és valamivel szemléletesebbé tessziik) a bizonyitandé allitast, hiszen igy
(hasonldan a 3.1.3. Feladat a) részének a megolddsdhoz) valéjdban az f : n — a, bi-
jekcidt adjuk meg N és Z, illetve N és Q kozott (ezdltal definicié szerint bizonyitva
a |Z| = Xy, illetve a |Q| = X allitést).
7 esetében viszonylag egyszeriien készithet6 ilyen sorozat, példaul igy:

ao aq ar as ag as dg ay asg ag
0 1 -1 2 =2 3 -3 4 -4 5

Bar nincs erre sziikség, de ez a sorozat elég egyszerti ahhoz, hogy akar képlettel
—k, han paros és n = 2k,

k, han paratlan ésn =2k —1.
sorozat valéban megfelel a feltételeknek: a tagjai kimeritik Z-t és nincs koztiik két
azonos. Igy (a,) (és az f : n — a, bijekci6) bizonyitja az |N| = |Z| allitast.

Q esetében egy megfeleld (a,) sorozat készitésének az alapotletét a 3.1. dbra
mutatja. Ezen a pozitiv egész szamlal6ju és nevezdjl torteket egy jobbra és lefelé
is végtelen ,.tdblazatban” rendeztiik el: a j-edik sorban az i-edik helyen all L (ahol
i,j > 1egészek). Az dbran lathat6 bejaras szerint ezek a tortek elrendezhetSk egyet-
len sorozatban:

is megadhassuk: a,, = Latszik, hogy az (a,)

121123432112345¢635

Ty TSN
Persze ezzel a sorozattal egyeldre két probléma is van: egyrészt csak a pozi-
tiv raciondlis szdmokat tartalmazza, masrészt ezek mindegyikét tobbszor (val6jdban

P

végtelen sokszor), hiszen ugyanannak a raciondlis szimnak minden bdvitett alakjat
kiilon felsorolja (példaul %, %, %, ... mind kiilon szerepel a sorozatban). Mindkét
probléman konnyd segiteni. E16szor is hagyjuk el a sorozat minden olyan tagjat,

amellyel egyenld értéki tort korabban mas alakban mar szerepelt:

1211343211565

1’1’2’3’1'1'2’3’4’5"171°2777
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3.1. abra

Ezzel egy olyan ry,rp,r3,... sorozatot kaptunk, amely minden pozitiv racionélis
szamot pontosan egyszer sorol fel. Ebbdl pedig a Z-re vonatkozé fenti bizonyitds
gondolatat haszndlva mar konnyen készithetS olyan sorozat, amely minden racioné-
lis szamot pontosan egyszer érint: 0,r, —ry,r2, —r2, 13, —r3,... Ezzel tehat (minden
n € N-hez az igy késziilt sorozat (n + 1)-edik tagjat rendelve) valéban egy N — Q
bijekciét adtunk meg és igy a tételt belattuk. a

Erdemes kiilon kiemelni a fenti (két) bizonyitdsnak azt a gondolatit, hogy ha
egy A halmaz megszdmlalhat6an végtelen voltat akarjuk beldtni, akkor ezt egy, az A
minden elemét pontosan egyszer felsorol6 (a,) = (ao,ar,az,...) szimsorozat meg-
addsaval tehetjilk meg. Valdban, ez csak a megfogalmazdsat tekintve kiillonbozik
attdl, hogy az |N| = |A| dllitast az f : n+— a, bijekciéval mutatjuk meg. (Amint azt a
fenti bizonyitdsban lattuk, az (a,) sorozat akér tobbszor is tartalmazhatja az A egyes
elemeit, a lényeges kovetelmény csak az, hogy A minden elemét tartalmazza. Valé-
ban, a kordbban mar szerepelt A-beli elemek ugyanigy elhagyhat6k, mint ahogyan
azt az |N| = |Q| 4llitds bizonyitdsdban tettiik.) Ezt szokds tgy kifejezni, hogy az A
halmaz elemeit sorozatba rendezziik — és igy a megszamldlhatéan végtelen halmaz
fogalma azonos a sorozatba rendezhetd halmazéval.

N, Z és Q utan a kovetkezs természetes kérdés a valds szdmok R halmazéra
vonatkozik: vajon még ez is egyenld szdmossagu N-nel? Cantor egyik els6, alapvetd
fontossagu felfedezése éppen az volt, hogy a vdlasz itt mar nemleges. Ez egyben az
elsé példa arra is, hogy két végtelen halmaz szdmossiaga nem feltétlen egyenld.

3.1.6. Tétel. (Cantor)
A valds szdmok R halmaza nem megszdamldlhatoan végtelen, vagyis |N| # |R|.

Bizonyitds: Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy |N| = |R|, vagyis (a fentiek sze-
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rint) R sorozatba rendezhetd. Ebbdl kovetkezik, hogy a (0, 1) nyilt intervallum ele-
mei is sorozatba rendezhetSk: valéban, az R elemeit felsorold sorozatb6l hagyjuk ki
az ezen az intervallumon kiviil es elemeket. Létezik tehdt egy (a,) = (a1,az2,as,...)
sorozat, ami minden 0-ndl nagyobb és 1-nél kisebb valds szdmot felsorol.

Ellentmondaésra igy fogunk jutni, hogy konstrudlunk egy olyan b € (0,1) valds
szamot, ami hidnyzik az (a,) sorozatbdl. Ehhez az (a,) tagjainak a tizedestort alak-
jat fogjuk haszndlni: ez a sorozat minden tagjara a ,,0,” jelekkel kezdédik (hiszen
0 és 1 kozotti szdmokrdl van sz6), ezutdn pedig szdmjegyek (vagyis 0 és 9 kozotti
egészek) egy végtelen sorozata kovetkezik. (Ugy tekintjiik, hogy a véges tizedestor-
teknek is végtelen sok tizedesjegye van: egy ponttdl kezdve csupa 0.) Jelolje minden
n,i > 1 esetén az a, tizedestort alakjaban (a tizedesvessz6 utdn) az i-edik tizedesje-
gyet x,; (1dsd a 3.2. 4brit).

a; =0,X1,1 X12 X13X14X15 -
ar=0,x2,1 X202 X203 X24 X25 ...
az =0,x3,1 X32 X33 X34 X35 ...
as =0,x4,1 X42 X43 X4.4 X45 - .-
as =0,Xx51 X5 X53 X54X55 ...

3.2. abra

A keresett b € (0,1) szdmot is tizedestort alakban fogjuk megadni, az n-edik
tizedesjegyét (a tizedesvessz6 utan) y, fogja jelolni: b = 0,y; y2» ¥3 ya... A b el-
készitéséhez az x,, tizedesjegyeket (vagyis a 3.2. dbrdn lithat6 végtelen tdblazat
,foatlgjar”) fogjuk hasznalni. Az y; megvalasztdsanal csak arra figyeljiink, hogy az
x1,1-t61 kiilonbozzon: ha y; # x1 1, akkor mdr biztosak lehetiink benne, hogy b # a;.
Hasonléan, ha y,-t az y, # x»» feltételnek megfelelSen valasztjuk, akkor b # as.
Altaldban: y, lehet barmilyen szdmjegy (legaldbbis majdnem — ldsd a kovetkezd be-
kezdést), csak y, # xn, teljesiiljon. Az igy konstrudlt b € (0, 1) valés szdm valGban
kiilonbézik az (a,) sorozat minden tagjatdl: a,-t8l eltér az n-edik tizedesjegyében,
igy b # a,,. Ez ellentmond annak, hogy (a,) a (0, 1) minden elemét felsorolja, amivel
a tételt belattuk.

Ehhez a gondolatmenethez egy aprd, technikai jellegi kiegészitést kell fizni ah-
hoz, hogy valéban tokéletes legyen. Ismert ugyanis, hogy a valds szamok tizedestort
alakja nem mindig egyértelmi: ha egy véges tizedestort utolsé (nem nulla) jegyét
1-gyel csokkentjiik és onnantdl csupa 9-eseket irunk, akkor a kapott tizedestort alak
mds, de ugyanazt a szdmot jeloli. (Példaul: 0,5432 = 0,54319999...) Ez a fenti
bizonyitasban problémat okozhatna: el6fordulhatna, hogy az elkésziilt b tizedestort
alakja ugyan kiilonbozik az (a,) sorozat minden tagjéaétél, de az értéke mégis meg-
egyezik valamelyikkel. Emellett ha b minden tizedesjegyét 6vatlanul 0-nak vagy
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mindet 9-nek valasztjuk, akkor a kapott b nem is volna a (0, 1) intervallumban — az
utébbi esetben 0,9999... = 1 miatt. Persze ezeken a problémakon konny( segite-
ni: tiltsuk be a 9-est és a 0-t az y,-ek megvalasztdsanal — igy is marad legaldbb hét
viélasztasi lehetdség még x,, , kizdrdsa utdn is. (Nem feltétlen sziikséges, de akdr tel-
2, hax,,=1

I, hax,,#1 )
Ezzel a kiegészitéssel pedig a bizonyitds mar hézagmentes. O

jesen pontossa is tehetjiik y, megvalasztasat, példaul igy: y, = {

A fenti bizonyitas alapgondolatdt — vagyis a 3.2. dbran lathat6 tdblazat f6atl6ja-
tdl valé tagonkénti eltérést — dtlos modszernek szokds nevezni. Ezt Cantor fedezte
fel épp a fenti bizonyitdshoz, de az6ta sok mds helyzetben is alkalmaztdk.

Hasonléan ahhoz, ahogyan N ,prototipusként” szolgalt a megszdmlalhat6an
végtelen halmaz fogalmdhoz, R révén is egy hasonld, alapvetd fontossagi fogal-
mat definidlhatunk.

3.1.7. Definicié. Az A halmazt kontinuum szamossagunak nevezziik, ha a szd-
mossdga egyenld a valds szdmok halmazdéval (vagyis |A| = |R|). Ennek a jele:
Al =c.

Példaul a 3.1.3. Feladat b)—f) részeinek megolddsdbdl levonhaté kozos tanul-
sdg, hogy a valds szdmegyenes barmely nem elfajulé (vagyis legalabb két pontot
tartalmazd) részintervalluma kontinuum szdmossagu. (Cantor eredetileg a got ,,¢”
betiivel jelolte a kontinuum szdmossagot, sok tankonyv ezt mdig is megdrizte; mi a
madra szintén elterjedt latin betlis jelolést hasznaljuk.)

3.2. Nagysagi relacio a halmazok szamossaga kozott

A 3.1.6. Tételben beldttuk, hogy |N| # |R[; taldn ,,szivesen” mondandnk, hogy ebbdl
IN| < |R| kovetkezik, de ennek az dllitdsnak egyelSre nem adtunk értelmet, csak az
egyenld (€s ezaltal a nem egyenld) fogalmat vezettilk be. Az alabbi definicié ezt
potolja.

3.2.1. Definicié. Legyenek A és B (tetszdleges) halmazok.

(i) Azt mondjuk, hogy A szdmossdga kisebb vagy egyenld B szdmossaganal, ha
létezik egy f : A — B injektiv fiiggvény. Ezt a tényt igy jeloljiik: |A| < |B|
(vagy |B| = |A|).

(ii) Azt mondjuk, hogy A szdmosséga kisebb B szamossdgandl, ha |A| < |B|, de
|A| # |B|. Ezt a tényt igy jeloljiik: |A| < |B| (vagy |B| > |A|).

A definicié birtokdban mar valéban mondhatjuk példdul, hogy |N| < |R|: az
IN| < |R] 4llitast bizonyitja az f : N — R identités fiiggvény (vagyis f(n) = n min-
den n € N-re), ami nyilvdn injekcid, az |[N| # |R| éllitdst pedig a 3.1.6. Tételben
igazoltuk.
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Altaldban is elmondhato, hogy ha az A és B halmazokra A C B fennill, akkor az
f A — B, f(a) = a identitasfiiggvény injekcid, igy bizonyitja az |A| < |B| allitést.
Mais széval: ugyan el kellett fogadnunk azt az els6 halldsra szokatlan gondolatot,
hogy egy (végtelen) halmaz lehet egyenld szamossagu a sajat valodi részhalmazaval,
de az az abszurditds azért szerencsére mar nem fordulhat el6, hogy egy halmaz
kisebb szdmossagu is lehessen egy részhalmazanal.

Konnyl megérezni a fenti két definicié mogott rejlé intuiciét: egy f: A — B
injekci6 révén bijekciét adunk meg A és B egy részhalmaza (f értékkészlete) kozott
és ezzel megmutatjuk, hogy A egyenld szamossagu B egy részhalmazaval; termé-
szetes gondolat ezt megtenni az |A| < |B| definici6jdnak. Ha pedig az |A| < |B| és az
|A| = |B| fogalmat mar definidltuk, akkor ezekbdl |A| < |B| jelentése mar ,,magatSl”
adddik. A definicidkat értelmezve tehdt |A| < |B| akkor igaz, ha f : A — B injekci6
1étezik, de f : A — B bijekcié mar nem.

Hasznos lehet felhivni a figyelmet a kovetkezd, gyakori félreértésre: |A| < |B|
nem azt jelenti, hogy 1étezik egy f : A — B injekci6, ami nem bijekci6. fgy példaul
az f : N — N, f(n) = 2n fiiggvény injekci6 és nem bijekcid, de természetesen nem
bizonyitja a (hamis) |N| < |N] dllitdst. Az |A| < |B| definicidja ennél sokkal tobbet
mond: létezik egy f : A — B injekcid, de nem csak ez az f nem bijekcid, hanem
egyaltaldn nem létezik bijekcid A és B kozott.

Hasonl6an az |A| = |B| fogalmdval kapcsolatban mondottakhoz, az |A| < |B|
relacié is gy mikodik, ahogyan azt az intuiciénk alapjan elvarnank. Péld4ul: ha
|A| < |B| és |B| < |C|, akkor |A| < |C| is igaz — bizonyitja ezt az f : A — B és a
g : B — C injekcidk go f : A — C kompozicidja. Azonban itt mar folvetédik egy
alapvet$ fontossdgu és messze nem magatol értet6dd kérdés is: vajon az |A| < |B|
és |B| < |A| éllitdsokbdl egyiitt kovetkezik-e, hogy |A| = |B|? Nyilvén szivesen va-
laszolnank erre is igennel, de a definici6kbdl kiindulva ez nem megy konnyen: egy
f:A— Bésegy g:B— A injekcid 1étezésébd] miért kovetkezne egy h: A — B
bijekci6 1étezése? Ezt a kérdést még Cantor sem tudta hidnytalanul megvélaszolni —
végiil egy akkor 19 éves tanitvanya, Felix Bernstein adta az elsd teljes bizonyitast.

3.2.2. Tétel. (Cantor, Bernstein)
Az A és B halmazokra |A| = |B| akkor és csak akkor igaz, ha |A| < |B
egyardnt fenndllnak.

és

B| < |A|

Bizonyitds: Az dllités ,,csak akkor” része magatdl értet6dd: ha |A| = |B|, akkor 1é-
tezik egy h : A — B bijekci6; ekkor A, illetve A~! bizonyitjdk az |A| < |B|, illetve a
|B| < |A| dllitasokat (mert h: A — B és h™! : B— A injekciok).

Az ,,akkor” irdny bizonyitdsa mdr joval tobb munkat igényel. Tegyiik fel, hogy
|A| < |B| és |B| < |A| fenndllnak, vagyis léteznek az f: A - Bésa g: B — A
injekciok. Azt kell megmutatnunk, hogy ekkor 1étezik egy i : A — B bijekcid is.

El6szor is az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy A és B disz-
junktak; ha nem igy volna, akkor minden A N B-beli elemet B-ben ,,lecserélhetnénk”
egy Uj, A-n kiviili elemre anélkiil, hogy a bizonyitandé allitdson érdemben valtoz-
tatnank.



168 3. FEJEZET, VEGTELEN HALMAZOK SZAMOSSAGA

f és g injektivitdsa azt jelenti, hogy l1éteznek az f~! és a g~ ! inverz fiiggvé-

nyek. Itt példaul f~! 4ltaldban nem a teljes B-n, hanem annak csak egy részhalma-
zan (mégpedig f értékkészletén) van értelmezve; igy egy tetszleges b € B esetén
f71(b) € A lehet értelmezett vagy nem az. Hasonléan, minden a € A elemhez a
g '(a) € B elem vagy értelmezett vagy nem.

A bizonyitds alapgondolata az, hogy egy tetsz6leges a € A elembdl indulva és
az f és g fiiggvényeket felvdltva alkalmazva egy végtelen sorozatot kapunk:

avs f(a) — g(f(a)) Hf(g(f(a))) L

1

Sét: ezt a sorozatot a-tl a mésik irdnyba is elindithatjuk a g~! és az f~! fiiggvények

valtott alkalmazasaval:
...Hg71 (ffl(gfl(a))) »—>f71(g71(a)) Hgil(a) —a— f(a) »—>g(f(a)) —...

Jelslje minden a € A esetén S(a) az a-hoz a fenti médon rendelt (a-tdl jobbra és
balra is haladd) sorozatot. Persze figyelembe kell venniink, hogy mig a-tdl jobbra
az S(a) biztosan a végtelenségig folytathat6, addig a-t6l balra egy ponton (vagy
akdr rogton a-ndl) elakadhat — hiszen (a fentiek szerint) f —1gg g*1 nem minden B,
illetve A-beli elemre értelmezett. fgy négy esetet kiilonboztethetiink meg:

1. A-ban elakads sorozat. S(a)-ban a-tdl balra haladva egy A-beli elemnél el-
akadunk (vagyis vagy g~ ! (a) eleve nem értelmezett, vagy utoljdra az f!
fiiggvényt tudjuk alkalmazni, de a kapott fiiggvényértékre g~ '-et mér nem).

2. B-ben elakadé sorozat. Ezzel analég médon S(a) az a-t6l balra haladva egy
B-beli elemnél is elakadhat (ha utoljéra g~ !-et lehet alkalmazni).

3. Mindkét irdnyban végtelen sorozat. S(a) az a-tol balra indulva is a végtelen-
ségig folytathatd, sosem akad el és csupa kiilonbozd elemet érint.

4. Ciklizdlo sorozat. S(a)-ban az a-tdl jobbra indulva véges sok 1épés utdn dj-
ra a-hoz érkeziink. (Ekkor persze a-t6l balra indulva is visszajutunk a-hoz,
ugyanennyi 1épésben.) Nyilvan igaz, hogy a Gjboli eléréséig ekkor paros sok
1épést tettiink meg (mert paratlan sok 1épés utdn B-beli elemnél kell tartsunk).

A bizonyitds kulcsit az a megfigyelés jelenti, hogy az S(a) sorozatok pdronként
diszjunkt halmazokra vagjdk A U B-t. Valéban, az A U B minden eleme szerepel egy
ilyen sorozatban (egy a € A példdul S(a)-ban, egy b € B pedig S(g(b))-ben) és
mindegyik nyilvdn csak egyben (mert ha egy x € AU B-re x az S(aj)-ben és az
S(ay)-ben is szerepel, akkor x az a;-b6l és az ay-bél is elérhets az f, g, f~! és g~ !
figgvények véges sokszori alkalmazdsdval, igy a; és ap egymdsbdl is elérhetdk,
kovetkezésképp S(aj ) és S(a) elemhalmaza azonos).

Ez viszont lehet&séget ad arra, hogy a keresett 1 : A — B bijekciét az A UB igy
kapott részein kiilon-kiilon adjuk meg. (Ezek a részek a fent felsorolt elsé harom
esetben nyilvan végtelenek, a ciklizdl6 sorozatok esetében pedig végesek.) Ha S(a)
egy A-ban elakadé sorozat, akkor az elemein f egy bijekciét definidl. Hasonldan,
ha S(a) egy B-ben elakadé sorozat, akkor az elemein g definidl egy bijekciot — és
ekkor persze ugyanez g~ '-r6l is elmondhaté (amely mar S(a)-nak az A-beli eleme-
ihez rendeli a B-belieket). Ha pedig S(a) mindkét irdnyban végtelen vagy ciklizald,
akkor az elemein akar f, akdr g~! bijekciét definidl. Az igy részenként megadott
bijekcidkbdl egyiitt pedig valéban Osszedll a keresett i : A — B bijekcid. a
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A fenti tétel gyakran nélkiilozhetetlen eszkoz a végtelen halmazok szamossaga-
val kapcsolatos gondolatmenetekben. Ugyanis az |A| = |B| definici6 szerinti igazo-
lasdhoz sziikséges h : A — B bijekci6 kozvetlen megaddsa helyett gyakran nagysag-
rendekkel kdnnyebb egy f : A — B és egy g : B — A injekcié megaddsa. Erre tobb
példat is fogunk l4tni, de els§ illusztraciéként djra bebizonyitjuk az |N| = |Q| 4lli-
tast (amit a 3.1.5. Tételben mar megtettiink). Az aldbbi bizonyitasban szerepl6 otlet
— a szdmelmélet alaptételének alkalmazasa — egyben szamos feladat megolddsdban
is jol alkalmazhato.

3.2.3. Allitas. |N| = |Q| (vagyis Q megszdmldlhatéan végtelen).

Bizonyitds: Elészor az |N| < |Q|, utdna a |Q| < |N| egyenl6tlenséget latjuk be. Ezek-
b6l a 3.2.2. Tétel szerint valéban kovetkezni fog |N| = |Q|. Ezek koziil az |N| < |Q|
allitas magatol értetédS (bizonyitja ezt az identitasfiiggvény, hiszen N C Q).

A |Q| < |N| egyenlétlenség megmutatdsahoz egy g : Q@ — N injekcidt kell meg-
adnunk. Legyen r € Q tetsz6leges. Ekkor r felirhaté r = (—1)*- ¢ alakban, ahol
s€{0,1},a>0egész és b > 1 egész. (Persze r tobbféleképp is felirhaté igy — ezek
koziil egy tetszélegeset valasszunk.) A g fiiggvény r-en felvett értékét definidljuk
igy: g(r) = 2%-3%.5". Ekkor g valéban injektiv, hiszen a szdmelmélet alaptétele
szerint a g(r) figgvényérték (egyértelmi) primtényezds felbontdsabdl s, a és b (és
ezdltal r) visszakovetkeztethetS. (Erdemes megfigyelni, hogy g nem bijekci6: csak
olyan természetes szdmokat vesz fol értékként — ezek koziil sem mindet —, amelyek-
nek a primtényezds felbontasaban nincs 5-nél nagyobb prim.) O

3.2.4. Feladat. Mi a szamossaga az aldbbi halmazoknak?
a) azon térvektorok halmaza, amelyeknek mindharom koordinatdja racionalis;
b) azon (tetszdleges, de véges magassdgui) oszlopvektorok halmaza, amelyek-
nek minden koordinétdja racionalis;
¢) az irracionalis szdmok Q* halmaza.

Megoldds: a) Jeldlje a szoban forgé halmazt A. Ekkor |N| < |A| nyilvan igaz: példdul
az f:N = A, f(n) = (n,0,0) fiiggvény injekcié. Megadunk még egy g: A — N
injekcidt is; ebbdl |A| < |N| és ezdltal (a 3.2.2. Tétel szerint) |A| = |N| kdvetkezni
fog. Legyen v = (r1,r2,r3) € A, ahol tehdt ry,rp,r3 € Q. Kovetve a 3.2.3. Allitas
bizonyitdsdnak gondolatdt, legyen r; = (—1)% - ‘bl—; minden 1 < i < 3 esetén, ahol

5; €{0,1}, a; > 0 és b; > 1 egészek. Ertelmezziik g(v)-t igy:

g(v) =251 .39 .50 752 1192 .13k 1753 . 19% . 230

A szdmelmélet alaptételébl ismét kovetkezik, hogy g injekci6. Igy tehdt |A| = X.

b) A feladatbeli halmazt B-vel jelslve |N| < |B| megint nyilvdnval6: az
f:N—=B, f(n) = (n) (ahol a jobb oldalon 1 magassdgu oszlopvektor all) injek-
ci6. Az a) feladathoz hasonléan ismét megadunk egy g : B — N injekcidt, ami az
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iméntivel megegyezGen bizonyitani fogja, hogy |B| = Ny is igaz. Ehhez egyszertien
médosithatnank is az a) feladat megolddsat (tobb primet hasznédlva az oszlopvek-
tor ,,elkddoldsdhoz”). Ehelyett inkdbb egy masik megoldast keresiink — de valéban
csak a nagyobb valtozatossag kedvéért. Legyen tehat v € B oszlopvektor, az i-edik
koordinatdjat jelolje r; (minden értelmes i > 1 egészre), tovabba legyen |r;| = %ﬁ az
|ri| egy lehetséges tort alakja, ahol a; > 0 és b; > 1. Kezdetnek irjunk le egy 1-est
vagy egy 2-est: 1-est, ha r; < 0 és 2-est, ha r; > 0; most irjunk le a; darab 3-ast és
utdna by darab 4-est. Jarjunk el ugyanigy r,-vel: az eddig leirtakat folytatva {rjunk
le egy 1-est vagy egy 2-est ry eldjelétdl fiiggben, majd a, darab 3-ast és utdna b,
darab 4-est. Ezt folytassuk egészen addig, amig v koordinatdi el nem fogynak. Az
igy keletkezett (csak 1,2,3 és 4 szdmjegyekbdl 4ll6) természetes szdm legyen g(v).
Rogton latszik, hogy g : B — N valéban injekcid, hiszen a y-t valdban ,,elkédoltuk™,
g(v) ismeretében v egyszertien rekonstruélhatd.

¢) Lattuk, hogy Q megszamlalhatéan végtelen, de R mar kontinuum szdmos-
ségi. Ebbdl érezhetd, hogy az R\ Q = Q* halmaz nem lehet megszdmldlhat6an
végtelen. Valdban: ha indirekt feltessziik, hogy 1étezik a Q*-nak egy i1,ip,i3,... SO-
rozatba rendezése, ry,r;,r3,... pedig a Q egy sorozatba rendezése (amirdl lattuk,
hogy létezik), akkor a két sorozat dsszefésiilésével keletkezd ry,iy,ra,iz,r3,i3,. ..
sorozat minden raciondlis és irraciondlis — vagyis minden valés szamot felsorolna.
Igy azt kapnank, hogy R is sorozatba rendezhet, ami ellentmond a 3.1.6. Tételnek.

Fontos hangsilyozni, hogy ezzel csak azt mutattuk meg, hogy Q" nem meg-
szamldlhatéan végtelen, de 6nmagédban ebbdl nem kovetkezik, hogy kontinuum sza-
mossdgud. (Erre a kérdésre a 3.4. szakaszban visszatériink.) Ett6l még a |Q*| = ¢
allitas igaz, de teljesen mds bizonyitast kivan.

A |Q*| < |R| 4llitas magitdl értet6ds, hiszen Q* C R. Igy (ismét a a 3.2.2. Té-
tel szerint) elég lesz az ellenkezd irdnyu reldciét belatnunk. Nagyban egyszertisiti
ezt, ha R helyett a (0, 1) nyilt intervallumot hasznéljuk: egy g : (0,1) — Q* injek-
ciét fogunk megadni. Ezzel kozvetleniil a |(0,1)] < |Q*| 4llitast latjuk be, de mivel
kordbban (a 3.1.3. Feladat d) részében) a |(0,1)| = |R| egyenlGséget mar belattuk,
ebbdl |R| < |Q*| is kovetkezik.

A (0, 1)-en értelmezett g fiiggvény hozzdrendelési szabélya legyen a kovetkezd:

_ X, ha x € QF,
gx) = { x++v2, haxeQ.
Az nyilvanval6, hogy g injekcid: két kiilonbozd x € (0,1) képe nem lehet azonos,
mert a raciondlis szdmok képe (/2 > 1 miatt) 1-nél nagyobb és paronként kiilonbs-
70, az irraciondlis szdmokon pedig a fiiggvény azonos az identitassal. Azt kell meg-
mutatnunk, hogy minden x € (0, 1)-re g(x) € Q*. Ez nyilvanval6 akkor, ha x € Q*.
Legyen most x € QN (0,1) és y = g(x) = x++/2. Ha y € Q teljesiilne, akkor ebbdl
V2 € Q is kovetkezne, mert v/2 = y — x és raciondlis szamok kiilonbsége nyilvan
raciondlis. Mivel ismert, hogy v/2 ¢ Q, ebbdl y = g(x) € Q* valéban kovetkezik.
Beldttuk tehét, hogy g : (0,1) — Q™ injekcid, igy |Q*| = c. O
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3.3. A kontinuumon tual

Eddig a végtelen halmazok kozott csak kétféle szdmossdguval taldlkoztunk: meg-
szamlalhat6an végtelen és kontinuum szdmossdgd halmazokkal. Felmeriil a kérdés,
hogy van-e még a kontinuumndl is nagyobb szdmossdgi halmaz? A vélaszt az alab-
bi, ismét alapvetd fontossagi és megint Cantortdl szarmazé tétel adja meg: minden
halmaznal van nagyobb szdmossagi halmaz.

A tétel kimondasdhoz elevenitsiik fel a kovetkezd fogalmat: egy tetszSleges A
halmaz hatvdnyhalmazdnak nevezziik és P(A)-val jeloljiik az A sszes (véges és
végtelen) részhalmaza 4ltal alkotott halmazt. gy példaul 0 € P(A) és A € P(A)
minden A-ra teljesiil — hiszen az iires halmaz és A részhalmaza A-nak; altaldban
H € P(A) egyenértékii a H C A llitdssal. Egy példa: ha A = {uk, muk, fuk}, akkor
P(A) = {0, {uk}, {muk}, {fuk}, {uk, muk}, {uk, fuk}, {muk, fuk}, {uk, muk, fuk} }.

3.3.1. Tétel. (Cantor)
Minden A halmazra |A| < |P(A)].

Bizonyitds: A 3.2.1. Definici6 szerint az |A| < |P(A)]| és az |A| # |P(A)] éllitdsokat
kell beldtnunk. Ebbdl az elsd szinte magétdl értet6ds: az f : A — P(A), f(a) = {a}
fiiggvény (ami tehat minden a € A-hoz az egyediil a-t tartalmazd, 1 elemi részhal-
mazt rendeli) injektiv.

Az |A| # |P(A)| éllitast indirekt dton bizonyitjuk: tegyiik fel, hogy |A| = |P(A)],
vagyis létezik egy f : A — P(A) bijekci6. Célunk ebbdl ellentmonddsra jutni.

Az f fiiggvény A elemeihez A részhalmazait rendeli. Igy egy tetszGleges a € A
elemre két eset lehetséges: a € f(a) vagy a ¢ f(a) — vagyis a benne van vagy nincs
benne az f altal sajaitmagahoz rendelt részhalmazban. Az elsé esetben nevezziik a-t
kedvesnek, a méasodik esetben undoknak. Az undok elemek halmazat pedig jelolje
U, vagyis definicié szerint U ={a € A:a ¢ f(a)}.

Mivel U C A, ezért U € P(A). Igy 1étezik egy olyan u € A elem, amire f(u) = U,
hiszen f bijekcid (és igy sziirjektiv is). Két eset lehetséges: u lehet kedves vagy
undok.

ElGszor tegyiik fel, hogy u kedves. Ez azt jelenti, hogy u € f(u), vagyis u € U.
Igy egy kedves elem (nevezetesen u) keriilt az undok elemek U halmaziba — ez
ellentmondas.

Tegyiik fel ezért, hogy u undok. Ez azt jelenti, hogy u ¢ f(u), vagyis u ¢ U. Igy
egy undok elem (nevezetesen u) kimaradt az undok elemek U halmazabdl — ez is
ellentmondas.

Mindkét lehetdségbdl ellentmonddsra jutottunk, ezzel tehat a tételt belattuk. O

A fenti tétel segitségével mar tudunk olyan végtelen halmazt mutatni, ami se
nem megszdmldlhatéan végtelen, se nem kontinuum szdmossdgi: P(R) biztosan
ilyen (mert |P(R)| > |R|). S6t: végtelen sok, egymadstdl paronként kiilonbozg sza-
mossdgd halmazt is tudunk késziteni: az R, P(R), P(P(R)), ... sorozat tagjai egyre
(szigorian) novekvd szamossaguak. De a lehetéségek még ezzel sem meriiltek ki:
az R, P(R), P(P(R)), ... halmazok mindegyikénél nagyobb szdmossagii az ezek
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uni6jaként el6allé H halmaz — hiszen H-nak van a sorozat barmelyik tagjandl na-
gyobb szamossagu részhalmaza (példdul a sorozat kovetkezd tagja), igy egyikiikkel
sem lehet azonos szdmossagi. Ezek utdn H-bdl djra lehetne inditani a H, P(H),
P(P(H)) sorozatot, stb.

Ezzel tehat konstrudltunk végtelen sok, paronként kiillonbozd szamossagu végte-
len halmazt — de végiggondolhat6, hogy a fenti bekezdésben ,,csak” megszamlalha-
téan végtelen sokat. Val6jaban létezik X (-ndl tobb szamossag is és taldn logikusnak
hangzik a kérdés, hogy végiil is ,,milyen szimossdgu a szdmossagok halmaza” — de
ennek a kérdésnek még a pontos feltétele is olyan mély halmazelméleti eszk6zo-
ket igényelne, amelyek messze tilmutatnak ennek a jegyzetnek a keretein. Anélkiil,
hogy ennek az allitdsnak akar a pontos jelentésébe belemennénk, megemlitjiik, hogy
val6jdban a kérdés is rossz: szimossagokbdl ,,olyan sok van”, hogy nincs is olyan
halmaz, amelyik mindet tartalmazna.

Ehelyett egy sokkal konnyebben megkdozelithetd kérdéssel zarjuk a szakaszt:
a 3.3.1. Tételbdl kovetkezik, hogy |N| < |P(N)]| és kordbban az |N| < |R| 4llitdst is
belattuk — de mi mondhat6 R és P(N) egymdshoz val6 viszonyar6l?

3.3.2. Tétel. |P(N)| = [R|

Bizonyitds: A bizonyitast egy hasznos lemmadval kezdjiik. Ehhez jelolje B azoknak
a (végtelen) szdmsorozatoknak a halmazat, amelyeknek minden tagja O vagy 1 —
ezeket roviden bitsorozatoknak fogjuk hivni.

3.3.3. Lemma. |P(N)|=|B|

A Lemma bizonyitdsa: Az éllitast a 3.1.2. Definicié alapjan fogjuk beldtni: meg-
adunk egy f : P(N) — B bijekciét. Az alapotlet nagyon egyszer(i: N egy tet-
szGleges H részhalmaza (vagyis P(N) egy eleme) megadhat6 azéltal, ha minden
n € N-r61 megmondjuk, hogy H-beli vagy sem. Ezeket az ,,igen—nem dontéseket”
pedig 0-kkal és 1-esekkel kédolhatjuk — mds széval egy bitsorozattal. Pontosabban:
a H € P(N) részhalmaz esetén f(H) az a (b,) = (bo,b1,b2,...) € B sorozat lesz,
1, haneH,
0, han¢H.
hdrom H részhalmazt és a hozzdjuk rendelt f(H) € B sorozatokat mutatja.

amelyre minden n € N esetén b, = { Az alabbi tdblazat példaként

H by b1 by by by bs bsg by bg by
{pératlan szédmok} — O 1 O 1 0O I 0 1 0 1
{primszémok} +— O O 1 1 O 1 0 1 0 O
{0,4,6} 1.0 0 0 1 0 1 0 0 0

Az igy definidlt f : P(N) — B pedig val6ban bijektiv, mert minden (b,) € B
bitsorozatnak 1étezik és egyértelmiien rekonstrudlhaté az 6sképe: ez az azok altal az
n-ek altal alkotott H C N részhalmaz, amelyekre b, = 1. &
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A tétel bizonyitdsdhoz, a fenti lemma és a kordbban (a 3.1.3. Feladat d) részében)
mdr igazolt | (0, 1)| = |R| 4llitds alapjdn elég lesz megmutatnunk, hogy |B| = |(0,1)].
Ezt a 3.2.2. Tétel alapjdn tessziik: megmutatjuk, hogy |B| < |(0,1)| és [(0,1)] < |B|.

A |B| <(0,1)| dllitdshoz egy f : B — (0,1) injekciét kell mutatnunk. Ez na-
gyon egyszerdien megtehets: egy tetszSleges (b,) € B képe legyen az a (0, 1)-beli
val6s szdm, amelynek a tizedestort alakja 0,by by by b3 ... Mivel azonban a csu-
pa nulldkbdl 4116 B-beli sorozat képe igy a O volna, ami nincs a (0, 1)-ben, ezért
ehhez a sorozathoz f rendelje mondjuk a 0,5-6t. Ekkor f val6ban injekci6, hiszen
f ((b,,)) ismeretében, annak tizedestort alakjdbol (ami a csupa nulldhoz rendelt 0,5
kivételével csak 0-kat és 1-eseket tartalmazhat) (b,) egyértelmien visszadllithato.

A ](0,1)| < |B| megmutatdsdhoz sziikséges g : (0,1) — B injekcié konstrukci-
Gjdnak otlete nagyon hasonlé: egy tetszleges x € (0, 1) tizedestort alakjanak min-
den jegye elkédolhaté 4 biten (ehhez egyszertien kettes szdmrendszerben irjuk fel
a tizedesjegyeket és sziikség esetén az elejére annyi 0-t frunk, hogy éppen 4 bitet
kapjunk). Ezeknek a 4 tagd bitsorozatoknak az egymas utdn flizé€sébdl alljon defi-
nici6 szerint g(x). Példdul az x = 1 = 0,3183... esetében a g(x) € B sorozat igy
kezdédik: 0,0,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,1,... Latszik, hogy g valéban injektiv:
g(x)-bdl x tizedestort alakjat egyértelmien ,,dekédolhatjuk”, ha a sorozatot 4 bitnyi
darabokra tordeljiik és mindegyiket visszairjuk 10-es szdmrendszerbe.

Végiil érdemes megemliteni, hogy bdr ebben a bizonyitdsban is a valés szamok
tizedestort alakjaval dolgoztunk, most nem okozott problémat, hogy a tizedestort
alak nem mindig egyértelm (lasd a 3.1.6. Tétel bizonyitadsat): a fenti f esetében
csak csupa 0 és 1 tizedesjegyeket tartalmazé tizedestort alakokra szoritkoztunk,
mérpedig ilyenbSl minden (0,1)-beli vals szdmnak legfoljebb egy van; a g ese-
tében pedig x barmelyik tizedestort alakjét vélaszthatjuk g(x) definidldsédhoz. |

Erdemes megfigyelni, hogy a fenti tételbSl és a 3.3.1. Tételbdl egyiitt tij bizo-
nyitdst kapunk a 3.1.6. Tételre: valéban, a [P(N)| = |R| és a |P(N)| > |N] éllitdsok-
bél |R| > |N| kovetkezik. Azonban a fenti tétel ennél sokkal hasznosabb: ha egy
halmazrél ki akarjuk mutatni, hogy az kontinuum szdmossagu, akkor ezt gyakran
megkonnyiti, ha ,referencidnak” nem R-et, hanem P(N)-et, vagy még inkébb B-t
hasznaljuk. Az aldbbi feladatban erre is latunk példat.

3.3.4. Feladat. Mi a szdimossaga az alabbi halmazoknak?
a) R?, vagyis a sik pontjainak halmaza;
b) a valés szamsorozatok halmaza (jelolje ezt S);
c) az f : R — R fiiggvények halmaza (jelolje ezt IF).

Megoldds: a) A 3.3.2. Tételbdl (illetve annak bizonyitdsdbdl) tudjuk, hogy |R| = |B|
(ahol tehat B tovédbbra is a bitsorozatok halmazat jeloli). Rogzitsiink ezért egy
g : R — B bijekciét — tudjuk, hogy ilyen létezik. Definidlni fogunk egy f : R> — B
bijekcitt g segitségével — ezzel tehdt igazolni fogjuk, hogy a sik pontjainak sza-
mossdga is kontinuum (hiszen B-r8l ezt mar beldttuk). Legyen (x,y) € R? tet-
sz0leges és g rendelje x-hez, illetve y-hoz a g(x) = (x1,x2,x3,...) € B, illetve a
g(y) = (v1,52,¥3,-..) € B sorozatokat. Ezek utdn f((x,y)) legyen a g(x) és a g(y)
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Osszefésiilésével keletkezd sorozat: f((x,y)) = (x1,)1,%2,¥2,X3,y3,...) € B. Az igy
definidlt f : R? — B fiiggvény valéban bijektiv, mert minden (b,) € B bitsorozathoz
egyértelmdien rekonstrudlhat6 egy olyan (x,y) € R? pont, amelyre f((x,y)) = (by):
x-et, illetve y-t gy kapjuk, hogy a (b,) pdratlan, illetve paros sorszamu tagjai 4ltal
alkotott bitsorozatokra alkalmazzuk g~!-et.

b) A sik pontjai a 2 hossziisagu valds szamsorozatoknak felelnek meg, ezeknek
a halmazarél lattuk be, hogy kontinuum szdmossagu. Ehhez képest most a végte-
len hosszii valés szdmsorozatok halmazat vizsgaljuk. Igy talin megleps, hogy S
szamossdga még mindig ,,csak” kontinuum. Ezt ismét egy f : S — B bijekcid elké-
szitésével igazoljuk, amihez megint az a) feladat megolddsdban rogzitett g : R — B
bijekciét hivjuk segitségiil. Legyen tehét (s,) = (s1,52,53,...) € S tetszbleges szdm-
sorozat. Készitsiink el egy, a 3.1. dbran lathatéhoz hasonld, jobbra és lefelé is vég-
telen tébldzatot: ennek az i-edik sordban a g(s;) bitsorozat dlljon minden i > 1-re
(vagyis az i-edik sorban a j-edik helyen a g(s;) bitsorozat j-edik tagja taldlhaté min-
den i, j > 1 esetén). Majd a tabldzat elemeit a 3.1. dbrdn l4thaté kigyévonal mentén
flizziik fel és az igy kapott (egyetlen) bitsorozat legyen definici6 szerint f ((s,,))
Ezzel valéban egy f : S — B bijekciét adtunk meg: tetsz6leges (b,) € B bitsorozat
tagjait a 3.1. dbra kigyévonala mentén leirva, majd a kapott (végtelen) tdblazat so-
raira a g~ ! fiiggvényt alkalmazva egyértelmtien rekonstrualhatSk annak az (s,) € S
sorozatnak a tagjai, amelyre f((sn)) = (by).

¢) A 3.3.3. Lemma bizonyitdsanak alapgondolatat atvihetjiik P(N)-rél P(R)-re
is: egy tetszGleges H € P(R) (vagyis H C R) részhalmaznak megfeleltethetjiik azt az
1, haxeH
0, hax¢H -~
Ezzel egy P(R) — T injekci6t adtunk meg (ami mellesleg bijekcié P(R) és az
f:R—{0,1} fiiggvények halmaza kozott). Ezzel belattuk, hogy |P(R)| < |F|.
Megmutatjuk az |F| < |P(R)| relaciét is, vagyis megadunk egy A : F — P(R) in-
jekciét. Ehhez felhasznaljuk a méar megoldott a) feladatot: legyen g : R> — R egy
rogzitett bijekcio. Tetszbleges f: R — R fliggvény grafikonja alatt a siknak az azon
(x,y) pontjai altal alkotott részhalmazat értjilk, amelyekre f(x) = y. Alkalmazzuk
most egy tetszéleges f : R — R fiiggvény grafikonjanak minden pontjara a g fiigg-
vényt, igy R egy részhalmazét kapjuk; legyen ez a részhalmaz definici6 szerint a
h figgvénynek az f € F-en felvett értéke. Ekkor 4 : F — P(R) valéban injekcid,
hiszen egy tetsz8leges H € P(R) részhalmazhoz egyértelmiien visszakereshet$ az
az f € F fiiggvény, amelyre i(f) = H: ehhez a H minden pontjara a g~ ! fiiggvényt
alkalmazva megkapjuk f grafikonjat és igy f-et is.

f:R —{0,1} figgvényt, amelyre minden x € R esetén f(x) = {

Beldttuk tehét a |[P(R)| < |F| és az |F| < |P(R)| reldcidkat, igy a 3.2.2. Tétel
szerint [F| = |P(R)|. Ez a legtobb, amit az IF szdmossdgéarél mondani tudunk (hiszen
a P(R)-rel azonos szdmossagu halmazokra nem vezettiink be kiilon elnevezést). [
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3.4. A kontinuumhipotézis

A végtelen halmazok kozott eddig lattunk megszamlalhat6an végtelen és kontinu-
um szamossagiakat és megmutattuk, hogy 1éteznek R-nél is nagyobb szdmossagu
halmazok — s6t, még ezen belill is végtelen sok tovabbi lehetéség van. Egy fon-
tos kérdés azonban nyitva maradt: van-e szdmossag X és ¢ kozott? Pontosabban:
1étezik-e olyan H halmaz, amelyre |N| < |H| < |R|? Ezt a kérdést Cantor is felvetet-
te és azt sejtette, hogy a valasz nemleges: kontinuumhipotézisnek nevezte el azt az
allitast, amely egy ilyen H 1étezésének a lehetetlenségét mondja ki. Cantor hosszan
prébalkozott a kontinuumhipotézis bizonyitdsaval, sikerteleniil.

A huszadik szdzad elejére ez a kérdés a kor matematikajanak egyik legfontosabb
nyitott problémdjava nbtte ki magat. David Hilbert, a kor egyik legjelentSsebb és
legnagyobb hatdst matematikusa 1900-ban megfogalmazott 23 megoldatlan prob-
1émat, amelyekrdl azt gondolta, hogy ezek a matematika jovojét jelentds mértékben
meghatarozzak; ezek koziil is az elsd helyre tette a kontinuumhipotézist. Ekkorrol
szarmazik Hilbert azéta hiressé valt mondata is: ,,Senki sem tzhet ki benniinket
abbdl a paradicsombdl, melyet Cantor teremtett nekiink.”

Ma mdr ismerjiik a valésagot a kontinuumhipotézissel kapcsolatban, de a vilasz
mind Cantort, mind Hilbertet jocskan meglepné. A helyzet ugyanis a kovetkezd:
nem létezik olyan bizonyitds, amely a kontinuumhipotézist bebizonyitana és olyan
sem, amely megcafolnd azt. Nem abban az értelemben nem léteznek ezek a bizo-
nyitasok, hogy még senki sem talalt ilyeneket: mindkét bizonyitds létezésének a le-
hetetlensége bizonyitott tétel — az el6bbit Paul Cohen latta be 1963-ban, az utébbit
Kurt Godel 1940-ben. (Kicsit pontosabban ez a kovetkezdt jelenti: ha feltételezziik,
hogy a halmazelméletet — és ezéltal a matematikat — megalapozo, a szakirodalomban
ZFC-vel jelolt axiomarendszerbdl nem lehet ellentmondast levezetni, akkor ezt az
axiomarendszert akdr a kontinuumhipotézissel, akar annak a tagaddsaval kiegészit-
ve ismét olyan axiémarendszereket kapunk, amelyekben nem lehet ellentmondést
levezetni.)

A huszadik szazad elejéig a matematikusok korében elfogadott volt az a nézet,
hogy a matematikdban minden ,,értelmesen megfogalmazott” kérdés megvalaszol-
hat6, legalabbis elvileg; lehet, hogy egy allitds bizonyitdsa vagy cdfolata olyan nehéz
vagy hosszu, hogy soha nem lesziink képesek megtalélni azt, de elvileg legaldbbis
létezik. Ehhez képest az 1930-as évek elején megrazkodtatasként érték a matema-
tikat (és a filozéfidt) Godel hires nemteljességi tételei: ezek azt allitjak, hogy bar-
hogyan is vélasztunk egy olyan axidmarendszert, ami egyrészt nem haszndlhatatla-
nul semmitmondd, masrészt nem lehet benne ellentmondast levezetni, mindenképp
megfogalmazhat6 olyan 4llitds, amit sem bebizonyitani, sem megcéfolni nem lehet
ebben az axiémarendszerben. (Ez persze csak egy durvan leegyszertsitett megfo-
galmazédsa Godel eredményeinek, eredeti formdjukban ezek tokéletesen precizen
kimondott, erésen formalizalt allitasok.)

A kontinuumbhipotézis pedig az egyik els6 példa volt arra, hogy az ilyen, a fenti
értelemben eldonthetetlen éllitdsok 1étezése nem csak egy életidegen elvi lehetdség:
egészen konkrét, a matematika fejlédése soran természetesen felvet6dd kérdések is
bizonyulhatnak eldonthetetlennek.
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3.5. Egy alkalmazas az informatika vilagabol

Létezik-e olyan, példaul C nyelven irt program, amely egy tetszSleges n > 1 egész
bemenetre kiszdmitja a & szam n-edik tizedesjegyét? Elsére kétségteleniil nem tlinik
konnytinek ez a programozasi feladat, de megoldhat6é — ehhez az analizis kozelitd
modszereit kellene segitségiil hivni (de végiil maga a kéd nem is feltétlen volna
rendkiviil bonyolult). A & minél pontosabb kiszdmitasa régéta egyfajta sokakat 14z-
ba hoz6 (bar minden praktikus szempontbdl meglehet6sen értelmetlen) versengéssé
nétte ki magat, a mai rekord mar tiztrillié (10'3) tizedesjegy folstt van. Bar ma még a
legmodernebb szuperszamitogépek tar- és id6kapacitdsa sem elegendd ahhoz, hogy
a m-nek példdul a 10°%-edik tizedesjegyét kiszamitsuk (és biztosra vehetd, hogy az
emberiség — még ha ennél €getébb problémai is bdven akadnak — sosem fogja meg-
ismerni a 7-nek a 10'%%0_¢dik tizedesjegyét), ez nem viltoztat azon, hogy létezik
olyan (nem is tilsdgosan bonyolult) programkéd, ami ezt elvileg megtenné.

Nevezziink egy f : N — N fiiggvényt kiszdmithatonak, ha 1étezik olyan (mond-
juk C nyelven irt) programkéd, ami minden n € N bemenetre elvileg helyesen ki-
szdmitja f(n) értékét. Nyilvan minden programozéssal hivatdsszertien foglalkozé
szakember szdmdra megnyugtatd volna a tudat, hogy minden f : N — N fiiggvény
kiszamithatd, de a valdsag sajnos ennek az ellenkezdje.

3.5.1. Tétel. Létezik olyan f : N — N fiiggvény, amely nem kiszdmithato.

Bizonyitds: Jelolje F az f : N — N fliggvények halmazit és jelolje K ezek koziil a
kiszdmithatéak halmazat. A bizonyitds azon alapszik, hogy meghatdrozzuk mindkét
halmaz szdmossagét.

F szamossagat valdjaban mar ismerjiik: ehhez csak azt kell (djra) észrevenniink,
hogy az f : N — R fiiggvények azonosithatok a valés szdmsorozatokkal. Valéban:
az f : N — R fiiggvény helyett beszélhetiink az (£(0), f(1), f(2),...) szdmsorozat-
16l is, ez csak sz6hasznalatbeli kiilonbséget jelent. Igy F azokbdl a szamsorozatok-
bol 4ll, amelyeknek minden tagja természetes szam. Kordbban (a 3.3.2. Tételben,
illetve a 3.3.4. Feladat b) részében) mar belattuk, hogy a bitsorozatok B halmaza
és az 0sszes valds szamsorozat S halmaza egyarant kontinuum szdmossagi. Mivel
(az F elemeinek természetes szamokbdl allo sorozatokkal valé azonositdsa utdn)
B C F C S fennall, ezért (a 3.2.2. Tétel szerint) F is kontinuum szamossagu.

A K halmazrdl viszont beldtjuk, hogy megszdmlédlhatéan végtelen. |N| < |K]|
szinte magatodl értetédd: minden m € N-re a konstans m fliggvény (vagyis amelyre
f(n) = m minden n-re) nyilvén kiszdmithato, amivel tehdt megadtunk egy g: N — K
injekciét. A |K| < |N| bizonyitdsdhoz egy & : K — N injekciét mutatunk. Legyen
tehat f: N — N kiszamithat6 fiiggvény és legyen P egy olyan programkod, ami
f(n)-et minden n € N bemenetre kiszdmitja. P természetesen — mint minden f4jl —
felfoghat6 egy véges hosszisigu bitsorozatként. (Bar a P kddra nyilvan inkdbb egy
szovegfijlként gondolunk, ez karakterenként megfeleltethet6 8 bitnek, P pedig ezek
egymds utdn fiizésébdl 4l1.) frjunk ez elé a bitsorozat elé (példaul) egy 2-est és az igy
kapott (az elsé 2-estdl eltekintve csupa 0 és 1 szdmjegyeket tartalmazd) természetes
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szamot rendelje a h fiiggvény az f-hez. Ekkor i : K — N valdban injekci6, hiszen
h(f)-bdl az elsd 2-est levdgva egyértelmiien visszanyerhetd a P programkdd és ez-
altal az f kiszdmithat6 fiiggvény. (A h(f) elejére azért kellett egy 2-est irni, mert
a P-nek megfeleld bitsorozat 0-kkal is kezdédhet.) A fentiekbdl tehdt a 3.2.2. Tétel
szerint valéban kovetkezik, hogy |K| = Xo.

Belattuk tehét, hogy F kontinuum szamossagu, mig K csak megszamladlhat6an
végtelen. Igy val6ban kell 1éteznie K-ba nem tartozé F-beli fiiggvénynek. o

A fenti bizonyitdsb6l még sokkal sotétebb kép rajzolédik ki, mint a tétel alli-
tdsdbol: nem csak hogy létezik nem kiszdmithaté fiiggvény, hanem valéjdban az
f N —= N fiiggvények tilnyomo tobbsége ilyen. Ennek ellenére, a bizonyitasbol
csak (rengeteg) ilyen fiiggvény létezése kovetkezik, ez alapjan egyetlen konkrét
ilyen fiiggvényt sem tudunk mutatni. Hasonl6an az el6z$ szakasz végén irtakhoz,
a nem kiszamithaté fiiggvények 1étezése megint nem csak egy életidegen, elvi lehe-
téség: konkrét gyakorlati alkalmazdsok is felvethetnek olyan feladatokat, amelyekre
egyszertien nem készithet program. Mindezekrdl b&vebben az informatikus képzés

késdbbi targyaiban lesz sz6.

3.6. Ajanlott irodalom

Bar hasonldkat a kordbbi fejezetek végén is mondtunk, ennek a témdjara még inkabb
érvényes, hogy csak a felszint borzoltuk meg a fenti rovid ismertetSben. A teriilet
irdnt mélyebben érdekl6d6 olvasdknak az aldbbi tankonyveket ajanljuk:

[1] Hajnal Andrds, Hamburger Péter: Halmazelmélet, Nemzeti Tankonyvkiado,
Budapest, 1983, 1994.

[2] Komjath Péter: Halmazelmélet (digitalis egyetemi jegyzet), Budapest, 2007.
http://www.cs.elte.hu/~kope/oktatas/mal.pdf

Az algoritmikus megoldhatésdg kérdésében elmélyedni kivandknak pedig az
alabbi konyvet ajanljuk:

[3] Lovasz Laszl6: Algoritmusok bonyolultsdga, Nemzeti Tankonyvkiad6, Buda-
pest, 2001. Digitélis valtozat:
http://www.cs.elte.hu/~kiraly/alg.pdf


http://www.cs.elte.hu/~kope/oktatas/ma1.pdf
http://www.cs.elte.hu/~kiraly/alg.pdf
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