Analizis 1. 1 ORAI FELADATOK 3. HET

1. Orai feladatok 3. hét

1.1. feladat
lim /2" 4 57

n—o0

Becsiiljiik alulrol és feliilrsl a kifejezést! Az alsdé becsléshez hagyjuk el a 2" tagot. Felss
becsléshez frjunk 2" helyére 5"-t. Ekkor

VHn < /om LB < /2. 5n,

Mivel
lim V5" = lim V2 5" =5

n—oo n—oo

igy a renddr elv alapjan azt kapjuk, hogy

lim V2" 4 5" = 5.

n—oQ

1.2. feladat
S o) _
N—00 3n+(_5>n n—00 3n<1+(_§)n> n_>001+(_§)

1.3. feladat
i 3 L(3)
ot one =0 g\g) T

1.4. feladat

Jim o = i VIR = VSl et e -
— lim n( _%) —limi L = o0
n—)oo\/ﬁ<\/2_%+\/1+%> n—>00\/ﬁ\/§—|—1
1.5. feladat

Lassuk be elGszor a sorozatrol, hogy korldtos és monoton, ebbdl kovetkezni fog, hogy létezik
hatarértéke. Az elsé elemeket megvizsgalva sejtjik, hogy a, < 3 Vn € N esetén. Teljes
indukcioval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy adott n-ig teljesiil az, hogy a, < 3. Kéne, hogy
ap+1 < 3 is teljestiljon.

Uns1 =3+ 2a, <V3+2-3=3

Belattuk, hogy a sorozat korlatos, hiszen 0 < a,, nyilvan teljesiil.
Vizsgéljuk meg a monotonitast. Azt sejtjiik, hogy né, azaz a, < @, 1.

nt1 = V3 + 2a, > a,
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Négyzetre emelés, majd rendezés utan
a2 — 2a, —3 < 0.
Szorzattéa alakithato a kifejezés
a2 — 2a, — 3 = (a, — 3)(a, +1) < 0.

Ez nyilvan teljesiil, hiszen a, —3 <0 és a, +1 > 0.
Tehat a sorozat korlatos és monoton, ezért létezik hatarértéke. Irjuk fel a rekurziot, majd
vegylik a hatarértékét a kifejezésnek!

ni1 = V3 + 2a,

hm Qpy1 = hm vV3+2a,=,/3+2-: hm an,

Legyen lim,, ., a, = A, ekkor nyilvan lim,,_,o a,,11 =
=V3+2A

Négyzetre emelés, majd rendezés utan
A*—24-3=0.
Ebbél azt kapjuk, hogy A = —1 vagy A = 3. Mivel 0 < a,, lim,, ,,a, = A = 3.

1.6. feladat

Azt fogjuk belatni a sorozatrél, hogy korlatos és monoton csdkken. Vizsgaljuk meg a korlatos-
sagot! Lathato, hogy 0 < a, teljesiil. Sejtjiik, hogy a, < 1. Teljes indukciéval bizonyitunk.
Tegyiik fel, hogy adott n-ig a, <1 Vn € N. Kéne, hogy a,41 < 1 is teljesiiljon.

2an <1
(079 - >~ ~
Tl Tl

Lathato, hogy a,, = 1 akkor és csak akkor, ha n =1, azaz a; = ay = 1.
A monotonitéshoz az kell, hogy a,.1 < a, teljesiiljon, ha n > 1.

2a,,
n+1

Qpy1 = < anp

an-el valo leosztas utan kapjuk, hogy

< 1.

n+1
Ez pedig nyilvan teljesiil. Tehat a sorozat korlatos és monoton, igy biztosan létezik hatarértéke.
Legyen lim,, ,, a, = A. Irjuk fel a rekurziot, majd vegyiik a kifejezés hatarértékét!

_ 2ap
Gnt1 = n+1
lim a,,, = 2-lim,,_,o a,
n—00 n+1
24
n+1
(n—1)-A=0

Mivel n — o0, igy ez csak akkor teljesiilhet, ha lim,,_,, a, = A = 0.
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1.7. feladat
i3 2n+3n
1 n 1 n n ) om
lim (1 + —) = lim ((1 + —> > — limnee 25 2
n—oo n n—oo n
1.8. feladat
nt 36n+9
7’L—4 4dn+1 9 -=3 n+5 | 36m49 1
lim = lim 1-— — @Mnooo — g™ —
n—oo \ N+ H n—0o n+5 36
1.9. feladat

lim \/ﬁ-(\/n—i- —\/ﬁ) =

n—o0

1
= lim nin+1) - = lim = lim —

n—>oo\/_ vn+1 —|-n_n—>oo /1+ n—r00 /1+ +1

1.10. feladat
lim v/nb 4 27

n—oo

Becsiiljiik alulrol és feliilrsl a kifejezést! Az alsé becsléshez hagyjuk el az n® tagot. Felss
becsléshez frjunk n® helyére 2"-t.

V2 < /b 20 < /22,

Mivel
lim V2" = lim v2-2" =2

n—oo n—o0

igy a renddr elv alapjan azt kapjuk, hogy

lim vnb 427 = 2.

n—oo
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