Analizis 1. 1 ORAI FELADATOK 1. HET

1. Orai feladatok 1. hét

1.1. feladat
3" > n?

Ha n > 3.
Megvizsgalva n = 4-re, azt latjuk, hogy teljesiil az allitas.
Tegyiik fel, hogy adott n-re teljesiil az allitas. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon. Tudjuk, hogy

3t =3.3" > 3nd.

Az kéne, hogy
3n® > (n+1)>

teljesiiljon. Bontsuk fel a zarojelet!

3t >nd+3n°+3n+1

on >3n+3n+1

Becsiiljiik feliilrsl a jobb oldalt! Nyilvan n > 3 esetén 3n? 4+ 3n + 1 < 7n? teljesiil. Tovabba
lathatjuk, hogy n > 4 esetén 7n? < 2n3 teljesiil. Tehat

23 > Tn? > 3n%+3n+1.

Ezzel az indukcios eljarast befejeztiik, belattuk az allitast.

1.2. feladat

n

H2k:—1< 1
2k V2n 41

k=1

Megvizsgalva n = 1-re, azt latjuk, hogy teljesiil az allitas.
Tegyiik fel, hogy adott n-re teljesiil az allitds. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon.

n

ﬁZk—l_H2k—1 2n + 1 1 2041 2n+1

P 2k P 2k 2n+2  2n+1 2n+2 2n + 2

Azt kell belatnunk, hogy

\/2n—|-1< 1
2n + 2 V2n+3

teljesiil. Keresztbe szorzéassal tiintessiik el a torteket!

VR +1)(2n+3) = VA2 +8n +3 < 2n +2 = V4n? + 8n + 4

Mivel a gyokfiiggvény szigortian monoton nd, ez nyilvan teljesiil. Ezzel az indukciés eljarast
befejeztiik, belattuk az allitast.
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1.3. feladat
5|24n+1+3

Megvizsgalva n = 1-re, azt latjuk, hogy teljesiil az allitas.
Tegyiik fel, hogy adott n-re teljesiil az allitds. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon.

24n+5+3:24.24n+1+3:16_24n+1+3:15.24n+1+24n+1_'_3

Mivel 5[15 - 2471 ezzel az indukcios eljarast befejeztiik, belattuk az allitast.
1.4. feladat

Eo-(£)- ()

Megvizsgéalva n = 1-re, azt latjuk, hogy teljesiil az allitas.
Tegyiik fel, hogy adott n-re teljesiil az allitds. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon.

kz_: st (n+ 1) (n(n;l)) +(n+1)3:n(n4—|—1) +4(n1—1) B

_(n+1)* (4% + 4+ 4) = (n+1)*(n+2)* _ ((n+1)(n+2)>2

4 4 2

Ezzel az indukcios eljarast befejeztiik, belattuk az allitast.

1.5. feladat

n

H<1+%):n+1

k=1
Megvizsgalva n = 1-re, azt latjuk, hogy teljesiil az allitas.
Tegyiik fel, hogy adott n-re teljesiil az allitds. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon.

ﬁ(ﬂr%)=ﬁ(1+%).(1+nil>:(n+1)(1+%+1):n+2

k=1 k=1

Ezzel az indukcios eljarast befejeztiik, belattuk az allitast.

1.6. feladat
"1
— <2
2

Megvizsgalva n = 1-re, azt latjuk, hogy teljesiil az &llitas.
Tegyiik fel, hogy adott n-re teljesiil az allitds. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon.

n+1 n
S Loyl L oms
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Azt kell belatnunk, hogy
1

vn+1
2v/nn+1)+1<2n+2

2y/n(n+1)<2n+1

2v/n + < 2v/n + 1.

Szorozzunk fel v/n + 1-el.

Négyzetre emelés utan
4n? 4 4n < 4n* +4n + 1.

Ez nyilvan teljesiil, igy az indukcids eljarast befejeztiik, belattuk az allitast.

1.7. feladat
Indirekten bizonyitunk. Tehét tegyiik fel, hogy

a-x =>b.

ahol a és b racionalis, illetve x irracionalis. Legyen tehat a = § és b= ? Ekkor

e d e-d
T _

e foe

Tehat x felithato két egész szam hanyadosaként, azonban ez nem lehet, hiszen x irracionalis.
Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat az eredeti feltevésiink hibas volt. Ezzel belattuk, hogy

egy raciondlis és egy irracionalis szam szorzata szintén irracionélis.
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