Analizis ZH konzultacio

1. Teljes indukcié

Elméleti segitség:

e n=1-re bebizonyitani (vagy arra az n-re, ahonnan az allitast igazolni szeretnénk)

o feltessziik, hogy n-re igaz az allitds -> n+1-re is igaz lesz?
legfontosabb triikk: indukcids feltevés becsempészése az igazolandd allitdsba

e tipusfeladatok: egyenlGség, egyenlStlenség, oszthatdsag bizonyitdsa

Feladat:
n
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e n-re teljesul -> n+l-reis
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indukcids feltétel becsempészésével'
n+1
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Teljes indukcids feladatoknal fontos lenne emliteni a zart alak fogalmat. 2-s, m-s zart alakot fel kell

tudni irni kibontott alakbdl!

Példaul:

1+3+5+---+(2n—1)=22k—1
k=1

n
.-(2n—1)=1_[2k—1
k=1

2. Hatarérték meghatarozasa

Elméleti segitség:

polinomok (co-be tartanak, a legmagasabb foku hatvanyos tag elGjelétél fliggen +/-)
tortek (legmagasabb hatvanyd tag kiemelése szamlaldban és nevez6ben is, tarthat
00/0/konstansba)

e gyokos kifejezések (gyoktelenités)
rekurziv sorozatok (korlatossag és monotonitas bizonyitdsa, majd hatarérték kiszamitasa)



e e-s hatdrértékek (nevezetes e-s hatarértékre alakitas algebrai mveletekkel)
e rendérelv (két olyan sorozattal lenne érdemes becsiilni, melyet nevezetes hatarértékre lehet
visszavezetni)

Feladatok:

e toOrt hatarértéke:
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o gyokos kifejezés hatarértéke:
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e e-s hatarérték:
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e rendérelv:
i n* + 3n3
lim [y gn

a szamlaléban/nevez6ben 6sszeg szerepel -> egy tagu kifejezéssel (vagy szorzattal) kellene
alulrdl és fellilrél is becsiilni; olyan kifejezéssel melynek nevezetes hatdrértéke van
alulrdl becslés: szamlalo csokkentése, nevezd novelése

feltlrél becslés: forditva

e rekurziv sorozat:

a;:=vV3, an41:=+/3+2a,



monotonitds: szigordan monoton ndvekedés trivialisan latszik
korlatossag: fels6 korlatra sejtés a 3, bizonyitas teljes indukcidval
hatarérték szamitasa:
A=\3+24 - A; =34, =—1
lim a, =3

n—oo

3. Végtelen sor dsszege

A végtelen sornak konvergens, ha a részletosszegek sorozata konvergens!
Elméleti segitség:

e végtelen sor képlete:

n=1
e asor n. részletdsszege:
n
Sp = Z ay
k=1

e arészletosszeg hatarértéke a sor dsszege:

lim s, =7

n—-oo

ezt a hatdrértéket kell kiszamolni az 6sszeg meghatarozasahoz
2 tipusu végtelen sort vizsgaltunk

e mértani sor
ehhez felhasznalandd a mértani sor részletosszegének hatarértéke:

n—-oo

1

egy végtelen 6sszeg tobb mértani sor 6sszegébbl/szorzatabdl is dllhat, ekkor a hatarértékeket
is 6sszeadni/szorozni kell

e egyéb/parcidlis tortes (erre nem nagyon mondtuk kiilon nevet)
altalanos alakja (b és c O is lehet!):

- a
Z(n+b)(n+c)

ez nem feltétlenil ilyen alakban szerepel egy feladatban, lehet, hogy algebrai atalakitasokat
kell végezni (példaul kiemelés, nevezetes algebrai azonossagok alkalmazasa)

Feladatok:

e mértanisor

o 23n+32n
P o
n=0

- |g1l <1 - lim s, =
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2 sor 6sszegérdl van itt sz6, ahol
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e parcialis tortekre bontas

n. részletosszeg
n

> o

k=6

2-ban Iévé kifejezés parcialis tortekre bontasa
5 A B
_ =
nn—5) n n-5
5=A(n—-5)+Bn
0=An+Bn - A=-B
5 -1 1

n(n—5)=7+n—5

n
> (=)
n—5 n
k=6
a sor els6 és utolsé néhany tagjat érdemes felirni, ebbdl Iatszik, hogy a tagok nagy része

n. részletosszeg ekkor:

kiesik, az elején és végén marad valami

k=6
_1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
"1 62 73T a 9t s ote it TR o
1 4 1 1 1 1 1 1 1
n—-6 n—-10 n-5 n—-9 n-4 n-8 n—-3 n-7
1 1 1 1 1

n-2 n—-6 n—-1 n-5 n
az elején és a végén is marad 5 elem (annyi elemnek nem szabad kiesnie mindkét oldalon,

amennyi a kiildnbség a 2 nevezd kdzott), ennek a hatarértéke
11 1 60 30 20 15 12 137

) 1
M sn=l 4 ot 3t 550 60760 760 60 - 60

4. Végtelen sor konvergencidja
Elméleti segitség

e (Osszehasonlitd kritériumok
» majorans kritérium (nagyobb sorral konvergencia bizonyitasa)



» minorans kritérium (kisebb sorral divergencia bizonyitasa)

az 0Osszehasonlitd  kritériumnal rendszerint valamilyen nevezetes sorral kell

o 1«1, . .
majoralni/minoralni (pl. Z;,Zﬁtlpusuval, mértani sorral)

o gydkkritérium: \/|a, | hatarérték szamitasaval allapitjuk meg a konvergenciat (gyenge)

dnt1l hatarérték szamitasaval allapitjuk meg a konvergenciat (gyenge)

e hanyadoskritérium:

Feladatok

e Osszehasonlito kritériumok
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gyokkritérium (rendszerint akkor alkalmazandd, ha egy egész kifejezés van az n. hatvanyon,

Z n+1

n=1

vagy az n valamelyik hatvanyan)

n 1 n# 1 n 1 n 1 n
lim (1——) = lim (1——) = lim (1——) -(1——) =e?<1
n—oo n n—oo0 n n—oo n n

hanyadoskritérium (rendszerint olyankor alkalmazzuk, amikor egy tortet vizsgdlunk, melyben
csak egy szam/kifejezés van az n. hatvanyon; olyan tortet vizsgalunk, amelyben faktorialisos

(0.0)
31’1
z (n+1)2
n=1
3n+1
. (n+2)?
e
(n+1)2
hanyadoskritériumot ott érdemes hasznalni, ahol a tort felirdsa utdn egyszerdsiteni lehet

kifejezések is szerepelnek)

-3>1

olyan alakra, amelyrél meg tudjuk allapitani a hatarértéket

5. Fiiggvények, folytonossag

Elméleti segitség

o értelmezési tartomany és értékkészlet fogalmdnak ismerete
e injektiv/bijektiv/szirjektiv fogalmanak ismerete



e inverzfliggvény fogalma, 0sszetett fliggvény fogalma
o folytonossag, szakadasi helyek osztalyozasa

Feladatok

e értelmezési tartomany megadllapitasa

f(x) =sinx g(x) =

értelmezési tartomdny -> hol értelmezhet6 a fliggvény?

x+1

f(x) =sinx —» Dy = R (sinx, cosx mindenhol értelmezhetd, tgx és ctgx mar nem!)
glx) = ﬁ - Dy = R\ {—1} (tort nevezSje nem lehet 0!)
e injektivek ezek a figgvények?
» f(x) = sinx periodikus fliggvény 2mn-vel, f(x;1)=f(x,) teljesll, ha x;#x, — nem injektiv
1.,
> g(x)= ey injektiv

e (sszetett fliggvény

fog=/f(g(x))=sin
gef=g(f()=

x+1

sinx + 1
o folytonossag vizsgalat, fliggvényabrdazolds
(x—1)% ha x<0

fe = {(x +1)% hax >0
folytonossag vizsgdlatdhoz bal- és jobb oldali hatdrértékeket szamolunk a lehetséges
szakadasi helyeken
ebben az esetben ez az x = 0 pont
lim f(x) = lim (x —1)3 = -1
x—-0-— x—0—
Jim, G = Jim G+ 1) =1
a 2 hatdrérték kiilonbozik -> x = 0 elséfaju szakadasi hely
flggvény dbrazolasa:
» (—o0;0) intervallumon (x — 1)3 abrazoldsa (direkt behelyettesitéssel, vagy x>-bdl
kiindulva)
> [0; +) intervallumon (x + 1)3 &brazoldsa (direkt behelyettesitéssel, vagy x*-bél
kiindulva)



