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Ortogonalis fiiggvényrendszerek.
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. Igazoljuk, hogy ha f, ge£?[0, 1] ortogonalisak, akkor ||f]|* + |lg||* = || + g||* -

Mutassuk meg, hogy a Hox, k = 1,2, 3,4 masodrendd Haar fiiggvények ortonormalt rendszert

alkotnak.

Az n-dik mdsodfaju Csebisev polinom:

sin ((n + 1) arccosz)

Un(z) = xe(—1,1).

sin (arc cos x)
(a) Irja fel az U,(x) polinomokat n = 0, 1,2 esetben

(b) Igazolja, hogy Uy, Uy és U, ortogonalisak L£2(—1,1)-ben o(z) = V1 — 2?2 silyfiiggvényre.
A Rademacher rendszer egy ON fiiggvényrendszer £2[0, 1]-ben, mely n-dik fiiggvénye:
rn(z) = sgn (sin(2"7 - z)).

(a) Irja fel az r,(x) fiiggvényeket n = 0, 1,2 esetben.

(b) Igazolja, hogy ro és ry ortogonalisak (0, 1)-ben.

\/gcos(nx), neN U {0}

teljes ortonormélt rendszer £2[0, 7r]-ben.

Bizonyitsuk be, hogy a

Az L2(R) teret tekintsiik a o(x) = e~ stlyfiiggvény mellett.
Az n-dik Hermite-féle polinom

(n)
Hy(z) = (—1)"e* (e*ﬁ) (n=0,1,2,3,...)
melyek ortogonalis fiiggvényrendszert alkotnak ebben a térben.

(a) Irjuk fel a H,(z) polinomokat n = 0, 1,2 esetben.
(b) Igazoljuk, hogy Hy és H; ortogonélisak.

+) (+3 pont) Hatarozzuk meg H, normajat, j = 0,1, 2.
J



Korlatos linearis operator normaéaja
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Jelolje Cy(IR) a korlatos és folytonos fiiggvények terét a sup-normaval. Igazoljuk, hogy az alabbi

két operator linearis és folytonos:

(a) (Tf)(t) = f(s+1), ahol selR tetszileges rogzitett szam.

(b) (2015. 2.7Zh) (Sf)(t) = f(2t).
Hatarozzuk meg a fenti operatorok normajat.

(2015. 2.Zh potlas) Jelolje X = C,(IR) a 27 szerint periodikus folytonos fliggvények terét a

szokasos sup-norma mellett:

11} = sup{lf(z)[ : zeR}.

Igazoljuk, hogy a
T: X — X, (Tf)(x) = f(z/2)

operator linedris és korlatos. Hatarozzuk meg a norméjat.

Legyen X = IR® és Y = IR?, mindkettében az || - ||; normat tekintjiik. Adott AeR**® matrix

esetén legyen Tx = A - x. Hatarozzuk meg T norméjat.
b
C'la, bl-ben tekintsiik a T'f(s) = / k(s,t)f(t)dt linearis operatort.

(a) Specialis eset: k(s,t) = min{s, t}.

(b) Masik specialis eset: k(s,t) = s.
Irjuk fel az operatorokat. Igazoljuk a korlatossagot. Hatarozzuk meg az operatorok normajat.

Hatarozzuk meg a Ty : C[0,1] — C]0, 1] operator normajat: Ty f(s) = / f(t)dt.
0
1 S
Hatéarozzuk meg a T5 : C[0,1] — C|[0, 1] operator normajat: Tof(s) = —/ f(t)dt.
S Jo

1

Legyen X = C[0, 1], és a norma: || f]|; = / |f(t)|dt. Legyen Y = C0, 1] egy masik normaval:
0

[ flloe = sup{[f(£)] : te[0,1]}.

Igazoljuk, hogy az I : X — Y identitas operator nem korlatos.

Legyen H = IR? Hilbert tér és tekintsiik a 7'(x,y) = (x, —y) linearis operatort.Igazoljuk, hogy

korldtos. Hatarozzuk meg a norméjat.



Korlatos linearis operator spektruma
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A H = £%0,1] Hilbert, térben legyen T': H — H a T'f = af skalarral valo szorzas operétora.

Mi ennek spektruma?

Legyen T : £2[0,1] — £2[0,1] a kdvetkezd operator:

)

() = 225

Mi ennek spektruma?
Legyen TeB((?%),
1 2 3
T($1,$2,$3,3§'4,...) = .1'1,5%2,5]}3,1374,... .

Hatarozzuk meg T spektrumaét.

Hatarozzuk meg T spektrumét, ha TeB(¢?) az alabbi operator:

xT T xT
T(x1,$2,1’3,$4,...): <?1, 2—;, 2—2, )

A spektrum mely pontjai sajatértékek is egyben?
Legyen (,,) egy teljes ON rendszer a H Hilbert térben. Ha f = Z Cn'pn, akkor a T" operator
n=1

rendelje hozzad a T'f = chngogn elemet. Igazoljuk, hogy a T': H — H operéator

n=1

a) TeB(H).

(a)
(b)
(c) T projekcio (azaz T? =T).

)

(d) Spektruma o(T") = {0, 1}.



