Matematikai Analizis III.
Gyakorl6 feladatok
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Variacioszamitas
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Hatarozzuk meg azt az u : [0,1] — R differencialhato fiiggvényt, melyre
u(0) = 0, u(1l) = 0, és adott L ivhossz mellett a fiiggvény alatti teriilet

maximalis.
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(a) Adjuk meg az u(x) fiiggvényt L = m, majd L = ?ﬂ esetén.

(b) Extra kérdés*: Milyen L esetén van megolddsa a feladatnak?

Hatarozzuk meg a sikon a P,(0,0) é¢s P;(2,0) pontokat 6sszekots vonalak

kozil a legrovidebbet azok koziil, melyek alatti teriilet adott T" szam.

(a) Adjuk meg y(z) figgvényt T = g, majd T = g esetén.

(b) Extra kérdés*: Milyen T esetén van megolddsa a feladatnak?

Legyen G C R? annak a hengernek a felszine, melynek alapja az (x,y)
sikbeli egységkor. Adott két pont a hengeren: (0,1,0), és (—0,1,1). Ha-

tarozzuk meg az ket 0sszekots legrovidebb gorbét a hengerpalaston.
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Az egységeomb felszinén adott két pont Pl(ﬁ’ E, 0) és P»(0,0,1). Ha-

tarozzuk meg a gomb felszinén a két pontot 0sszekots legrovidebb gorbét.

Adott D C R? simahatart osszefiiggs tartomany. Ezen tekintiink ¢ : D —
R kétszer differencialhato fiiggvényeket rogzitett peremfeltétel mellett. Mi

lesz a stacionarius fliggvénye az aldbbi funkcionalnak:

10) = [ [ 18rad o6x.y) Pac. ),
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V6. Adott D C R? simahatart osszefiiggs tartomany. Ezen tekintiink ¢ : D —
R kétszer differencidlhato fiiggvényeket rogzitett peremfeltétel mellett. Mi

lesz a stacionarius fiiggvénye az alabbi funkcionalnak:

1(¢) = / / (6., 9) + &, (2,9)) ().

V7. Legyen G C R? az a sik, melynek egyenlete v + vy + 2 = 1. Ezen a sikon
adott két pont Pi(1,0,—2) és P»(—2,0,3). Hatarozzuk meg a pontokat

0sszekots legrovidebb gorbét a sikon.

PDE transzport egyenlet

T1. Oldjuk meg az alabbi els6rendd transzport-egyenleteket:

(a)

uy +ul, =0, (t >0, zeR), u(z,0) = e”.

(b)

uy, +u, = x —t, (t >0, xzeR), u(z,0) = e”.

(c)

up + 2u, = x* + 4z, (t >0, zeR), u(z,0) = 0.

(d)
uy + 2ul. = x cos(t), (t >0, zeR), u(z,0) = €.
T2. Oldjuk meg az elsérendi transzport-egyenletet;:
uy(t, ) —ul(t,x) = (t+z)° (t >0, zeR),
u(0,x) = xcosw
T3. Oldjuk meg az alabbi transzport-egyenletet:
u(z,t) + 2 - uy(z,t) = (t >0, zeR),
u(z,0) = 0



PDE Laplace egyenlet

L1. Hatarozzuk meg a Laplace egyenlet megoldasat:
Uy, (2, y) + gy, (2,y) =0, O<r<l 0<y<l
az alabbi peremfeltételekkel:
u(0,y) =0, u(l,y) =0.
u(z,1) =0, u(z,0) =1
L2. Oldjuk meg a Laplace egyenletet a (0,1) x (0,1) négyzeten az adott pe-

remfeltételekkel:
u(0,y) =0,  u(l,y)=0

u(z, 1) = sin(27x), u(z,0) =1
L3. Legyen Q = {(z,y) : z,y > 0} (egy siknegyed). Hatérozzuk meg a
Laplace egyenlet megoldéasat a kdvetkez6 peremfeltételek mellett:
u(z,0) = 0, x>0

u(0,y) = sin(y), y >0
lim u(z,y) = 0, Yy > 0.

T—00

L4. Legyen Q = {(x,y) : 0 < x < m, y > 0}. Hatarozzuk meg a Laplace

egyenlet megoldésat a kovetkez6 peremfeltételek mellett:

u(0,y) = 0, Yy >0

u(m,y) = 0, Yy >0

u(z,0) = sin(2x), O<zx<m
yh_%lou(x,y) =0 0<z<nm



L5. Legyen Q = {(x,y) : = > 0,0 < y < 7}. Hatarozzuk meg a Laplace

egyenlet megoldésat a kovetkez6 peremfeltételek mellett:

u, (z,0) = 0, Vo >0

w,(z,m) = 0, Vo >0
u(0,y) = cos(2y), O<z<m
lim u(x,y) = 0 0<y<m
T—00

L6. Legyen Q = (0, 7) x (0, 7) sikbeli nyilt négyzet-tartomany. Oldjuk meg a

Laplace egyenletet az adott peremfeltételek mellett:
oo (,9) + uy (2,y) =0, (z,y)e,
u(z,0) =0, u(z,m) =0, O<zx<m
u(0,y) =0, u(m,y) = sin(3y) — 3sin(y), 0<y<m.
L7. Oldjuk meg A Laplace egyenletet:
Au(z,y) = 0 ¥yt < 4
u(z,y) = y? 2?4+ y? = 4.
Segitség. A Laplace egyenletet polarkoordinatakban:

1
Vi " 1
w,.,. + —TQw(%) + ;wr = 0.

PDE hévezetés egyenlete

H1. Tekintsiik a hévezetés egyenletét végtelen ridban:

uy, = u zeR, t > 0.

Tx)

Kezdeti hémérséklet:
1, 0<z<1

fx) =

0, z<0vagy x >1

Irjuk fel a megoldast. Hogyan lehet interpretalni a kapott eredményt?
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