Matematikai Analizis II1.

Gyakorl6 feladatok az 1. Zh-hoz
2020. oktober

Vektoranalizis

V1.

V2.

V3.

V4.

Legyenek f : IR® — IR és F : IR?> — IR? differencialhato fiiggvények,
valamint ceIR?. Igazoljuk az alabbi "szorzat derivalasi" szabalyokat:

1. grad(c™F) = ¢T(DF).

2. div(f F) = (F, Vf) 4+ div (F)f.
Legyen f : IR® — IR kétszer differencialhato fiiggvény. Igazoljuk, hogy

ekkor
div grad f = Af,
ahol A a Laplace operator.
Legyenek f,g : R?® — R differencidlhato skaldrmezskés F,G : R —

R3 differencidlhato vektormezdk. Igazoljuk az alabbi "szorzat derivalasi
szabalyok"-at:

L. V(fg)=f-Vg+g-Vf

2. rot (fF)=VfxF+ f- rot (F).

3. div (F x G) = (G,rot (F)) — (F,rot (G)).
Legyen f : R® — R differencialhato skalarmezs és F : IR? — IR? diffe-
rencidlhato vektormez6. A G vektormezs tgy szérmazik az F-bdél, hogy

minden koordinatdjahoz hozzaadjuk f-t. Hatarozzuk meg a G vektormezd
divergencidjat F' és f derivaltjainak segitségével.

Vonalintegral. Feliileti integral. Integralatalakito tételek

F1.

Szamolja ki az alabbi feliileti integralt:

i
//F(fc,y,Z) ds,  ahol F(z,y,z)=|y [,
g VA
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F2.

F3.

S1.

S3.

S54.

S6.

és S az a zart feliilet, melyet alulrél az z = x? + y? paraboloid, feliilrél a
z = 1 sik hatarol. Az n normalvektor mutasson mindig felfelé.
Magyarazza meg geometriailag, hogy miért lesz negativ a kapott érték.

Legyen S az a feliilet, melyet alulrél az 22 = 2% 4 2 kup, feliilt6l a z = 1
sik hatarol. Szamolja ki az alabbi feliileti integralt:

0
// F(x,y,z) dS, ahol F(x,y,z)=1{ 0 |,
S

Z

Legyen F(x,y) = (2y,x). Hatarozza meg ennek vonalintegraljat az origd
koriili egységkor mentén valamelyik modon:

1. kozvetleniil, vagy

2. a Green tétel segitségével kettds integralként.

Lassuk be, hogy az F(x,y,z) = (z,y, 2) vektormezs fluxusa barmely S
sima zart feliiletre megegyezik a kozrezart térfogat 3-szorosaval.

Igazolja a Stokes tételt a kovetkezs esetben: M az egység sugart gémb
x > 0 félsikba esd félgombjének feliilete, OM ennek hatéra, és F(z,y, z) =

(x,—2z,9).

[gazolja a Stokes tételt abban az esetben, ha S az origd kozepd egységkor-
nek az a fele, melyben y > 0. n az y tengely pozitiv részével hegyesszoget
zér be, és F(x,y,2) = (y, 2z, x).

Mondja ki és igazolja a Stokes tételt abban az esetben, ha F(z,y, 2)
(y,z,7) és S az v + y + 2z = 0 sik azon darabja, melyet az 2% + 3* =
henger metsz ki beldle (ellipszis).

1
Igazolja a Stokes tételt a kovetkezs esetben: M az egység sugart gémb
felss félgdmbjének feliilete ("gémbhéj"), OM ennek hatéra, és

H(z,y,2) = (z,2,y) ill. G(z,y,2) = (y,2,2)

Hatarozza meg az F(x,y,z) = zyk vektormez6 fluxusat a OM feliiletre
nézve, ha OM az x> + y> = 1 henger egy darabjanak a felszine, melynek
felsé illetve also korlapja a z = 1 ill. z = 0 stk ban van.



Green tétel

A Green tétel segitségével szdmolja ki egy deltoid teriiletét:

x(t) = 2a cos(t) + a cos(2t), y(t) = 2asin(t) — asin(2t), tel0, 27]

A Green tétel segitségével hatarozza meg egy asztroid altal kozrezart terii-

G3.

G4.

letet. Ennek egyenlete:

x2/3 + y2/3 — 1’
lehetséges paraméterezése: = = cos®(t), y = sin’(t), te[0,2x]. (Ism:
sin(2z) = 2sin(x) cos(z).)

Legyen R C R? egy altalanos helyzett négyzet, melynek hatédra C = OR.
Igazolja, hogy az aldbbi integrél értéke csak a négyzet nagysigatol fligg, és
fiiggetlen annak elhelyezkedésétdl:

j{ ry® do + (2%y + 22)dy
C

A Green tétel segitségével hatarozza meg egy Descartes levél teriiletét. A
levél korvonalanak egyenlete:

2?49 = 3wy, x,y > 0.
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Paraméterezése:
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(Javaslat: A szamolas soran hasznaljuk ki, hogy y = tx.)

Differencialgeometria

D1. Igazolja a Poincarré lemmat arra a specidlis esetre, amikor
w= f(z,y,2)
D2. Az w differenciél 1-forma egzakt, ha dw = 0. Igazolja, hogy
w=zdr — 2dy + (z — y)dz
egzakt. Milyen 7-ra teljesiil, hogy w = dr7?
D3. Tekintsiik az alabbi formékat R3-ban:
w = y*dz + cos(z + 2)dz. T = (x — z)dx A dy.

Hatarozza meg:
dw =7 dr =7 TAw ="

D4. Tekintsiik az alabbi formékat R3-ban:
w = zdx + 2zydy + (v + 2)dz, T=(r+y+2z)dx Ady.

Hatarozza meg:
dw =7 dr =7 TAw="
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Db.

D6.

D7.

Legyenek adottak R3-ban az alabbi differencialformék:
a=yzdr +zzdy + xydz, f = zsin(xy) dz A dy
. Szémoljuk ki az a A B, da, d§ formékat!
Adott két 1-forma IR%-ben. w, 7e A'(IR?), melyeket igy jel6liink:
w = vy dx + v dy, T = wy dx + ws dy, v1, Vo, w1, woelR.
Ezek kiils6 szorzata egy 2-forma: w A7 =cdx A dy.

1. Mennyi c?

2. Mi koze van c-nek a v = (vy,v9) és w = (wy, wy) vektorokhoz?
Adott két 1-forma IR3-ban. w, e A'(IR?), melyeket gy jeloliink:
w = vy dr + vody + v3dz, T =w;dxr + wy dy + w3 dz, v;, wielR.
Ezek kiils6 szorzata egy 2-forma: wAT = ¢; dyA dz+cydeA dz+c3dzA dy.

1. Mennyi ¢y, ¢9, c37

2. Mi koze van c-nek a v = (v1,v9,v3) és w = (wq, we, w3) vektorokhoz?



