Matematikai Analizis Ill.

9. elbadas.
Variacioszamitas Il.

2020. november 16.
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A

Definicid. Adott két pont, (xo, o) €s (X1, y1), ahol xg < Xy.
A MEGENGEDHETO FUGGVENYEK halmaza:
C ={¢: [xo0, X1] — R keétszer folyt. diff-hatd, ¢(xo) = yo,0(x1) = y1 }-
A VARIACIOSZAMITAS ALAPFELADATA:

Z‘é? I(¢) =7 ahol /(¢) = /): F(x,¢(x),#'(x)) dx

Megjegyzés. F = F(x,u, u').
Tétel. (SzélsGérték sziikséges feltétele)
Tfth vmely u = u(x) € C fv minimalizalja az / funkcionalt.

Ekkor az u figgvény kielégiti az alabbi 6sszefliggést:
d
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W Példa. Keressiik meg az alabbi funkcional szélsbértékeit:

I(u) = /0”/2 [(u/)z _ uz] ax, u(0)=0, u(r/2) =1

F(x,u,u") = (U)? — u?. (Az E-L egyenlet
Lu=F— 9 F —o)

dx v
Most
F,=-2u Fy,=2u ¢és C(Z( (2u'(x)) = 2u"(x).
Behelyettesitve:

Llul = —2u(x)—-2u"(x)=0 = U'+u=0.
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R4 Tehat az L[u] = 0 feltételbdl: u” + u = 0.

Ennek altalanos megoldasa
u(x) = ¢4 cos(x) + cosin(x), ¢, € R
A peremfeltételek:

ul0)=0, ur/2)=1 = ¢ =0, c=1.

Egyetlen stacionarius megoldas van up(x) = sin(x).

I(up) = /07r/2 [cosz(x) - sin2(X)} dx = /OW/2 cos(2x)dx = 0.
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o
Feladatok korlatozassal

I(u) = /XX1 F(x,u(x),u (x)) dx —  min,

0
+ egyéb korlatozé feltétel:

J(u) = /X " Gx, u(x), U/ (x)) dx = C.

0

Megoldas: A j6l ismert Lagrange-féle multiplikator modszer.

K(u): = /XX1(F A\G) dx = /:1 H(x, u(x), U'(x)) dx

0
funkcionalra vonatkoz6 Euler egyenletet kell megoldani.
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""ﬂﬂ El6z06 pl. folyt. Keressllk meg az extremalis értékeket:
- /2
W)= [ (WP-)dx  w0)=0, ux/2)=1
0
azzal az extra korlatozassal, hogy
w/2
J(u):/ 2u dx =6 — 7.
0
A Lagrange multiplikator szabalyt alkalmazva:
w/2
K(u) =I(u) — A(u) = / ()~ 2~ 2)0) ax.
0

Ekkor H(x, u, u") = (U')? — u? — 2\u

= H,=-2u-2)\ L =2u
Az Euler-egyenlet: L[u] = H|, — cg(H‘/" =0, = U +u=-\

= U(x) = Acos(x)+Bsin(x)—\ Uo(X) = cos(x)+2sin(x)—
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Tovabbi példak.
Feladat. Py(xo, ¥o) €s P1(x1,y1) k6zbtt a legrévidebb utat
keressiik, ha a két pontot 6sszek6td gorbe alatti teriilet adott T
érték.
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L
\J
Feladat. (Az el6z6 "megforditasa”)

Tekintsiik azon u : [0,1] — R fv-eket, melyre

u(0)=u(1)=0, és /1\/1+u’2(x)dx:L.
0

Keressik azt, amelyre:

]
T:/ u(x) dx — max?
0

Dido kiralyné feladvanya
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~ Tobb fliggvényt keresiink.

Példa. Adott R3-ban két pont Py(Xo, Yo, Z0) és Py(X1, 1, 21)-

Ezeket 6sszeko6td gorbe:
{(x,y(x),z(x)), x € [x0,x1]}

A gorbe hossza:

X1
/ 1+ y2(0) + 22(x)dx.

Ennek minimumat keressik.
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T('ibb flggvényt kereslnk.

" Matematikai megfogalmazas:
C = {¢1,. ey On [Xo,X1] — R, gf)j(Xo) és ¢j(X1) adottak ,j = 1,. .. n},
ahol minden koordinatafiiggvény kétszer folyt. diff-hato.

A funkciondl, aminek szélsbértékét keressik:

(G1s60) = [ T EG 0100, 0n(0), 4 (0). . () X,

min (61, 6n) 7

Jelélés: F adott (2n + 1)-valtozoés fv, kétszer folyt. diff-haté fv

/ /
F=F(Xx,uq,...,upUy,...,Up).
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Optimalités szlkséges feltétele
Modszer mint korabban.
Tth u = (u4, ... up) € C minimalizal.
Perturbaljuk a j-dik fv-t, ; : [xo, X1] = R, 1j(x0) = nj(x1) = 0.
Gi(e) := l(uy, ..., Uj—1, Uj + €mj, Ujtq - . - Un).
Ve: Gj(0) < Ge)
Definicio. (u,...u,) stacionarius, ha
Gi(0)=0 Vvj=1,...n
minden lehetséges 1; perturbaciora.
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Szélsbérték szikséges feltétele

Az egyvaltozos esethez hasonlé szamolassal n db egyenletet
kapunk.

Tétel.

Ha (u1, ... un) stacionarius, akkor kielégiti az Euler
egyenleteket :

d .
Lj[u]:F[,j—aF[’lfzo j=1,2,...n

Ez az nismeretlen fliggvényre DER, amely masodrendd,
nemlinearis. Megoldasa tipikusan nem ftrivi.
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Specialis eset.

Tfh F nem fligg kézvetlendl x-tél.
F Uy, .. up, Uy un) = F(uy, ... up, Uy, .. Uy

Ekkor az alapesethez hasonldan igazolhato:

Allitas. A fenti esetben az Euler egyenlet V megoldasara Jc:

n
E:=F-Y ufF,=c
k=1
n
Flur(x),..., Uy (x),..)= U () Fy (Ui (X), ... Uy (x),...) = c.
k=1
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E N d
Példa folyt. L;[u] = F/, — &Fu/ =0

J
A gbrbe hossza:

1.2 = [ 147200+ 2200k

Most F(x,y,z,y',2) = \/1+y? + 2

2 Euler egyenlet van, 2 ismeretlen fliggvényt keresunk.

Z/

/
F,=F,=0, F,= 4 /

zl =

1+y?+ 272 14 y2 422
E-L egyenlet y-ra: —F,
y yra-oxy

E-L egyenlet z-re: aFQ, =0, innen F,, = ¢

, = 0, innen F}’,, = ¢y
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Példa folytatasa.

y'(x) .
1 12 12
Vi+y20 -+ 25 — Y =Ci Z()=Ca
2(x) .
V1200 + 22(x)
Tehat a legrévidebb ut:
y(x) = Cix + Dy

z(x) = Cox + Do,

ami egy térbeli egyenes paraméteres megadasa. Szabad

paraméterek illeszthetok. /
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Folytatas?

TegyUk fel, hogy a két pont kdzti legrévidebb utat egy

adott feliileten keressUk.

Pl. henger felliletén.
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% Két alapelv

D’Alambert elv. Nyuagalomban levé rendszer:

— minimalis helyzeti energiara torekszik.

Pl. Villanyp6znak kdzti vezetékek.

Hamilton elv. (Legkisebb hatas elve ) Idében valtozo
rendszer:

t
/(T—U)dt — min  “helyzeti-mozgasi”
fo

Pl. Inga mozgasa (Gyak.)
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Mechanikai rendszer.

n szabadségi fok. Leiras a g; mennyiségekkel, j = 1,...n.

ﬂ:(Q17QZ7-~-7qn)

+ idében valtozé: g(t) = (g1 (), g2(1). ..., gn(1)), t € [to, ]
Sebessége a tid0 pillanatban: g = (g1, @z, - - -, Gn).
A helyzeti energia U(q, ), mozgasi energia T(q, g).

Természetes feltételek: U(q, ﬁ )és T( g q) = T(q).
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A mozgasi energia ~ ’”T"z ilyen alaku:
T(q) = grAic'y, A egy szimmetrikus matrix.

T=> aa(ta(t), a;tm)
i\j
Kiindulasi allapot q(f), és a végallapot g(t;). Merre megy?

A Hamilton elv szerint az optimalis mozgas soran

t
H(q,c'y):/ (T-U)dt — min.
4.4 o

Most F(t,q,q) = T(q) — U(q), ezért az optimalitas sziikséges

feltétele:
C1 7- ! C1 /

E]i( - Lj)éb - 23} éﬁ’ ] - 1 ,:2,. ..n.

1
Fg=
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T — U nem fligg kdzvetlendl t-t6l, ezért az energiafliggvényre:

E=F(a.q)- aFa ) =c

Lemma. Minden T(qg) kvadratikus alakra g7'(q) = 2T(qg).

(x - (x?)" = 2x2 analdgiajara). Emiatt
E=F-gF,=(T-U)-2T= -U-T=c.

Ezért optimalis esetben U + T konstans, tehat az 6ssz-energia
nem valtozik.

Ez a klasszikus energia megmaradasi térveny.
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¥ Masodrendi funkcional.

Egyetlen figgvényt keresiink, és az optimalizaland6 funkcional:

)~ [ " F(x, 0(x), ¢/ (x).6"(x)) dx.

0
ahol az F fv. 4-valtozos, F(x,u, v, u").

A megengedett fliggvények halmaza C:
{¢: [x0, X1] — R négyszer folyt diff. ¢(xo), (1), ¢'(x0), ¢'(x1)v/}-

mcjn I(¢) =7
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Mésodrend funkcional.
TegyUk fel, hogy u € C minimalizélja a kéltségfliggvényt.

Legyen n olyan perturbacio, melyre

0 =n(x0) =n(x1) =n'(x) =n'(x1)
G(e) :=l(u+en) = G'(0)=0.
Stb....
Tétel. Ha u optimalizal, akkor kielégiti az Euler egyenletet:

d a?
Fi; - E;;EI:L/ ﬂ* E;;Eé' L// == ().
Ez egy negyedrendli DE az u fliggvényre.

32/37



Minimalis felszin probléma.

Példa. (Plateau-feladat) Keressik azt a kétvaltozos fliggvényt,
amelynek fellilete minimalis az adott peremfeltételek mellett.

S C R?, u: S — R. Kétvaltozos fliggvény felszine:

I(u) = H\/1 (Uk)? + (uy)? d(x, y), (1)

és u(x, y) elére rogzitett minden (x, y) € 9S-re.

A feladat kb:
Meghajlitott zart keret szappanos vizbdl kivéve: milyen

a szappanhartya alakja? — Epp a minimalis felszin(i lesz.

34/37



ff \/1 (u})? d(x, y) — min?

A feladat naiv megoldasa ez lenne:

tehat u konstans fliggvény.

Ekkor I(u) értéke A(S) konstans-szorosa lenne, ami valéban
minimalis.

Ez azonban csak akkor megoldas, ha a konstans fliggvény
megengedett, vagyis ha u eleget tesz a peremfeltételeknek.
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ff \/1 (uy)? d(x,y) — min?

Speciélis esetként legyen S = {x? + y? < 1}, az origo
kdzéppontl egységkor. Adott

u(x,y) = sin(8x)cos(3y),  hax®+y? =1

peremfeltétel mellett keressiik a fliggvény felszinének
minimumat.

Vajon mi lesz? Konstans fv nem megengedett!

A feladat megoldasa az kdvetkez6 abran lathato:
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% u(x, y) = sin(3x) cos(3y),  hax2+y2 — 1

Hogy talalhatjuk meg ezt a megoldast?
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