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Bernoulli feladata 1696-bol

A Bernoulli-feladat avagy BRACHISZTOCHRON PROBLEMA:

A és B két pont a sikon, melyeket vékony drot kot 6ssze.

A

A magasabban van, mint B, onnan
elengediink egy pontszerli testet B
egy gorbe alaku drotpalya mentén.

Csak a gravitacio mozgat lefelé, nincs surlédas.
Melyik az a gbérbe, amelyen a test a legrévidebb id6 alatt ér le
A-bél B-be?
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" Brachistochrone. Matematikai feladat
A= (X0, ¥0) €s B = (xy,y1), melyre xo < X1 €s yo > y1.
1, A gorbét egy y = ¢(x) fuggvény irja le,
‘\g melyre: ¢ : [xo, X1] — R,
| 6(%) = Yo, B(X1) = y1.
Tth ¢ differencialhatd. Ekkor a megérkezéshez sziikséges ido:

Xq / 12
_ 1+ 67(x) dx, g agravitaciés konstans
V 29 X vV ¢(X) — Y

Ennek az integralnak a minimumat keressuk a lehetséges ¢(x)
flggvények halmazan.
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Forgastest felszin minimalizalas

Adottak A(a, yo) és B(b, y1), a # b, ahol yy > 0 és y; > 0.
A pontokat dsszekdtjik egy

Vi y = f(x)

sima gorbével, amely egy
y = f(x) fuggveny grafja.

A gorbét forgassuk meg az x
tengely kordl.

Az igy keletkezett forgastest felszine:
b
T—o2r / fOn/1 + 72(x) dx.  (Gyak-on /)
a

Milyen f esetén lesz T a legkisebb, ha f(a) = yp és f(b) = y1?
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(’“Yﬁ

| w
- Geodetikus gorbék.

Adott egy S ¢ R fellilet, és rajta két pont p és q.

A két pontot 6sszekoto,
a fellleten halad6 C ¢ S
gorbék kézul melyik a

legrévidebb?
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W Geodetikus gorbék, matematikai keretben.

Legyen a C gbrbe paraméterezése:

C = {(x(1),y(1),2(t)) : telab]}.

Akkor a feladat igy formalizalhaté meg:

/ \/x’2 t) + y2(t) + z/?(t) dt — min?
CccS

az (x(a),y(a),z(a)) = p és (x(b), y(b), z(b)) = q feltételek
mellett.
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Matematikai keret.
Definici6. Adott két pont, (xo, o) €s (X1, y1), ahol xg < Xy.
A MEGENGEDHET® FUGGVENYEK halmazat C jeldli:
C ={¢: [x0, X1] — R keétszer folyt. diff-hatd, ¢(x0) = yo,d(x1) = y1}.

( )

Adott ezen kivill egy / : C — R funkcional, mely specialis alaku.

Nevezetesen, ez egy integral-operator:
" X4
10) = [ Fxo(0.0/(0) ax
Xo

ahol F : R® — R egy adott, kétszer folytonosan diff-hato fv.

Keresslik azon u € C fliggvényeket, amelyekre I(u) minimalis.
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§ Fontos kitérd. /(¢ / F(x,o(x),¢'(x)) dx

Itt egy szokatlan jel6lést fogunk hasznalni.

Az I(u) funkcional értékének kiszamitasakor:
» F(-,-,-) els6é argumentuma (a megszokott) x
» a masodik argumentumba egy u(x) fliggvényt,

» a harmadik argumentumba ennek u'(x) derivaltjat irjuk.

Emiatt F argumentumait (x, y, z) helyett (x, u, u’)-vel jeldljik:
F=F(x,u,U).

Erre akkor kell nagyon figyelni, amikor u vagy v’, mint valtozo

szerint derivalunk.
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\
Alapfeladat.

Ezek utan VARIACIOSZAMITAS ALAPFELADATA:

min/(6) =7 ahol I(¢) = /X O F(x, 6(x), ¢'(x)) dx,

és C a megengedhetd fliggvények halmaza.

1. Megjegyzés. Altaldban a fenti funkcional extremalis értékét
keressik, ami lehet minimum helyett maximum is.

2. Megjegyzés. Nincs garancia arra, hogy van optimalis

megoldas.
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Ismétlés: Valds fliggvény esetére
Tétel. (Szlkséges feltétel lokalis szélsbértékre)
Tfh f : R — R differenciélhato, xo € int (Dy).
Ha f-nek xo-ban lokalis szélséértéke van, akkor f'(xy) = 0.

YA

(c, fle)

VN

—y
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Ismétlés: Tobbvaltozés fliggvény esetére

Tétel. (Szlkséges feltétel lokalis szélsGértékre)
Tth f: R” — R differencialhatd, a = (ay, ... an) € int (D).

Ha f-nek a-ban lokalis széls6értéke van, akkor

0 .
a—xif(a)_o Vi=1,...n.

Mas szoval:

“a derivalt minden iranyban 0 az adott pontban.”

Bizonyitas. Visszavezettlk egyvaltozos fliggvényre.
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Az alapfeladat megoldasa.

lsm: r(;’lel(rj] I(¢) =7 ahol I(¢) = /X: F(x,(x), ¢’ (x)) dx

Az optimalizalasi feladat megoldasat visszavezetjik
egyvaltozos fliggvény szélsbérték meghatarozasara.

Szikséges feltételt fogunk adni az optimumra.

Tfh. valamely u = u(x) € C fliggvény minimalizélja /-t:

l(u)y<Ily), Vyec.
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@\ Perturbacio.
Tekintsik a kévetkez6 halmazt:
Co = {n : [x0,x1] — R kétszer diff-hatd, n(xo) = n(x1) = 0},
ez a lehetséges iranyok halmaza.

Ha u-hoz egy n € Cy flggvényt hozzaadunk (perturbaljuk),
akkor u + 7 is a megengedhetd halmazban lesz.

Tehat (u+n)eC. = Iu)<lu+n)/
Rogzitett € Co-ra definidljuk a kdvetkezo fliggvényt:

G(e)=I(u+en), G:R—R.
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Eddig: G(¢) := I(u+¢n), és I(u) < l(u+en), VeeR
Tehat G : R — R diff-haté valos fliggvény, melyre

Ve: GO)<G() =  G(0)=0,

G(<) igy irhato:

G(e) = /XX1 F(x, u(x) + en(x), U (x) + en/(x)) dx.

0

Hatarozzuk meg G'(¢)-t.
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“ X1
W G - / F(x, u(x) + en(x), 1/(x) + e/ (x)) dx.
J X
Derivaljuk G-t a lancszabaly alapjan.

(F/, és F|, argumentumaiban (x, u(x) + en(x), u'(x) + en/(x)))

G(e) = / (FL( () + FL() - 1/(x)) dx =

X1
/ Fi(. dx+/ Fl, (. )n'(x) dx.
Xo Xo

A masodik tagot parcialisan integraljuk:

X4 Xq d £
- [ g Ful) ax

X0 0

/ () dx = FlL(.) - n(x)

A jobboldal elsd tagja 0 lesz, n(Xo) = n(x1) = 0 miatt.

17/32



Az egész integral tehat:

Ge)= [ (Fi- gFe ) n0 ox.

0

Ezért Vi € Cy-ra teljesiinie kell, hogy

X
G(0) = / 1 n(x) - <FL’,(x, u, U’ — CZ(F‘/"(X’ u, u/)) dx = 0.
X

0

(A jobboldalon az argumentumok (x, u(x), u'(x)).)

Cél: n-mentes feltétel.
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<F’xuu) 5F/(xuu/)> dx = 0.
Egy klasszikus lemma:

Lemma. Ha valamely C : [xo, x1] — R folyonos fliggvényre
X1
/ C(x)n(x)dx =0 vn € Co,
Xo

akkor C(x) = 0 Vx € [xo, x1] esetén. (Biz?77 HF)

A lemma miatt a fenti egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha

F- 2R, =0

igy belattuk a kdvetkez6 sziikséges feltételt:
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- / n(x) - (FL/,(XA u,u') — Cz(F[J,(X. u, u’)) dx = 0.

e

Tétel. [Szélsbérték sziikséges feltétele]
Tfth vmely u = u(x) € C fv minimalizalja az / funkcionalt.
Ekkor az u figgvény kielégiti az alabbi 6sszefliggést:

Llu] .= F, — g !

dX u :0

Ez az EULER EGYENLET.

Az L[u] = 0 egyenlet megoldasai stacionarius megoldasok.

20/32



OF doF _ d

i’ Euler egyenlet. L[u] = — - —— =F,— —F, =0.

ou dxou Y dx
d_, o , . o
&F“/ kifejtése a lancszabaly alapjan:

d ., oo PFPF . PF

Ezt visszahelyettesitve az Euler egyenletbe azt kapjuk, hogy:

U 1 ! = =l _
F,—Fyx—UuFy,—uF,, =0.

A kapott masodrendli DE-ben az u figgvényt keressik.

Ez tipikusan nemlinearis DE, nincs altalanos megoldasa.
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Euler egyenlet. L[u] :== F| — ;(F[,/ =0.

Példa. Két pont k6zétt a legrévidebb ut az egyenes.
A két pont Py(xo, ¥o) €s P1(x1,y1). Az Oket 6sszekotd gorbe
egy y = y(x) figgvény, melyre y(xo) = yo €s y(x1) = y1.

A gbrbe hossza:

X1
Iyl _/ V1+Y2(x)dx = F(x,u,Uu)=+1+u?
Xo

F/, = 0,/ gy az Euler-egyenlet:

AE{, (— 0 _— f:/ — 1,44444]44444
dx Y T2 A1 u?

— U/(x) szintén konstans. —> az optimalis u(x) egy egyenes.

2u' = c konstans.
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Euler egyenlet. L[u] := F, — ;’(F[, =0.

1. eset. F nem fligg expliciten u/'-t6l, azaz
F(x,u, ) = F(x, u)

Akkor F/, = 0.
Az Euler-egyenlet egy implicit fliggvény feladat:

Fi(x,u)=0 = u=u(x)y/
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Euler egyenlet. L[u] := F/ — Ci(F[/ =0.

2. eset. F nem fligg kdvzetlenll u-tol, F(x x4 u')

Akkor F = F(x,u") alaku. Az Euler-egyenlet:

C(Z(FL/J, — 0,

amibdl F/, = c konstans.Ez azt jelenti, hogy

F(x,u)=cU.
Ebbdl az implicit alakbol u'-t kifejezhetjik, majd integralunk:
u'(x) = f(x, c), = U= /f(x, c) dx+d, d konstans.
A c és d konstansok megvalasztasaval kielégithetdk a

peremfeltételek.
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xx Euler egyenlet. F, — F/,, —UF/,,—U"Fl,, =
3. specialis eset. Az alkalmazasokban leggyakoribb:

Fx u,u') = F(u,U)

Ekkor definialjunk egy kévetkez6 fliggvényt:
E:=F-UFy,  E(X):=F(u(x),u(x)—u(x)F,(u(x), u'(x)).
Ennek derivaltja (az argumentumok nélkiil):
E'=UF,+U'F, - U'F, - UWF),+U'F,,)=
=U(F,-UF),—U"F,,)=UL[u].
Ha u stacionarius mo, akkor E' = 'L[u] = 0, tehat E(x) =

Egy energia-jellegli mennyiség, ami optimalis esetben allandé.
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Forgastest felszin minimalizalas

Az (x,y(x)) gorbe egy
darabjat megforgatiuk az

x  x tengely koral. A kapott

forgastest felszine:

Tly] =2rn /b y(x)4/ 1+ y2(x) dx.
A variaciészamitasi felada:ban most (27-16l eltekintlink) :
F(u, ) = uy/1 + u2.
Ez a 3. specialis eset. A megoldas ch (x) fv lin. transzformaltja:

u(x)=c-ch (X+d

) , c, d két szabad paraméter.
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D’Alambert elv:

"Statikus egyensulyi allapotban minimalis a helyzeti energia.”

— Szappanhartya esetén minimalis a felszin.

Ez egy ch flggvény megforgatasaval all eld.

Megjegyzés. A ch figgvény masik neve a lancgdrbe.
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Brachisztochron probléma, Ujra

A = (X0, ¥0) €s B=(x1,y1).

\g . A gorbét egy y = y(x) flggvény irja le,
 melyre y(xo) = yo, ¥(X1) = y1.
T(u) = 1 SIE + u2(x) dx, — Fuu)= V14 u?
V2g J,, u(x) Vu

ahol u = y — yp. A megoldasra kapott 6sszefliggések:

b=l (t-sin(), ¥ yo= 5op (1 cos(0))

melyek épp egy ciklois-darab paraméteres leirasat adjak.
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Példa
Keresslik meg az alabbi funkcional extremalis értékeit:

w/2
I(u) = / {(u’)2 — uz] dx,
0
az u(0) = 0 és u(m/2) = 1 peremfeltételekkel.
Itt F(x, u,u') = [(U)? — u?], ezért

F,=-2u és F',=2U.

Az Euler egyenlet L[u] := F/, — Cz(F[,, = 0. Behelyettesitve:
(—2u) — C(Z((ZU’) =0 = UV +u=0.

Ennek altalanos megoldasa
u(x) = ¢4 cos(x) + Czsin(x), C1,0 € R.

A peremfeltételek mellett: up(x) = sin(x).
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El6z6 példa folytatasa.
Keresslik meg az alabbi funkcional extremalis értékeit:
w/2
() = / Wy -] dx.  w©O)=0. u(x/2)=1
0
azzal az extra korlatozassal, hogy
w/2
L(u):/ 2udx =6 — .
Jo
A Lagrange multiplikator szabalyt alkalmazva definialjuk:
w/2
H(u) = I(u) — \L(u) = / [(u’)2 —® —2)u dx.
0
Ekkor H;, = —2u — 2\ és H], = 2U

u

Az Euler-egyenletbdl ezt kapjuk: v’ + u= —\.
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