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@\ Ismétlés. Sokasag implicit megadasa.
M € R" k DIMENZIOS DIFFERENCIALHATO SOKASAG,

ha Jo1, 02, - .., 0n_k : R” — R diff-hato fliggvények:

n—k
M= ("\{e; = 0}.
i=1

Feltesszik, hogy a o; gradiensei linearisan fliggetlenek:

Vo1
Voo

Von—k

teljes rangu M pontjaiban.
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Implicit sokasagok.

1. Példa. Az egységkdrvonal R?-ben 1-dimenziés sokasag.
S'={(x,y) eR®: pi(x,y) = x*+y? —1=0}.
Ittn=2és k=1.
2. Példa. M az az R3-beli egységkér, mely az (x, y) sikba esik.
01(%,y,2) =x2+y2+22 - 1=0 o0s(x,y,2)=2=0

ttn=3ésk=1.



Normal tér.

Definicio. M c R" k-dimenzids sokasag, impliciten megadva.

Ekkorape M

ponthoz tartozé N, NORMAL TER:

No(M) =span{Vo1,Vos...Vo,_x} (’normélvektorok tere”)
Példa. S' = {(x,y) : x? + y®> —1 =0}.

Itt o(x, y) = X

-

+y2 —1és Vo = (2x,2y).

I\

. Normaltér: ez a vektor altal

N

j kifeszitett altér.




Tangenstér (érintotér).

Definicid. A p-hez tartoz6é T, TANGENSTER vagy ERINTOTER
Tp={v:v L Np},

a normal tér ortogonalis kiegészitdje. ("érintdvektorok tere”)

Allitds. M c R” k-dimenzios sokasag, és p € M pont

kdril a paraméterezés ¢ : R — R”. ¢ Jacobi matrixa:
Vo4
D¢ = : :<v1,...vk>, vieR"
Von
Ekkor a p € M ponthoz tartoz6 T, érintotér bazisa: {vy, ... vk}.

Nyilvan dim N, = n— k és dim T, = k. 6/23



Normaltér és érintdtér 2. Példa.
M az az R3-beli egységkér, mely az (x, y) sikba esik.

Ennek paraméteres megadasa:

u
p:RE-R3  ouv)=| v |, vP+v¥<1.
0

a paraméterez6 vektormezé Jacobi matrixa

D¢ = = Tp bézisa:

o O =
o = O



Normaltér és érintdtér. 1. Példa, Ujra.
Példa. S' = {(x,y) : x>+ y? —1 = 0}.
Itt o(x, y) = X2+ y2 — 1 és Vo = (2x,2y).
Tekintsiink a p = (Xo, ¥o) € S' pontot. N, bazisvektora (xo, yo).

Tp bazisanak vehetjik a (—yo, Xxo) vektort.

=
/ % Megjegyzés. Tp bazisanak

a (Yo, —Xo) vektort is
KJ véalaszthattuk volna.

igy T, kétféle iranyitasa lehetséges. Ezért beszélniink kell az

iranyitasokrol.
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Vektortér iranyitasa.
Legyen V k-dimenzios vektortér. Ebben egy bazis:
[V] = {117!27 s 7!/(}'

Egy [w] = {wq, wy, ..., w,} bazis segitségével v; felirhato:
K
leza,/ﬂj, i=1,2,...k.
j=1

A = (a;) nem szingularis, azaz det A # 0.
V-ben egy bazist rogzitve: minden bazis két osztalyra oszthato
=  az attérési matrix determinansa pozitiv vagy negativ.

Ekvivalencia relacio. (HF)
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\

' Definici6. A V VT-ben [v] és [w] bézis kozti attérési matrix A:
vxeV:  Xw=A Xy
Ekkor [v] és [w] AZONOS IRANYITASU, ha det{A} > 0.

v2=(-11)

v2=(0.1) vi=(11)

same orientation as:
v1=(10)

notthe same
orientation as: v2=(0,1)

vi=(-1,0)
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Sokasag iranyitasa.

Definicid. Egy sokasag IRANYITHATO, ha minden pontban
megvalszthatd a normal tér iranyitasa gy, hogy az folytonosan
valtozzon a sokasag mentén.

A Moebius-szalag
kétdimenzios
sokasag, amely
példaul nem
iranyithato.
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‘G‘W‘)
-~ Sokasag és hataranak iranyitasa.

\y

A
Y
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Motlvamo 1. rész
M c R” k-dimenziés sokaség, w € \X(R") differencial k-forma.

Szeretnénk értelmezni az/ w mennyiséget.
M

Ehhez elészér két specialis esetet nézliink meg.
1. specialis eset. Legyen n = k = 3.
Akkor M egy nyilt térrész, és w = f(x, y, z) dx dy dz.

Ebbdl egy k6z6nséges harmas integralt kapunk:
w = f(x,y,z)dx dy dz
fy= JJf toer2axay
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’@ Motivacio 2. rész
2. specialis eset. Legyen n =2 és k = 1. Akkor M egy gbrbe:
M= {y(t) = (x(t), ¥(t)) : te(ab)} CR®

Az R2-beli 1-formak terének dimenzidja <1> = 2, ezért két

linearisan fliggetlen differencialformank van:

UJ1:f(X,y)dX, (Ug:g(x,y)dy.

A megfelel6é absztrakt integralok ismerdések mar:

/Mw1 =/Mf(X,Y) dx = /abf(v(f))x’(f) dt,

wp= [ g(x,y)dy = bg(v(t))y’(t) dt.
Jo== ), I
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Motivacié 2. (folyt.)
Emlékeztetd: integralas helyettesitéssel:
dx = X'(t) dt’

Hasznaljuk az 1-dimenzids sokasag absztrakt definiciojat, és itt
» a V nyilt gémb az V = (a, b) intervallum,

» a¢: R — R? leképezésnek v : (a, b) — R? felel meg.

¢(= ) Jacobi-matrixa:
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o X'(t
o Jacobi matrixa: Dy = ( ( )> ,

y'(1)
Els6ként wi = f(x, y) dx integrasat nézzik.

Az elsb sort vesszik ki Ugy, hogy behelyettesitiink egy elemi

formaba: dx(D~) = x'(t).

:>/w1 /fxydx_/f )dt.

w2 = g(x, y) dy integrasakor a masodik sor: dy(D ’y) =y'(1).

Ennek megfelel6en

b
/ o — / g(x.y) dy = / g((1)) dy(D) dt.
M M Ja \_}/76)—/
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 Ismétlés: Sokasag paraméteres megadasa

Definicié. M c R" egy k-DIMENZIOS DIFFERENCIALHATO
SOKASAG ha Vp € M-nek U kdrnyezete, melyhez

— 3¢ : RF — R” differencialhaté fliggvény,

— és 3V C R nyilt halmaz, melyre ¢(V) = UNM
1-1-értelm{, és D¢ teljes rangu.

A sokasag p pont korili LOKALIS PARAMETEREZESE a fenti ¢ .

PeMcR" P=¢"(u) < (uy,...,ux)cRK
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Formak integralasa sokasagokon

Definicid. Legyen M c R" k-dimenzids diff-haté sokasag,
paraméteresen megadva. Tth egyetlen (¢, V) térkép megadja.

A sokasag paraméteres megadasaban:
» ¢ : RK — R, V ¢ R¥ olyan nyilt gdmb, hogy ¢(V) = M,
» valamint D ¢ € R™X teljes rangi matrix.

Adott w € \*(R") differencial k-forma.

Ekkor w M-EN VETT INTEGRALJAT a igy definialjuk:

/ w = / w(DG)) dug ... dug.
JM JV

A fenti definiciéban az absztrakt integralt k6zénséges k-szoros

integralra vezettik vissza. .



Altalanos Stokes-tétel

Tétel. Legyen M k-dimenzids iranyithatd sokaséag,

melynek hatara OM (k — 1)-dimenzids iranyithaté sokasag.

Tth M és OM iranyitasa megfelelnek egymasnak.

Legyen w differencidl (k — 1)-forma, akkor dw diff. k-forma.

Ekkor

/ dw / w.
M oM
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\
v 1. Példa.

Legyen n = k = 1. Ekkor M = (a, b), hatara oM = {b, a}.
Legyen w diff 0-forma: w = f(x), igy dw = f'(x) dx.

Ekkor b
/ dw = / f'(x) dx = f(b) — f(a)
M a

/Ww: / f — f(b) — ().

{b.a}

— N-L formula az altalanos Stokes tétel specialis esete.
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2. Példa.
Legyen n = k = 2. Ekkor M egy tartomany a sikon,
OM pedig az azt hatarol6 zart gorbe.
A differencial 1-forma &ltalanos alakja R?-ben
=f(x,y) dx + g(x,y) dy,
ezért ennek kilsd derivaltja: dw = (g — f)) dx dy.

Ekkor az altalanos Stokes tétel két oldala:
/ dw:ﬂ(g;—f}’,)dxdy, / w:}[ (fdx +gdy).
M Y oM oM

— (fdx +gdy) = jf — fy) dx dy. Ez a Green tétel.
oM

23/23



	Sokaság implicit megadása
	Sokaság irányítása
	Differenciálformák integrálása sokaságokon

