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Motivacio

Stokes tétel: " / dw = /W "

M oM

dw: differencidlforma, ami k-dimenzidés mérték a IR"-ben.

M C R", ami k-dimenziés sokasag IR"-ben.
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Differencialformak Ismétlés.

- DIFFERENCIAL 0-FORMA: f : R" — R, diff-haté skaldrmezd

- DIFFERENCIAL 1-FORMA:

n

w=Y_fdx,

j=1
ahol dx; elemi 1-forma, és f; : R" — IR diff-haté fiiggvény.

- DIFFERENCIAL k-FORMA:

wzzf/ dxy,

IeT

ahol 7 a k elemii indexhalmazok részhalmaza, dx; egy elemi
k-forma, és f; : R" — IR differencidlhaté fiiggvény.
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Kiuls6 derivalas. Hattér.

f:R" — R (= diff. 0-forma). I C R" vonal (= I-dim. sokasag.)
f "differencialja” I mentén?
M={y(t) : telab]}, 1(t) = (alt),.... x(t)).

= f értéke [ mentén: f(~(t)), t € [a, b].

AF = f(y(t+D8) — F(y(1) =7

n

%
(]

fo(xa(t), ... xn(t)) - (xi(t + At) — xi(t)) + o(||Ax]).

AX,‘

i=1

n
Ha At —0 = df=> f dx. Kiils§ derivalt.
i=1
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Definicié. (ism.) Differencidlformdk kiilsé derivaltja.

» Ha w = f dx; differencidl k-forma, (I = {i,...ik})

dw = Z f)ﬁi dx; A dxg
i=1

> Altaldnos esetben, ha w = ij, akkor dw = Z dw;.
J J

Megjegyzés. Ha w differencidl n-forma IR"-ben, akkor dw = 0.

LEMMA (POINCARRE LEMMA) Vw differencial k-formdra:

d( dw) = 0.
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IR3-ban: Formak ill. skalar- és vektormezék

Az elemi 1-formdk jelolése: dx, dy, dz.

Definialjuk a kovetkezd hozzarendeléseket:
0. wp = f(x,y,z): egy O-forma <= To(w) = f(x,y, z).
To : A\°(IR3) — {skaldrmez&k}
1. wy=fdx+gdy+hdzegy 1-forma < F = (f,g,h).
T1 : AY(IR®) — {vektormez&k }
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Kitérs. Ha wo € A°(R3), wo = f, akkor
dwo = f, dx +f, dy + f; dz = Ti(dwo) = grad To(wo).
Kiszdmolva:
grad = kilsé derivalt.
Gondolkodjunk tovdbb. w; = f dx + g dy + h dz.
Kiilsé derivéltja differencial 2-forma:
dwr=( )dxA dy+( )dxA dz+( )dyA dz
= (—f]+g,) dxA dy+(—f, + h,) dxA dz+(—g, + h),) dy A dz

Ismer6s-e? osszekeverve vmi...
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2. wp=FdxA dy+ G dx AN dz+ H dy A dz egy 2-forma
— Ty(w)=(H,—G,F).
T> : A*(IR®) — {vektormez&k }

3. T3 egy 3-formahoz skalarmezét rendel:

w="f(x,y,z) dx N dy A dz <= T3(w)="f

T3 : A3(R?) — {skaldrmezék}
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A vektor-operdtorokat visszavezetjik a formak derivadldsara.
(Az ékszorzat jelét nem irjuk ki)
Allitas.

1. Ha wo € N\°, wo = f, akkor

T1( dwp) = grad To(w) = grad f.

2. Hawy € /\1, w1 = f dx+ g dy + h dz, akkor
dwy = () + gl) dx dy+(—f] + h,) dx dz+(—g, + h},) dy dz

To( dwi) = (W, — &2, f; — b, & — ) =0t (T1)(w).
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3. Hawy € /\2,
wp=hdxdy —gdxdz+f dy dz, (T2(w2)=(f,g,h)).
Akkor duwp = (h, + gy, + fy) dx dy dz.

T3( dws) = T3 ((h; + g, + £) dx dy dz) = div (T2(w))

Kovetkezmény.

Abbdl, hogy d?w = d( dw) = 0 kdvetkezik, hogy

rotgrad f =0 ill. divrot (F) = 0.
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Sokasagok 2. rész.
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Heurisztika

Sokasdg

Vp pont kornyezete =~ k-dim "gomb” .
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M C R" k-DIMENZIOS DIFFERENCIALHATO SOKASAG, ha

Vp € M-nek 3U kérnyezete, mely " azonosithaté” IR¥ -beli
gombbel.

3F : R — R" differencislhaté (+..), melyre

pelU = F=Y(x1, %2, - .., Xk)
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Definicid. M C R" SOKASAC LEZARASA:

M={xeR" : I(x)C M, lim x; = x}
1—00

Allités. M c M.
Definicié. A k-dimenziés M SOKASAG HATARA
OM =M\ M
a kordbbi Példdkban szerepl6 sokasagok hatdra?

Allitds. Ha M k-dimenzics sokasag, akkor

OM vagy k — 1 dimenzids sokasag, vagy tres halmaz. (Nem
trivil)

— egydimenzids sokasag (gorbe)
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Példa, gyakorlatrdl

(Okt. 3.) Irjuk fel a sikbeli, origé kdzépponti
egységkor paraméterezését az aldbbi pontok koriil:

P1(0,1), P»(1,0), P3(0,—-1), P4(—1,0)

Lathattdk, hogy nincs egyetlen paraméterezés az egész korvonalra.

Példaul. ( )
P1(0,1) kériil: &1 : (—1,1) = R, d1(t) = (£, V1 — £2).
Py(1,0) kériil: ;1 (=1,1) = R, ®o(t) = (VI £2,¢).

Megfelel6 paraméterezések /.

DE! A paraméterezés nem Vp-re egyértelm.
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Nyilt lefedés. (Topoldgikus terekben is.)

M C R" adott halmaz

Definicid.

Egy M HALMAZ NYILT LEFEDESE az (U,), a € Z, ha
1. U, nyilt Vo,
2. Vp € M-re Ja, hogy p € U,.

Alapétlet sokasag definiciohoz:

1. YU,-t "azonositjuk” egy IR¥-beli gombbel,

2. és az U, N Ug metszeteken sima dtmenetet adunk meg.
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Paraméteres megadas.

Definicid.

M C R" egy k DIMENZIOS SOKASAG, ha 3(U,) nyilt lefedése,

és Ya-hoz d¢, : V, — M differencidlhaté leképezés, melyre
-V, € R¥ nyilt gomb, és ¢o(Ve) = Uy,

- ¢qo bijekcic V,, és U, kozodtt (egy-egyértelmii).

p € Uy, p€R" (k dimenziés) LOKALIS KOORDINATAT:

¢, (p) € R¥
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Ha Uy N Us # 0, akkor legyenek
Vag = 0o’ (UaNUs),  Vga =5 (Ua N Up).

Tth ¢ és ¢
KOMPATIBILISEK, azaz

¢51¢,8 : Vﬁa — Vaﬁ
diff-hatd, 1-1 értelmii.

Megj. ¢ t¢p : RK —
R¥ tipust.
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Definicié
Az (Uy, ¢o) pdr LOKALIS TERKEP.

Az egész M-et lefedd térképek rendszere
{(Uqa, ¢0) : @ € T indexhalmaz} ATLASZ.

Hattér. Térképek és térképgyljtemények.
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Példa. Sikbeli egysegkor.

/\ St: sikbeli egységkorvonal.

Kj Beldtjuk, hogy egydimenzids sokasdg.

Nyilt lefedés?

Uy Uz Us Uy

>
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Uy U, Us Uy
A térképekhez tartozé ¢1234: (—1,1) — R? leképezések:

¢1(X):(V 1_X27X)7 ¢2(X):(X, Vv 1_X2)7

¢3(x) = (V1= x%x), ¢a(x) = (x, =V1—x?).

Gyakorlat. Ellendrizziik a kompatibilitasi feltételt példaul az
Ui N Uy halmazon
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A differencialhatd sokasagokra egy Uj definiciét adunk.
Definici6. M € R" k DIMENZIOS DIFFERENCIALHATO SOKASAG,
ha megadhatd n — k db n-véltozés fliggvény

zérushelyeinek kozos részeként.

Mas széval, 301, 02, ..., 0n—k : R" — R diff-haté fliggvények:

n—k
M = () {ei = 0}.
i=1
Feltessziik, hogy a o; gradiensei linearisan fliggetlenek, azaz
Vo
Voo , , -
teljes rangli M pontjaiban.
vQn—k
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Példa. Az egységkorvonal IR2-ben egydimenziés sokasag.

Ennek implicit megaddsa:
51 = {(X,}/) € ]R2 : Ql(x7y) :X2+y2 -1 :O}
A gradiensvektor (2x,2y), a korvonal pontjaiban 1 rangd.

Itt n=2¢és k=1.
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Példa Adott két 3-véltozds fiiggvény, o1(x,y, z) és 02(x,y, z).

Tekintstik az alabbi halmazt:

{(X,Z,y) : Ql(XayaZ):Oa Q2(X7y72):0}’
Mindkét fiiggvény nulltere egy-egy feliilet IR3-ban (" szintfeliilet" ).
Ezek egy gorbe mentén metszik egymdst - tipikusan.

Eddigi ismereteink alapjan ez 1-dimenziés sokasag.

ltt n=3¢és k=1.
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Példa. S az az R3-beli egységkor, mely az (x, y) sikba esik.

A gorbét impliciten megadd két fliggvény:

Ql(X,y,Z) = X2 +y2 + 22 -1 (gomb)' 92(X7Y7Z) =z (Sllk)'

— S '={a1=0}n{0 =0}
Ekkor grad o1 = (2x,2y,2z) és grad o, = (0,0,1),

valdban fiiggetlenek az (x, y) sikbeli egységkor pontjaiban.

Itt n=3és k=1.
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