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Motivacio

Ehhez sziikség van k-dimenzids mértékre a sokasagon.
Eszkoz: differencidlformak.

Ezek bevezetését fokozatosan fogjuk megtenni.
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Paralelogramma teriilete

Ismétlés.
PR Avy = ( X > és vp = < X2 > vektorok
R ‘:XL. j, / .y]. )/2
/ altal kifeszitett paralelogramma (el&jeles)
\ S (x ) teriilete:
¥ X1 Xo
T =det (v1 v2) =
(va v2) yi oy
Ez el6jeles teriilet, példak:
1 0
A1 < 0 —2 ) , det (A1)
0 -2
A2—<1 0 >, det(Ag)—2.
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Paralelogramma terulete n dimenziéban

Adottak a vi,...,vx € IR". Legyen az n x k dimenzids matrix:

A= (Vl Vo ... Vk)

Allitas. R"-ben a k db vektor altal kifeszitett paralelotdp

k dimenziés mértéke (a teriilet abszolut értéke):

V = \/det (ATA).
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Allitas. V = ,/det (ATA).

Példa. Ha k = 1, akkor egy vektor hossza (1 dimenziés mértéke):

Specidlis esetként tehdt a fenti képletet kapjuk.

Bizonyitds. (Vézlat) Ha k = n akkor det A = det AT miatt,

\Jdet (ATA) =/det AT -det A= \/(det A2 = |det Al

tehat a tétel igaz.
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Ha k < n, akkor

(éTé) = (Vl Vo ... Vk) T . (V1 Vo ... Vk) =
‘Vl|2 <V17V2> <V17Vk>
<V2,V2> |V2‘2 <V2,Vk>
(Vk, v1) Vi, vi) i

Térbeli forgatassal |v;|? és (v;, v;) nem valtozik.

Tehat a forgassunk:
> elsé k db koordinatak barmi, 0-tél kiillonbozok,

az utolsé n — k db legyen 0.

> visszajutunk az n = k specialis esethez.
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Elemi formak IR3-ban |I.
Ami "lathatd”:

Elemi 1-forma egy leképezés:

vektor —— koordindtatengelyre vett vetiilet hossza

Definicié
ELEMI 1-FORMAK: dxi, dx», dx3: R® — R.

Definicié szerint v = (vy, va, v3) € R® esetén

dxi(v) :=vi, dxo(v) =w, dx(v):=vs.
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Elemi formak IR3-ban II.

Elemi 2-forma:
két vektor —— koordinata sikokra vett vetilet tertilete
Definicié
ELEMI 2-FORMAK: dx; A dxj, 1 <i < j < 3 leképezés:
dx,'/\d><j:IF{3 x R3 > R.

Ha v = (vi,v2, v3) és w = (w1, wa, w3), akkor definicié szerint

Vi w Vi w
A A do(v,w) =1 T dxg A dxa(v,w) =8 T
Vo  W»p vy w3
oo W
dxo A dxz(v,w) := vj Wj .
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Elemi formak IR"-ben |I.

Definicio
ELEMI 1-FORMAK: dxi, ..., dx,: R" — R;

dxj(v) = v, v=(vi,...,v,) € R"

dx;(v): j-edik koordinata irdnyaba es vetiilet eléjeles hossza.

Elemi 1-formakbdl ennyi-féle van: n.
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Elemi formak IR"-ben II.

Definicio
ELEMI 2-FORMA: 2 vektor dltal kifeszitett paralelogramma

(xi, ;) sikra esé vetiiletének eléjeles teriilete.
dxi A dx;: R" x R" — R, 1<i<j<n.

Vi W
Vi Wi

dxi A dxj(v,w) =

Praktikusan: a két oszlopvektor matrixanak /-edik és j-edik sorat

vessziik, és a két sorbdl alkotott matrix determinansat szamoljuk.

Elemi 2-formék szama <;’>
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Elemi k-formdk IR"-ben.
Elemi k-formak:
Definicid

I ={i,...ix} indexhalmaz, melyre
1<i<b<...<ikp<n.
Ekkor a dx; ELEMI k-FORMA: dx; : R™* — R:

Aj

A € R™*matrix:  dxj(A):=det | : |,
A;

k

ahol A,-j az A madtrix ij-edik sorvektora.

Elemi k-formakbl ennyi féle van: <Z>

12/27



Altalanos formak. |I.

Definicié

1-forma egy w : R" — R linedris leképezés.

Példa. Legyen v = (vi,va,...,Vp).
n n
w(v) = Zjvj, = w:Zjde.
j=1 j=1

Kovetkezmény. Vw 1-forma: elemi 1-formak linedris kombindcidja.
Az n dimenziés 1-formék VEKTORTERE A'(IR").

Ebben a VT-ben az elemi 1 formdk bazist alkotnak.
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Altalanos formak. II.

Definicié
Azw:R™*K 5 R leképezés k-FORMA, ha multilinedris és

alternalo.
w=w(vi,...,v) € R, vie R".

Azaz minden (vi,...,vy) vdltozéban w

» multilineadris,
wlavy + pw, ..., Vi) = aw(vy, ..., Vk) + Bw(w, ..., vg)
» &s két valtozot felcserélve w értéke —1-szeres lesz.

W(Vl7 (V27 tee ,Vk) = (_1)("'}(\’27\’17 s ,Vk)

Az n dimenziés k-formék vektortere A\*(IR").
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Példa. R3-ban adottak v = (vi,va,v3) és w = (wy, wa, w3)

Vajon altalanos 2- forma-e?
3
1. w(v,w) = Z viw;.
i=1

2. /\(V,W) = V1Ww3 — v3wg.
3

3. 7(v,w) =) (1) viws_.

i=1
Gy. Igazoljuk, hogy /\k(IR”)—an az elemi k-formdk bazist alkotnak.
Ezért dim AX(IR") = Z
Definicié
IR"-ben ELEMI 0-FORMAK a valds szamok.
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Kiilso szorzat. |.
Legyen 7 egy k-forma és A\ egy /-forma.
Definicié
Ezek KULSO szorzaTA (WEDGE product, EK szorzat),
egy k + I-forma :

k+1
raxe AR
Ezt elsOként a bazisvektorokon definidljuk.
Legyen | = {1<ih <---<ix<n}, J={1<j1<--<j<n}

— Ha lnJ =10, akkor dx; A dx; = dxjy (sorrendben!)
— HalnJ+#0, akkor dx; A dx; = 0.
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Kulso szorzat. példak

R*-ben 7 egy 1-forma és \ egy 2-forma:
1. T=dxgés A\ =dx ANdxy. = TAAN=?
2. T=dxgés A=do Ndxz. = TAN=7

3. 7=dxyés A\=do Ndxz. = TAN=?
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Kulso szorzat. Il.

Kiterjeszjiik altalanos formdkra az aldbbi tulajdonsagokkal:

T egy k-forma és A egy /-forma, v egy m-forma. A kiils6 szorzat:

1. Asszociativ: (TAA) Ay =T7A(AA7).
2. Disztributivi w A(A+7) =wAX+wAT.
3. TAN=(-1D)NAAT.
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Kliilso szorzat. Altalanos definicio
Legyen T egy k-forma és \ egy /-forma. 7 A\ egy k + (-forma lesz.
1 és k + ¢ kozott kivalasztunk k darab indexet o1, ..., 0.
A kihagyott ¢ darab indexet novekvé sorrendben:

Ok41s---s0k4t-

Ez (o)) az {1,2,... k+ ¢} egy permutécidja.
Definicié
T és \ kiils6 szorzata T A X : R™(KH) _y R:

TAMVL - Vi) = D (D)7 (Voy V0 ) AV - Vo)

g
ahol |o| a permutacid inverzidinak szama.
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Példa. " Ellendrzés”.

R3-ban 7 = dxq és w = dxo. Vajon

al b1
TAwW a by =7
a3 b

Lehetséges permutacidk: o1 = {1, 2} és oo = {2, 1}

a by

o1 . dX1 an = a1, dX2 b2 = b2.
as b3
bl =5

o2 . dX1 b2 = b1, dX2 an = an.
bs a3

— TAw = aiby — bia>.
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Differencialformak 1. ” Helytdl fiigg6” formak.

- DIFFERENCIAL 0-FORMA: f : R" — R, diff-haté skaldrmezd

- DIFFERENCIAL 1-FORMA:

n

w=Y_fdx,

j=1
ahol dx; elemi 1-forma, és f; : R" — IR diff-haté fiiggvény.

- DIFFERENCIAL k-FORMA:

wzzf/ dxy,

IeT

ahol Z a k elem(i indexhalmazok részhalmaza, dx; egy elemi
k-forma, és f; : R" — IR differencidlhaté fiiggvény.
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Differencialformdk kiils6 derivalasa
Ha w differencidl k-forma, akkor dw differencidl k + 1-forma
Definicié
» Ha f egy differencial 0-forma, akkor kiils6 derivaltja

" Of
df = Z o dx;.
=1

» Ha w = f dx; differencidl k-forma, akkor kiilsé derivaltja

n

dw = d(f dxj) = Zg)f( dx; A dx;).
i—1 1

=
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Példa.

IR2-ben egy differencial 0 forma:

w="f(x,y)= x2y+2y3.

Kiilsé derivaltja:

dw = df = 2xy dx + (x? + 6y?) dy.

Kiszdmoljuk d( df)-et. Tagonként derivalva:

d(2xy dx) =2y dx A dx +2x dy A dx= —2x dx A dy
=0

d((x*> 4+ 6y?) dy) =0+ 2x dx A dy

d( df) = d(2xy dx) + d((x*+ 6y?) dy)= 0.
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Differencialformak kiilso derivaltja (folyt.)
Definicié

> Azw =Y f dx differencidl k-forma kiils§ derivaltja
e

dw = Z dfi A dx.
1T

» Altalinos esetben, ha w = Zw,-, akkor dw = Z dw;.
i i

Megjegyzés. Ha w differencidl n-forma IR"-ben, akkor dw = 0.

LEMMA (POINCARRE LEMMA) Vw differencidl k-formara:
d( dw) = 0.
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