Matematikai Analizis Ill.
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Divergencia tétel (G-O tétel)
F : R® — R® differencialhaté vektormez®.

M c RS korlatos térrész. OM = S zart fellilet. Ekkor

ﬂ;FdS jjfdlv d(x,y, 2).

Stokes tétel
F : R® — R® differencialhaté.

S c R® sima fellilet, S = C sima, zart gorbe. Ekkor

7{ F(r)dr = ﬂ rot (F) dS
c s

N-L formula: F(b / F'(x
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Gorbe iranyitasa

Kétféle iranyitas van:

Fig. 7.~Oriented regions

(&)
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Zart gorbe pozitiv

iranyitasa



% Felllet iranyitasa.

Felllet iranyitasa kétféle lehet.

Zart felulet pozitiv
iranyitasa:

kifelé mutatnak a
normalvektorok.
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V]
A Stokes tételben adottak:

ZA

— n: a feliilet egységnyi normalvektorai
— T: ahatarol6 gérbe egységnyi hosszu érintévektorokai.

A feliilet és gbrbe
iranyitasa kompati-

bilis.

e

7/32



Vektormezok fellleti integraljanak értelmezéséhez:

— ki kell zarni a nem iranyithato feliileteket.

llyen pl. a Mobbius
szalag.

Miért nem iranyithatd?

Ennek konstrukcioja

A D ’—”///
E— o
B c

BD
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Specialisan?

Tétel (Klasszikus Stokes tétel)

F : R® — R diff-haté vektormezd. S c R® sima irdnyithato felilet,

0S = C sima, zart gorbe. S és C iranyitasa kompatibilis. Ekkor

7{F(L) ar = [[ rot(F) as
o s

Tegytik fel, hogy S hatara dres, C = (). Ekkor S zart felllet.
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74 ” rot ( S, S zart, C=0.

C S
A baloldal: f F(r) dr = 0, hiszen C = 0.

A jobboldal? J frot ) dS, hiszen S zart.

— Alkalmazhat]uk a G-O tételt:

{frot(F)as = [[[ div(rot(F))av = [[[0aV =0,
S M M

ahol M az S zart felUlettel kdzrezart térrész.
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Vonalintegral R?-ben Gjra

f)
Adott F : R? — R? differencialhaté vektormez6, F(x,y) = (QE);’ ﬁ)

D c R? korlatos, 6sszefliggd tartomany.

C = 0D zart gérbe, C = {~(t) = (x(1),y(1)), t € [a, b]}.

b
%F(X,Y)ds = /<F(’Y(t)),ﬁ(t)>dt:
C

b b
P(v(f)))'((t)dt+/a Q(v()y(t)dt.

a
7{‘ Palx ?{ Qdy
C

C

12/32



Green Tétel. C pozitiv iranyitasu, zart gérbe.

D c R? korlatos dsszefliggd tartomany, amit C kdrbevesz.

y

P, Q: D — R differencialhaté fliggvények. Ekkor
0oQ 0P
%(P dx + Qdy) = H <9X - ) d(x, ).
c
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. . L . Ox O
Megjegyzés. A jobboldalon “rotacié”-szerli: Q, — P}’, = PX C;
Y y=g>(x)
Y
P G
1. Bizonyitas.

. . C,y C
Kozvetlenll, pl. D 2
normaltartomany: G

y=g(x)
0 ; |

2. Bizonyitas. Specidlis Stokes tétellel. (HF*)
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U“Q 7 ’”r
W Példa. (2. gyakorlaton szerepl6 feladat volt)

Adott a sikon a C egységnégyzet, melynek dtellenes
csucsai (0,0) és (1,1), kSrbejdrds az Sramutatd
jdrdsdval egyez¢. Mennyi a cirkuldcidja az

F(x,y)=(x,y) vektormez¢nek C-re vonatkozdan?

Megoldas a Green tétellel.
P(x.y)=x,  Qx,y)=y.

igy a vonalintegral:

f/—'(g) dr = }{(P dx +Qdy) = [[(@x—P)) d(x,y) =0.
C

C D
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C D

74 F(r)dr = %‘(P dx + Qdy) = ‘J[‘(Q/X —P,)d(x,y)
C

Alkalmazas.
1. Példa. P(x,y) = —y és Q(x,y) = 0. Ekkor

%—y dx= [[1d(x.y) = A(D) terilet
c D

2. Példa. P(x,y) =0és Q(x,y) = x. Ekkor

j{x ay = [[1d(x,y) = A(D) tertlet
D

C

A jobb oldalon mindkét egyenletben a D tartomany teriilete van.
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Terlletszamitas Green tétellel.

Tth D ¢ R? hataranak paraméterezése:

C = {r(t) = (x(1), y(1)), t € [a,b]}.

Ekkor D teriilete haromféleképpen is szamolhato:

b .
A(D) = —Z{de=—/a y(tx(t) dt,
D b .
0 < X = Z{xdy:/a x(t)y(t) dt

b
= 5 | oo - yiox) at
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% Ellipszis teriilete
\\\‘-_____r____—f”// Eii i Z;E -

A gbrbe paraméterezése:

x(t) = acos(t), y(t) = bsin(t), t € [0, 2x].

Alkalmazzuk a Green tételbdl kapott formulat:

27
A(D) = _fy dx = —/O Y(t)x(1) dt =

C

2m 2
- —/ bsin(t) - (—asin(t)) dt = ab/ sin?() dt = ab- .
0 0
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Cikloid




Egy cikloid-iv alatti terilet

Lo = nw e o

A gorbét meghataroz6 egyenletek, ahol a > 0 szabad paraméter:

x() = a(t—sin(t))

t €0, 2.
y(t) = a(1—cos(t))
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“ x(t) = a(t —sin(t)), y(t) = a(1 — cos(t))

" Ateriletszamitasra ezt Osszefliggést fogjuk hasznalni:

b
AD) = _]{y dx = _/a Y(D(1) dt.
C

A vizszintes szakaszon y = 0 = csak az iv mentén integralunk.

x(t) = a(1 — cos(t))

AD) = _jfy dx = /a2(1 ~ cos(t))? dt =
0

2m 2w 2w
& (/1 dt—2/cos(t) dt+/cos2(z‘) dt) -

0 0 0
= &2n+0+7) =3
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!@ Feladat. Szamoljuk ki egy deltoid teriiletét.

A deltoidot hatarol6 gérbe paraméteres megadasa:

x(t) = 2cos(t)+ cos(2t),
y(t) = 2sin(t) —sin(2t), t € [0,2n].
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W) Szummazat
Divergencia tétel (G-O tétel). @S FdS = f jf div (F) dV
S M

Stokes tétel. § F(r) dr = [[ rot(F) dS
c S

Green Tétel. %(de—f- Qdy) = H(Q’ —P'y) d(x,y).
c

Mindharom tétel:

,,»A fliggvény derivaltianak integrélja egy tartomany belsejében
egyenlé a fiiggvény megvaltozasaval a tartomany hataran’.

b
N-L formula: / F'(x)dx = F(b) — F(a).
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Altalanositas

w:/dw
M M

Ehhez szilkségs fogalmak:

0

M: sokasag.

w: differencialforma.

— DIFFERENCIALGEOMETRIA
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¥
Sokasag "messzirdl”
"Mese.” Einstein: altalanos relativitaselmélete.
(Lényegében.) k dimenzids sokasag R"-ben:

Vp pont kérnyezete ~ k-dim "gémb”.

26/32



Sokasag paraméteres megadas

Amit ki fogunk zarni:

< Y

= Nincs érint6.
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Definicio. M c R” egy k-DIMENZIOS DIFFERENCIALHATO SOKASAG

ha Vp € M-nek 3U kérnyezete, melyhez
» 3F : R — R” differencialhato VM,

» és 3V c R" nyilt halmaz

melyre

— F(V)=Un M, és ez egy-egyértelm(,
— A DF matrix, mely n x k-dim, rangja k
A fenti F a sokasag p pont koriili LOKALIS PARAMETEREZESE.

Megjegyzés. k < n.
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r

1. Példa

R2-ben az origd kdzéppontl egység-kdrvonal 1 dimenziés sokasag.

Ugyanis: p = (1, 0) koril egy lehetséges paraméterezés:

F: (—m,m) — R?, ahol F(t) = (cos(t),sin(t)), t € (—, ).

e (cos(t),sin(t))
-t~
-t 0 = 2n
t-axis
— cos(t)

A Jacobi matrix DF(t) = ( ) valéban 1 rangu Vt.

sin(t)
Ebben a példdban n =2, és k = 1.
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a‘g?,e

\s
2. Példa

Az alabbi gorbe pontjai egydimenzids sokasagot adnak a sikon.

f

: F:(-1,2) > R,

2 F(t) = (t.£),

N V=(-1,2).

4L 1 2

1 , . A )
A Jacobi matrix ( ot ) valéban teljes rangl minden t esetén.

Ebben a példaban n=2, és k = 1.
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3. Példa

Az alabbi térbeli fellilet pontjai 2-dimenziés sokasag R3-ban.

F:R® - R®
F(x.y) = (x,y. X2 + y?),
V={x*+y?<1}.

1 0
A Jacobi matrix: DF(x,y) = 0o 1
2x 2y
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J Kiegészitések.

1. 0 dimenzids sokasag: legfeliebb megszamlalhatéan végtelen
sok pontbdl allé halmaz.

2. Egyelbére csak olyan M gorbe lehet sokasag, amely nem
tartalmazza a végpontjait - ha vannak,- mert a végpontok
kérnyezetei s egydimenzids intervallumok.

Ugyanigy csak a hatarolé gorbét nem tartalmazo feliilet
szamit sokasagnak.
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