Matematikai Analizis Ill.

3. el6adas

2020. szeptember 21.
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Ismétlés. Fellleti integral
S c R® sima felilet, ha 3D ¢ R? 6f. és 3s : D — R® diffhatd

S—{s( V) (u,v)eD}

f:R®> — R FELULETI INTEGRALJA az S fellilet mentén
) - |s, x sy d(u,v).
~helyettesités

[ .21 65 = [t
)d(u,v)

Formélisan: dS % X @norma/vektor hossza
ou  ov



e o

Vektormezo fellleti integralja.

F:R® — R® FELULETI INTEGRALJA az S fellilet mentén:
[[Fas=[[F-nds= [[(F(s(u,v))- (s, x s})) d(u,v),
s s D

ahol a felllet egységnyi normalvektorai n.

Fluxus jelentése:

Mennyire “nyomul at” F a

felGleten.
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Specialisan: Fluxus zart fellilleten at.

Mennyire “nyomul at” a vektor-
mez6 a felszinen?

= Amennyi belllrdl szétterjed.

Szétterjedés mértéke a divergencia.
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Tétel ( Divergencia tétel / Gauss-Osztrogradszkij tétel)
M c R® egy korlatos térrész, M a hatarolé zart feliilet.

F : R® — R® differenciglhaté vektormez6. Ekkor

ﬂ)FdS jjfdlv d(x,y, 2).

oM

(Atfogalmazva)

OM pontjaiban egység hosszu (kifelé mutatd) normalvektorok, n.

fﬂdiV(F) d(x,y7z)={'F-g. ds.
M oM
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H div (F) d(x, y,z) = /” F - n.dS.
M am

1. Baloldal: Vektormezé divergenciajanak a térrész belsejében

vett térfogati hdarmas integralja
2. Jobboldal: Vektormezdének a hatarolo fellletre vett fellileti

integralja
7125

Ismerds?
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Kiegészitések bizonyitas elbtt.

1. Megjegyzés. A Tételbeli
M halmaz lehet lyukas is,
példaul térusz.

2. Megjegyzés. div (F) = mennyire "teriil széta vektormezd.
Ennek értéke lehet negativ is, pl egy nyeld esetén.

Ha F folyadék aramlasa, akkor befelé folyik a folyadék.
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3. Megjegyzés. Feltettik, hogy M
hatara zart.

Nem azt jelenti, hogy topologiai
értelemben zart: ”minden hatar-

pontjat tartalmazza’. ‘

Zart felllet = teljesen kdzrezar egy
térrészt.

Pl. nem zart:

9/25



|JJ div(F)dx.y.2) = { F-n. as.

M i
Bizonyitas. (vazlat)

Tfth M egyszer(i tér-rész, normaltartomany.

egyszeri nem egyszeri
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[{[ div (F) d(x.y.2)
' M oM
fi N
F = & ) f; ]{3 — 1{7 n= no ’ ”QH =1
f3 mn
Igazolni kell, hogy
8f3

+ 3, (x,y,2) = @(ﬁm + hny + f3n3) dS

oM

ffj <(9f1 6f2
Tagonkénti egyenldséggel bizonyithatd. Most ezt fogjuk belatni
gj; f3f73 ds.

I % ate
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{f fimsas = ([ dﬁ d(x,y, 2)
M

oM

M egy (x, y) sik szerinti normaltartomany: 3D ¢ R?, 3b,t: D — R:

M={(x,y,2):(x,y) € D, b(x,y) <z < t(x,y)}.

irjuk fel M-t 3 tartomany unidjaként, ns eléjelétdl fliggden:

Q(BM)boﬂom
/ y

{ns >0} : OM; {n3 . OMs {n3 <0} : OM,
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OM = OM, U OMs U oM, = ﬂfsnst IR
OM; OMs

-

oM,

n3 =

T+ (B2 + ()2
(>0 : oM, (th)? + (1)

JJ fana as = j J v, 1w, v)) mau, v, Hu V)T + ()2

OM;

= jf f(u, v, t(u,v)) d(u,v).
D

+ (t)2d(u,v) =
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Az {n3 <0} : OMp = {(u, v, b(u, v))} halmazon:
1
z — / / 471 .
e NS AR A
< (Myottom [}
y e 1
* TV B R
f knsdS=... = — fj fz(u, v, b(u, v)) d(u, v).
M, D
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Be kell latni: [[ fyns dS = ”] X,¥,2)
am
Eddig
@fgng ds = ﬂ ((u, v, t(u, v)) — B(u, v, b(u, v))) d(u, v).
A térfogati integral:

t(x,

fﬂ o% (x,y,2)d(x,y,z H / afs (x,y,z)dzd(x,y) =

= [J By, 10 9) = x v b y) dlxy). v/ Miert
D
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Példa. F(x,y,z)=(x,y,z).divF =3.

M az origé korlli r sugart gémb felso fele.

A térfogati integral:
. 2 3 3
jjjdlde(x,y,z) =3 3l ™= 2reom.
M
A felllet: OM = S = S; U So.
o . 1
— Sy afélgémb felllete. Itt ny(x,y, z) = F(x,y,z)

— S, az als6 kérlap.lit ny(x, y,z) = (0,0, —1).
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Az Si-en vett integral:

gF-ndS: y(x,y,Z)-l(X,%Z) ds = gwdsz
:Ifr dS=r-A(S)=r-2r%r =2rr

Az S,-n vett integral:

ff F-ndS= ff(x,y, z) - ( )dS = ff z)dS=0.
S, S

A felllleti integral 6sszesen:

g;ﬁ FdS=2r F—JjjdldeXy,

SiUS
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/ Kévetkezmény

Tfh F vektorpotenciélos, azaz 3G diffhaté vektormezd: F = rot (G).
Ekkor div (F) = div (rot (G)) = 0.

Ezért VS ¢ R® sima zart feltletre, ha a kdzrezart térrész M:

[J Fas= [[fav(Fydexy.2)=0
S M

Sét, forditva is igaz:

Allitas. A kovetkezd allitasok ekvivalensek:
1. F vektorpotencialos

2. VS c R3 zart feliiletre ” F ds = 0.
S
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Tétel (Klasszikus Stokes tétel)

Adott F : R® — R differencialhaté vektormezd.

Legyen M c R® sima felillet, melynek hatara OM sima, zart gorbe.
Ekkor

H rot (F) dS = 7{ F(r) dr.
) .

oM

= A feliileten "6ssz-rotacio” = A feliilet hataran a cirkuacio.
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1. Megjegyzés. Atfogalmazzuk a Stokes tételt. Legyenek

— n: afelllet egységnyi normalvektorai
— T: a gorbe egységnyi hosszU érintévektorokai.

Ekkor _
ﬂrot(F)-gdsz % F.Tds.

M oM
2. Megjegyzés. Legyen a gorbe paraméterezése:
OM = {y(t) e R®: t c [a, b]}.
(1)

Ekkor az egységnyi hosszu érintévektorok: T = —-=-.

(0]

Bizonyitas “helyett” példak.
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~QdS:%F~TdS.
oM

J rot (F)
M
, M: egységsugart gomb felso fele. RAJZ—

X

1. Példa. F=| y
z
A vonalintegral. 9M = egységkor az (x, y) sikban.
Y(t) = (—=sin(t), cos(t),0) = T
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~(t) = (cos(t),sin(t),0),
27
— fFTds:/o (cos(t), sin(t), 0) , (— sin(t), cos(t), 0)) dt = 0

0. = Hrot(F) .ndS=0

oM
M

A fellletintegral: rot (F) =



[[rot(G) nds = jé G- Tds.
M

M

y
2. Példa. G = ( z ) és M mint az el6bb.
X

Jobboldal. OM = {+(t) = (cos(t),sin(t),0) : t € [0, 27]}.

(G(y(1)) , #(8)) = ((sin(t),0,cos(t)), (—sin(t),cos(t),0)) = — sin?(t).

2m

7{6- Tds—— /sinz(t) dt = —r.
oM 0
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Az egyenlet bal oldala?

ik
rot(F)=| dx 8y, 9, |=(-1,-1,-1), nx,y,z)=(x,y,2).
y z x

[frot(Fynas= [[((=1,=1,=1).(x.y,2)) dS = - [[ (x+y+2) dS =
M

M M

= " a feliilet paraméterezése + szamolas” ...

= —T.
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Az irdnyitasrol.

Felllet (és gorbe) iranyitasa kétféle lehet.

ZA

A Stokes tételben a
felllet és a hatarold
gorbe iranyitasa
kompatibilisek. 0

W
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Specialis eset.
Tétel (Klasszikus Stokes tétel)

F : R® — R® differencialhaté vektormezé. M c R® sima felllet,
melynek hatara OM sima, zart gérbe. Tovabba

— n: afelllet egységnyi normalvektorai

— T: a gorbe egységnyi hosszl érintévektorokai.

ﬂrot(F)-gdssz- T ds.

M oM

oM =1
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	Integrál-átalakító tételek.

