Matematikai Analizis Ill.
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Ismétlés

F : R® — R® VEKTORPOTENCIALOS, ha 3G : R® — R®, amelyre
rot(G) = F

G az F VEKTORPOTENCIALJA. Egyértelmii-e?

Allitas

A kévetkezd tulajdonsagok ekvivalensek:

1. F vektorpotencialos.

2. div(F) = 0.
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Skalarpotencial (A2 ismétiés)

F : R® — R® vektormez6é SKALARPOTENCIALOS, ha 3f : R® — R

skalarmezd, melyre F = grad f.
Tth F skalarpotencialos. 3f diff-hat6 valos fv: F = (£, fy, ;). Ekkor

div(F) = af’Jr@f’Jra—f’ Nf.

i ]k
rOt(F): Ox 8}/ 0z | = "':(0> 0, 0)
fofof
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Kovetkezmény

Ha F skalarpotencialos, akkor 6rvénymentes.

(SOT))
Allitas
A kévetkezb tulajdonsagok ekvivalensek:
1. F skalarpotencialos egész R®-ban.
2. rot(F)=0.

3. VI c R® zart gérbére ]{ F(r)dr = 0. (Anal2)
r
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Kitéro

Megjegyzés. Formalisan megmutatjuk, hogy div (rot (G)) = 0.

Lattuk, hogy formalisan div (G) = V - G skalaris szorzat és
rot (G) = V x G vektoridlis szorzat.

igy div (rot (G)) = V(V x G) vegyes szorzat:

a)( 8y 82
div(rot(G)) = | 0x 9, 98, | =0.
g1 g2 g3
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Kévetkezmeény.
A fenti két allitas alapjan tehat:
1. rot(grad (f)) = 0.

2. div (rot(F)) = 0.

3. div(grad (f)) = i + 1), + f; = Af.
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Kitérd: rotacio és vektorpotencial.

A rotacio linearis operator. Ha rot (Gy) = 0, (azaz G
skalarpotencialos), akkor
VG: rot(G+ Gy) =rot(G)+ 0 = rot(G)

Ezért a vektorpotencial nem egyértelmd:
ha F = rot(G), akkor F-nek G és G + G is vektorpotencidlja
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Skalarmezd vonalintegralja r?-ben vagy R®-ban.

(Ismétlés.) C C R® SIMA GORBE, ha C = {7(t) : t € [a, b]},
ahol v : [a, b] — R3, ~(1) = (x(1), y(1), z(t)) lehetséges
paraméterezés.

f: R® — R folytonos fv. VONALINTEGRALJA A C GORBE MENTEN:
y

/fxyzds_/f

itt 4(t) = (x(1), y(t), z(t)) a gbrbe érintdvektora.

)| dt.

Lehetséges fizikai interpretacio a témeg.

Allitas
A fenti érték fligagetlen a gorbe paraméterezésétol.
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Vektormez06 vonalintegralja (ismétiés.)

Az F VEKTORMEZO VONALINTEGRALJA a C gorbe mentén:
b

/ FlD)dr= /<F(‘/(f)).,*/(t)> dt.
C

a

Fizikai interpretacio: a gérbe mentén haladva végzett MUNKA.

Allitas
F skalarpotencialos <

/ F(x.y.2) ds=f(y(b) — f(+(a), F=gradf,
C

az integral csak C végpontjaitdl fligg.
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Vektormezd vonalintegralja masképp:

: b
'C/F(r) dr = .a/<F(x7yvz)7T(x7y’Z)> ds.

T(x,y,Zz) a gbrbe pontjaiban egységnyi érintdvektor.

T

F érintdiranyu
kompenense
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Az /F([) dr vonalintegral formalisan (R?-ben):

C/F(x,y) ay) - /( () gt o) -
/f dx+/gxy

c

b
= [ i / () 7(t) ot
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Példa

Vajon milyen el6jell a vektormez6 vonalintegralja C; és C, mentén?
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Definicio
Az F vektormez8 CIRKULACIOJA a C zart

Z{ F(r) dr

Kovetkezmény
Ha F potencialos vektormez®, akkor cirkulacioja mindig 0.

gbrbe mentén:
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C = {v(t): t € [a b]} R"-beli gbrbe, v(t) = (x1(t), X2(t), . .., Xa(1)).

Definicid
Az f R"-beli skalarmez6 VONALINTEGRALJA C mentén:

/f(x1,..., ds_/f
c

Megjegyzés. #(t) = (x1(t),..., Xn(t)) a gorbe érintdvektora.

)| dt,

Allitas
A vonalintegral értéke fiiggetlen a gérbe paraméterezésétol.
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Felllet
Eddig: "kétvaltozos fliggveny feliilete”.

Kb. definicié: S ¢ R® felillet, ha 3D ¢ R? aminek képe.

Definicid. Adott D c R? tartomany, (pl. D = [a, b] x [c, d])

x(u,v)
y(u,v)

z(u,v)

A FELULET S = {(x(u, V), y(u,v),z(u,v)) : (u,v)e D}.

és s: D — R® flggvény: s(u, v) =

SIMA FELULETrOI beszéliink, ha s(u, v) differencialhato.
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Megjegyzés. S c R® pontjait D ¢ R? elemeivel paraméterezziik.

v

(u, v)

Mi az analogia a gorbe definicoval?
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1. Példa. A kétvaltozés fliggvény feliilete. D ¢ R?,t: D — R.

S:= {(X’y7t(X7y)) : (X’y) € D}

2. Példa. Az egységgdémb felszine.

Paraméterezhetd a masodik és harmadik gdombi polarkoordinataval.
x(u,v) x(u,v) = sin(u)cos(v),

s(u,v) =1 y(u,v) |, y(uv) sin(u)sin(v), (U, v)e D=7
z(u,v) z(u,v) cos(u)
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Skalarmezt fellleti integralja

S c R® sima fellilet, f : R® — R folytonos fliggvény, S c D;.

Definicio. f FELULETI INTEGRALJA az S fellilet mentén:

H (x,y,z)dS = fj ) - |sy x s,| d(u, v).

Megjegyzés. Az S fellllet érintésikjanak iranyvektorai: ? és g
Js 0s
2 X a—L felUlet.

Formadlisan: dS = <8s X ﬁnormé/vektor hossza) d(u, v)

ou’” ov
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Megjegyzés. s, x s, a fellilet érintdsikjanak normalvektora.

Ha az S felllet zart, akkor igy jel6ljik:

ﬁf(x, y,Zz)dS.
s

Allitas. A fellileti integral értéke fliggetlen a fellilet paraméterezésétdl.

Ha nem igy lenne, masképp kellene definialni.
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Példa. A felliletet t : D — R diff-hat6 figgvény adja meg:

u
s(u,v) = v , (u,v) e D.
t(u, v)
Ekkor
1 0
s, = 0 , s, = 1
tu(u,v) t(u,v)
i j k
— s, x8 =10 t |=(-t,—t,1).
0 1 ¢
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Ism. fsj f(x,y,z)dS = JD] f(s(u,v))-|s, x s,| d(u, v).

Belatjuk, hogy

Jf foey, 2y as = [ fu v tu,v)) \J1+ (82 + (82 d(u, v).
S D

A fenti s(u, v) parcialis derivaltjai
s,=(0,1, t), s, =(0, 1, t)).

és ezek a vektoridliis szorzatanak hossza /1 + (t,)% + (t,)?.

f(x,y,z) =1 esetén mit ad a képlet? Miert?
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Fluxus. Vektormezo fellleti integralja.

F : R® — R® diffhat6 vektormezd,
S c R® felllet.

n(x,y,z), ||n|| = 1 normélvektor.

Defninicid Az F FLuxUSA az S felliletre:

” FdS = ” F-ndS. ( jobb oldalon skalarmezd)
S 5

Megjegyzés. Zart feliilet esetén a fellleti integral: g F dS.
Q
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/ F(x,y) - n(x,y) ds,
C

n(x,y) egységnyi normalvektorok.

Intuitiv: mennyire “nyomul at” a vektormezd.

—_— | — —_— - — — —_— — — —
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A B (o}
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1. Példa. F(x,y,z) = (X,y,Z).
S az origd kdzéppontd, r sugart gémb felszine.

Mennyi F fluxusa S-re nézve?

. L , 1
Megoldas. Egységnyi normalvektor: n = i 4

Ezért a fluxus:

H FdS =r-S (felilete) = r - (4rr?).
~——

S
konstans
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2. Példa. F(x,y,z) =(1,0,0), konstans,

ya
Saz x + y+ z =1 siknak az a része,
ami az elsé tér-nyolcadba esik.
y
RAJZ? 1

Mennyi F fluxusa S-re nézve?

nx,y,z)=? = fluxus = %
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Vektormezo fellleti integralja.
A vektormezd fellileti integral definico: skalarszorzattal
— visszavezettik egy skalarmez6 integraljara.

A fellilet egységnyi normalvektorai n. igy

j F-ndS=
S

= [ F(stu.v)) - 25 s, s duv) =
D

|s), x sl
= [[ F(s(u,v))- (s, x s,) d(u,v) = [[ Fas.
D S
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