Matematikai Analizis Ill.
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Témakorok

. Vektoranalizis

> \ektormezd, skalar- és vektorpotencial.
> Cirkulacio, fluxus
» Klasszikus integral-atalakité tételek

. Differenciélgeometria
. Variaciészamitas

. Parcialis differencialegyenletek
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Vektormezo

Az F flggvény "R" — R tipusU”: VEKTORMEZG.
(tébbvaltozds és vektorértéki)

Koordinatafliggvényei:

f1()“ , X2, .. '7)07)

f2(X1,X2, .. .,Xn)
F(x1,X2,...,%n) = ,

fm(X1;X27 e 7Xn)

ahol fi,...,fn : R" = R.
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F:R® — R® vagy F : R? — IR?
Geometriai kép: a tér ill. sik pontjaihoz egy vektort rendel

Fizikai kép: pl. a tér egyes pontjaiban hat6 erd.

Pontszerli  elektromos
toltések altal generalt
vektormez6
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A tobbvaltozés valos fliggvényeket SKALARMEZONEK nevezzik: a tér
minden pontjahoz egy skalart rendelnek.

Konvencié szerint a skalarmezbket kisbetlivel f, g, h,... a
vektormezbket nagybetiivel F, G, H jeldljlk.
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1. F(x,y) = (83,1): konstans mezd

Példak, F : R? — IR?

2. F(x,y) = (x,y): az origdbdl , kifelé mutatd” vektorok

F(“L7y> = (37 1)
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F(x,y) = (z,y)
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3. ,,forgatas”
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Folytonossag, differencialhatésag

F :R"” — R™ FOLYTONOS, ha Vf; : R" — R folytonos.

F DIFFERENCIALHATO az x € Df pontban, ha A € R™*":

F(x+Ax) = F(x) +A- Ax +o(||Ax]),

_|IF(x+Ax) — F(x) — A- Ax||
im = =0
Ax—0 | Ax||

A vektormez6 DERIVALT MATRIXA az adott pontban a fenti A € R™*".

Jel6lés: D F(x) = A. Ez a JACOBI-MATRIX az adott pontban.

10/24



Differencialasi szabalyok

. Homogén linearis: Ha F, G : R" — R" diff-hatdk, és ¢ € R:

D(F+G)=DF+DG és D(cF)=c-DF.

. Kompozicio differencialasa:

D(Go F)(a) = D G(F(a)) - D F(a).

. Inverz derivalt: Tth F diff-haté a-ban, és D F(a) nem szingularis.

Ekkor 3F 1, diff-haté F(a)-ban, és
DF~'(F(a)) = (DF(a)™"
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IR3-beli skaldrmezé derivalt

Definicid.

V (NABLA) := (;( % ;z) egy operator. (formalis vektor)

V : skalarmezé — vektormezd

Ha f : R® — R differencialhaté fiiggvény, akkor

of of of
f=— 5, 7] = .
\Y <8X’3y782> grad f
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IR3-beli vektormezé derivalt

F : R® — R3 differencialhat6 vektormezé. Ennek derivaltja:

ox ay 0z
o, 0f 0Oh

PE=1 % 3 @z

ox ay 0z
A 9 parcidlis derivalt helyett:

— divergencia (egyetlen szam)
— és rotacio (egy vektor).

Tul sok adat....
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f1/,z
Tul sok adat

f/,x f1/.y
DF=| f§, f £,
Bx B, B
Definicid. A vektormez® DIVERGENCIAJA
) ofy 0 0f
F\=—+—= =(V,F).
div (F) 8x+8y+6z (V. F)

A DIVERGENCIA egyszam, a vektormez0 "szétszdrodasat” méri
(3,1,0): konstans mezd.

0. Példa. F(x,y,z) =
divF=0+0+0 =— nem szo6rodik szét
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1. Példa. F(x,y,z) = (x,y,z).div(F) =3, = egyenletesen
szétteriil. Rajzban?

2. Példa. G(x,y.z) = (x,y?,0)
div(G) =1+2y? = aszétszo6rodas helytdl fiigg.
3. Példa. H(x,y,z) = (-y, x,0): ,,forgatas”
div(H)=0 = nem szérodik.

Mennyiben mas, mint az el6z0, konstans mez6?

Ha div (F) = 0, akkor a vektormezd DIVERGENCIA-MENTES.

Megjegyzés. A divergencia értéke negativ is lehet! Ki tud erre példat?
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Definicié Az F vektormez® ROTACIOJA

k
0

55 | = V x F= ( I .)
fa

ROTACIOVEKTOR: csavarodas / 6rvénylés

rot(F) =

= Yo i~
B o~

— Sebességének nagysaga, ill. arra merdleges irany.
Jelélés: rot (F) = (0,0,0) helyett rot (F) = 0

Ha rot (F) = 0, akkor a vektormez6 érvénymentes.
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1. Példa. F(x,y,z) = (X,y, ).

i j kK
rot(F) = % a% % =(0,0,0)

X y z

= nincs orvénylés.
3. Példa. H(x,y,z) = (—y, x,0): ,,forgatas”

i j ok
I‘Ot(H) = Ox 8y 0; | = (0,0,2)

-y x 0

Orvény. Nagysdga: |rot (H)| = 2. Irdnya L rot (H).
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Szorzat-derivalasi szabalyok

1. f és g skalarmezdk: grad (fg) = f - grad (g) + g - grad (f).
2. f:RPR> R, F:RRSR®

f-F:R®—>R®
div(fF) = f-div(F) + (F , grad f)

rot (fF) = (grad f) x F 4 f - rot (F)
3. FFGIRRR = FxG:R* - R°

div(F x G) = (G,rot(F)) — (F,rot(G))
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Példa: Jellemezzik egy foly6 aramlasat vektormezdvel.

x tengely: a folyas iranydba mutat, a folyé kézepén van.

y tengely: a folyas iranyara meréleges. 20124



@ @ @ A foly6 szélessége 2d.
Y

G yel-d.d

2
A foly6 sebessége v = (vo (1 - 22),070>

Az aramlas orvényessége?

Megoldas: rot (v) = (0,0, 22;‘;’) ellendrzés, most!

Vajon mi lehet a fizikai hattér?

A z tengely felfelé mutat.
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Adott F = (fi, 2, f3). Vajon 3G = (91, 92, g3): F = rot G? Ha igen:

f . 0m O
oy 0z
I j k
rot(G)= | dx 8, 0, = h = %—%
g 92 03
ox ay

Ekkor div (F) :%ﬁ + a%fz + %g =

_ 0 (995 0%\, 9 (09 0gs\ 9 (0% 041\
Cox \ oy oz oy \ 0z  0Ox oz \ ox 9y ’
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Adott F-hez vajon 3G, melyre F = rot G?

Definicio. F: R® — R® VEKTORPOTENCIALOS, ha 3G : R® — R®,
amelyre rot (G) = F.

Kovetkezmény. Ha F = rot G, akkor div (F) = 0.
————

szlikséges feltétel

Allitas. Ha div (F) = 0, akkor 3G. melyre F = rot G.
——

elégséges felt.

Allitas. A kévetkezd allitasok ekvivalensek:
1. F vektorpotencialos.

2. div(F)=0.
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