Matematikai Analizis Ill.

12. eldadas. PDE 3. rész

2020. december 7.
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Masodrend( PDE 2. rész
Hovezetés egyenlete
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Hovezetés. Ismétlés.

u(x,t) =7 Mennyi a hdmérséklet x helyen, t idében?
Fizikai meggondolds = u; = u,.

1. eset. x € R (végtelen rud), t > 0.

+ kezdeti felétel u(x,0) = f(x). (ahol / X)|dx < 00.)

A feladat megoldasa:

"0 _(x=y)?
u(x, 1) = / f(y)e " dy.

3\4

f
u(x, t) = N'(x,v2t)
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""\?\ AlLtalanos hévezetés

Definici6. Legyen Q C R” nyilt tartomany, Q; = Q x (0, co).

u: Q) — R MEGOLDASA A HOVEZETESI FELADATNAK, ha

n 2

0 0
&U(X t) = ZWU()@ t),
k=1 """k
X =(Xq,X2,...Xn) € Qés t >0 .Rovid jel6léssel u; = Z kaxk

A feladathoz tartozdé KEzZDETI FELTETEL, ill. PEREMFELTETEL:

u(x,0) = f(x), x € Q. (1C)
u(x,t) = u(x,t), x € 0. (BC)
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Hovezetés véges rudban
|

2. eset. x € [0,1], t > 0. Ekkor az egyenlet:

up = uy, xe€(0,1),t>0.

UXX )

A kezdeti feltétel: ('f["‘: +
u(x,0) = f(x). xe(0,1), y
.
és peremfeltétel: [ 03
uO0,t)y=u(1,t)=0, t>0 f g
i -2
O /{ X
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Up = Uy x€(0,1)

* Megoldés: véltozok szétvalasztasaval. u(x, t) = X(x)T(t) =7

Az egyenlet:

T'()X(x) = X"(x)T(t) = = =\

(1) T'(t) =AT(1) és (2) X"(x) = AX(x).
(1) altalanos megoldasa T(t) = ceM, ¢ € R.
A peremfeltételeket behelyettesitve: Vt > 0-ra
X(O0)T(t)=0, X(1)T(H)=0 = X(1)=X(0)=0.
Emiatt (2)-ben A = —a?, és X" (x) = —a?X(x) megoldasa

X(x) = Acos(ax) + Bsin(ax).
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X(x) = Acos(ax) + Bsin(ax).. Peremfeltétel:
o X(1)=X(0)=0

igy X(0) =A=0, X(1) =Bsin(a)=0. =— a=nm,neN.
Az eredeti PDE )\ = —n?7-hez tartozé alapmegoldasa:

Un(x,t) = Ae Tt sin(nmx).

Allitas. A PDE megoldasa:

u(x,t) = ZA,,ef”zﬂzf -sin(nmx),

n=1
ahol f(x) = > _ Ansin(nmx).
n=1

Megj. t — oo esetén igazoljuk, hogy a rad homérséklete — 0.
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R Hovezetés , visszafelé”
A 0. iddpillanatban a rad hdmérsékletéte u(x,0) = f(x).

El6tte? Honnan indult? Mit varunk?

~ id6 megforditas: t — —t. U(x,t) := u(x, —t). Ekkor:
Ui(x, t) = —Ug(x, 1).

Ennek az egyenletnek a megoldasa:
Ulx, 1) = > A ™™ sin(nmx).
n=1
Ekkor lim U(x,t) = oo
t—o0
A megoldas ,,felrobban”. A rud kezdetben végtelenil forro volt!

8/32



Példa .
u:[0,1] x [0, 00] — R megoldasa az alabbi feladatnak:
ui(x,t) = ug(x,t), O<x<1,t>0
u(x,0) = f(x), 0<x<1
u,(0,t) = U, (1,t)=0, t>0.

Neumann tipust BC. A rad hémennyisége a t idépontban:
1
T(t) = / u(x, t) dx.
0

x=1
=0.
x=0

1 1
T'(1) :/0 ui(x, t) dx = /0 Ui (X, t) dx = uy(x, t)

Ezért T (t) konstans: T(t) / f(x) dx =

Azt "varjuk”, hogy a rud hdmérséklete homogén lesz. / HF
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Masodrend( PDE 3. rész
Hullamegyenlet.
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" Hullammozgas végtelen hirban

Végtelen hosszu rugalmas hur: u(x, t) akitérés, t > 0és x € R

Hullhammozgas = u(x,t) kielégiti a hiperbolikus PDE-t

uj =cuf, t>0, x€ER, (1)
ahol c fizikai konstans. + Kezdeti feltételek (2 kell! )

u(x,0) = f(x), ui(x,0) = g(x), x€R

ahol f és g adott fliggvények.
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] — (2 ; 2 2
%‘ uy = c-uy,. D’Alambert-féle megoldas.
Koordinata transzformécio:

£+
£ = Xx+ct, } B X = 5
= Xx-—ct B _ §—n
! ! 2c
Ezt behelyettesitve:
N (S o/ A Sl
Lj(§>77) =u ( 2 ’ 2(: )
U. = 1u’ lu’
— Yo T oW T ggt
— U’ = U”*—i-U//f-i—i-Ulll’f‘l—f—U”l-l:
< 4 " M2c 2¢ " M2c 2 T ™2 2¢
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U//

-
sn

= 0.

= Ug(& n) flggetlen n-tdl, ezért U (€,m) = Fo(§).
— U ) = / ULde + G(n) = F(£) + G(n).

Tétel. A hullamegyenlet PDE altalanos megoldasa
u(x,t) = F(x+ct)+ G(x — ct),
barmely F és G kétszer folyt. diff-hat6 valds fliggvényre.

Megjegyzés. Ezek megoldasok, persze. PI. u(x,t) = o(x + ct).

Ekkor ug = ... és Uy, = ...
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Kezdeti feltételek: u(x,0) = f(x), ui(x,0) = g(x)
A megoldast 6sszeg alakban fogjuk keresni:
u(x, t) =v(x, t)+w(x,t),
mégpedig vy, = c?v}, és wy = c?w},, tovabba:
v(x,0) = f(x), vi(x,0) =0,
w(x,0) =0, w;(x,0) = g(x).

Egyszerli szamolassal igazolhatd, hogy

vix. 1) = f(x + ct) Z f(x — ct)’

1 x+-ct 1 x—ct
w(x,t) = 20/0 g(s)ds — 20/0 g(s)ds.
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Osszefoglalas
Allitas.
Az uy =

ui(x, 0)

c?ujl, hullamegyenlet megoldasa a u(x,0) = f(x) és
g(x) feltételek mellett egyértelmi:

Xx+ct

(x.1) f(x+ct)42rf(x—ct 2C/g
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Formalis magyarazat

A hullammozgas PDE L[u] = 0, ahol L a differencial-operator:

2, 02
L=23E oz

Formalisan szorzattd bonthato:
L= 9 c2 A + c2
\ ot ox ) \ ot Ox

0 0 0 e,
Lluj=0 <« (at—cax>u_0vagy <m+cax)u_0.

A jobboldalon: transzport egyenletek vannak!
Ezek megoldésai: F(x + ct) és G(x — ct) alakuak.
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Gyenge megoldas.

fxtet)+fx—ct)y 1 [

X+cCl)+T(X—C

U(X. t) = 5 + 270 / Q(S)ds
x;ct

Esetleg f(x) és / vagy g(x) nem differencialhatok?

Definicid. Ekkor u(x,t) GYENGE MEGOLDAS, nem
differencialhato.

Vajon a kezdeti "téréspontok” idében kisimulnak-e vagy
sokszorozodnak.

A hullamegyenlet homogén linearis —  kil6n

vizsgalhatjuk a kezdeti allapot és a kezdeti sebesség hatasat.
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\J
~ Néhany tanulsagos példa. uj; = uy,

1. Példa. A kezdeti a kitérés és pillanatnyi sebesség:

0 ha x<0O
u(x,0) = ’ uy(x,0) = 0.
(){HIHZO’ {(x.0)

Tehat ebbdl a kiindul6 allapotbol kezdiink:

t=0
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QU

D
=7

<%

" A hur allapota két késdbbi idépontban:

L
» »
T
t=4
) EY
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== X+t

Tan | f f(x—
u(x. t) = (DD | 11 g(s)ds.

x—t

2. Példa. A kezdeti a kitérés és pillanatnyi sebesség:

0 ha x<0
u(x,0)=f(x)=0 ui(x,0) = g(x) = T
(x,0) = f(x) t()g(){1haxzo’
A megoldas:
0 1x+t
u(x,t)—2+2/><[om)d.
x—t
0 ha x+t<0, P —

=<¢ X+t ha x—t<0<x+1t -4~—// .
2t ha 0<x—1,
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ferat)y+fx—ct) | 1 7
ux. ) = A 1 g(s)as
X—C

HF. Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a har, ha

x+1 ha xe[-1,0],
u(x,0)=f(x)=49 —x+1 ha x¢e(0,1],
0 ha x ¢ [-1,1],

ui(x,0) = g(x) = 0.
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Masodrend(i PDE 4. rész

Kitekintés az IH esetre.
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IH hovezetés, véges rudban.

up(x, t) — U (x,t) = f(x,t)
u(x,0) = g(x),
u(0,t) = u(1,t)=0

Az |H egyenletet ketté bontjuk, szuperpozicio elv alapjan.

Vi— Ve = 0, wi—wy, = f(x,t)
v(x,0) = g(x) w(x,0) = 0.
v(0,t) = v(1,H)=0 w(0,t) = w(1,t)=0

Ekkor az eredeti egyenlet megoldasa u = v + w.
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""\?\ INHOMOGEN hdvezetés PDE, 0 peremfeltétellel

Azta w:[0,1] x [0,00) — R fuggvényt keressik, melyre:

wi(x, 1) — w(x, 1) = f(x,1)
w(x,0) = 0,
w(0,t) = w(1,1)=0

Duhamel’s elv: sok-sok homogén PDE
7 > 0 id6pontban inditva: w(x,t;7), t > 7
Wi(x, t;7) — Wy (x,t;7) = 0
w(x, ;1) = f(x,71),
w(0,t,7)=w(1,t;7) = 0
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t
Wi(x, t7) — W (x,t:7) = 0 o
w(x,7;7) = f(x,7) T
w(,t;7)=w(1,t;7) = 0 0 =
Aliitas. t
w(x, 1) = /0 W(x, t,7)dr.
Bizonyitas.

t t
Wl{ = w(x, t, 1)+ / W{(X, t,7)dr, W)/(/x = / |7V),(/X(Xa t,7)dr.
0 0

t
= w—wy, =f(x,t) —i—/o (W — W) dT.
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Masodrendi linearis PDE-k osztalyozasa
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PDE kanonikus alakja
Kétvaltozos, masodrendli PDE mo-a u(x, t):
F(t, X, u, Ut, Uy, U, Upy, Uxg, Uye) = 0,

ahol F adott figgvény.
Fizikai alkalmazasokban gyakran t az id6, x pedig a hely.

Tth F linearis, ekkor a PDE ilyen alaku

aiq Ug + a12u§§( + aoq Uﬁ(/t + azgu;/x + by Uz/‘ + bgU; +f(t,x,u)=0
Definicid. A PDE KANONIKUS ALAKU, ha @jp = a»1 =0
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Tétel.
Homogén, alland6 egyutthatds linearis PDE kanonikus alakra
hozhat6 megfelelé koordinata transzformaciéval:

e1U} + g2l + byU; + boU, + cu = 0,

ahol ¢; értéke —1, 1 vagy 0, az

a1 agpe
A=
azy ds2

matrix sajatértékeitdl fliggden lehetnek.
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A lineéris PDE-k osztdlyozédsa. 1. eset.
€1 U;; + 52U;(/X + by U; + bgU; +cu=0

A PDE elliptikus, ha e -eo = 1, azaz
er=¢eo=1 vagy e1=¢ep=-1.

Ekkor a figgvény valtozoit x és y jeldli. Idbben nem valtozo
folyamatokat lehet leirni.

Példa a Laplace egyenlet.
Au = Uy + Uy, = 0.
Az inhomogén elliptikus egyenlet a Poisson egyenlet:

Au+f(x,y)=0.
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A linearis PDE-k osztalyozasa. 2. eset.

aﬁy N

e1U + ealyy + byu; + bot), + cu =0

A PDE hiperbolikus tipusu, ha e - e2 = —1, azaz
g1 =1, eo = —1 vagy e1=—-1,e=1.

Ekkor az ismeretlen fliggvény két valtozoja ¢ (idd) és x (hely).

Hiperbolikus egyenlet pl a hullammozgéas egyenlete: uj; = uy,.

Megjegyzés. Ha a megoldasban t helyett —t-t irunk, Gjra
megoldast kapunk.

Ez azt jelenti, hogy a megoldas-folyamat idében megfordithato.
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L ; B
~ Alinearis PDE-k osztalyozasa. 3. eset.
€1 U;; + SZU;(/X + by U; + bgU;( +cu=0,
A PDE parabolikus tipusu, ha ¢4 - ep = 0, azaz
e1=0,e2#0 vagy g1 #0, eo =0.

Példa erre a hdvezetés egyenlete u; = uy,.

Megjegyzés. Ha itt egy megoldasba t helyett —¢-t irva, nem
kapunk megoldast.

Ezek a folyamatok id6ben nem megfordithatoak.
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