Matematikai Analizis Ill.

11. eldadas. PDE 2. rész

2020. november 30.
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Laplace egyenlet.
Adott Q c R” nyilt, sima hatard tartomanyon kereslink egy fv-t.
u:Q — R. Aflggvény valtozoit x = (xy, Xz, . .., Xp) jeloli.
Q belsejében a fliggvény eleget tesz a Laplace egyenletnek:

2

n
0
Au = E Uy, =0.  (ahol uy, = u)
k=1

Ez az egyik leggyakrabban el6fordul6 PDE.
Definicid. A fenti fliggvény HARMONIKUS Q-BAN.

A keresett figgvény t-tél nem fligg, idében alland6 allapotok

leirasara alkalmas (pl. egyensulyi helyzetek).
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Fizikai interpretacio.
Q < R3 nyilt tartomany. u(x, y, z) vmilyen egyensulyban levé

fizikai jellemzd, (x, y, z) € Q.

o

(kémiai anyag s(rlisége, hémérséklet, elektromos potencial).

Egyensulyi allapot = V zart fellleten

keresztil nem valtozik. (j : 2_7
Y / A

"ki-be” sliriség 6sszege O. L
A valtozas sebessége minden pontban u gradiensével aranyos:

F:()(aj/v‘z) = —-51‘7Ll()(,J/,.Z)
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F(x y,z)=—-aVvu(x,y, z)

Legyen M c Q tetszbleges, melynek M hatara sima. Ekkor

gF ds = fff div F(x,y,z)d(x,y,2)
oM M

Masrészt
div F(x,y,z) =divgrad u(x, y, z) = Au,

ezért valéban

ﬂFdS jfj&uxy, d(x,y,z)=0.

Tehat VM c Q teljesl: Au =0, ezért
il

Au(x,y,z)=0  V(x,y,z) € Q.
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i

Au(x) =0hax € Q.

A fenti egyenlettel egyltt adott eqgy peremfeltétel is.

Ez azt jelenti, hogy u(x)-rél valami ismert, ha x € 9.

1. Dirichlet feltétel. Adott f : 0Q — R:

Au =0, X €Q

u(x) = f(x), x € 0.

Példa: rugalmassag (elasticity).
u:athelyezés.

"Displacement” condition = "athelyezési” feltétel.
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Tovébbi peremfeltételek.
2. Neumann feltétel
Au =0, x el
up(x) = (grad u, n) = f(x), x € 09.

% L 09 egységnyi hosszi normalvektor.

Rugalmasséagtanban uy, erd. "Surlodasi feltétel”.

3. Harmadik tipusu vagy kevert (mixed) peremfeltétel

au(x) 4 Buy(x) = f(x), X € 09, a,B €R.
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Megoldas?

A Laplace egyenlet a fenti peremfeltételek barmelyikével
jol kondicionalt feladat, ha a peremfeltételben szerepld

flggvények elegendden simak.

Nem létezik altalanos megoldas.

Bizonyos tipusu Q-k esetén tudunk megoldasrél beszélni.

A megoldas tartomanytdl és peremfeltételtol figg.
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n = 2 eset. Megoldas téglalap alaku tartomanyon.
|V

A flggvény valtozoi (x, y). A Laplace egyenlet igy irhato:
U;(/X(th) + U;,/y(X,y) - 0

Legyen Q2 = (0,1) x (0,1).

1.5 —
1k f(@) |
u(0,y) =0
05- |0 0 4 uly)=0
u(z,0) =0
0 u(l‘v 1) = f(l‘)
O |- -

I I I I I I I
0 02 04 06 08 1 12 14
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Mobdszer: Valtozok szétvalasztasa.
* Keressiik a megoldast szeparabilis alakban!
ux,y)=X(x)Y(ly) = X'(x)Y(y)+X(x)Y"(y)=0.

Ezt atrendezve:

X"(x) __Y'(y)
X(x) Y(y)
Az egyenlet két oldala csak akkor egyenld ha mindkét oldal
konstans:
X'(x) __Y'y)
= — = A, AeR.
X(x) Y(y)

Két kbzOnséges, egyvaltozds differencialegyenletet kapunk:

X'(x) = AX(X),  Y'(y) = -AY(y).
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\
PDE = 2ODE.

X'(x) =AX(x),  Y'(y)=-AY(y).
A peremfeltételekbdl az alabbi kezdeti feltételeket vezethetjik
le:
vy X(0)Y(y)
vy o X(1)Y(y)
Vx: X(x)Y(0)

0
0 » = Y(0)=X(0)=X(1)=0.
0
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Elso ODE.

X" =XX,  X(0)=X(1)=0.

1. eset. Tth A > 0, azaz \ = o2. Ekkor
X' =X = X(x)=Ae™ + Be .
A kezdeti feltételek miatt ekkor

X(0)=A+B=0 = B=-A

X(1) = Ae” + Be™® = 2Ash a = 0.

Ekkor o = 0 vagy A = 0. Ezért X =0, tehat 3=
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x" AX,  X(0)=X(1)=0.

2. eset A<0,\=—
X'+ a?X=0 = X(x)=Acos(ax) + Bsin(ax).
A kezdeti feltételekbdl adodéd egyitthatdk:

X0)=A=0 = A=0,
X(1)=Bsina=0 = o«a=Kkm kel
Ebbd| azt kapjuk, hogy A = —(k=)? a lehetséges paraméter.

Xk(x) =sin(km x), K€ Z
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Masodik ODE.
Tehat A = —(kn)? lehetséges.

Y" = (kn)?Y,  Y(0)=0.
Ennek megoldasa:
Y(y) = Ae"™ + Be K.
A kezdeti feltételbdl
YO0O)=A+B — B=-A

Ezért
Ye(y) = Ae"™ — Ae=K™ = 2Ash (kT y).
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Az eredeti Au = 0 egyenlet.

Az alapmegoldasok

Uk(x,y) = sin(kmx)sh (kmy), k=1,2,...

Az altalanos megoldas ezek linearis kombinacioja:
y) =Y Agsin(knx)sh (kry),
k=1
feltéve, hogy a sor konvergens.

Az utols6 peremfeltétel: u(x, 1) = f(x).

u(x,1) = iAk sin(kmx)sh (km) = f(x).

k=1
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ZAk sin(knx)sh (k) = f(x)
~ k=1
Baloldalon: egy Fourier sor van.

Ha f : [0, 1] — R Fourier sorfejtése

= bysin(knx), akkor by = Agsh (kn).

A Fourier egyUtthatok kiszamitasat mar ismerjik, eszerint:
1
bk = 2/ f(x)sin(kmx) dx.
0
K('ivetkezésképpen
A= kﬁ / F(x) sin(kmx) dx ZAKXK

Hova lettek a F. sor cosinus-os tagjai?
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%A megoldas abraja.




Megoldas téglalapon altalanos peremfeltétellel.
¥ Legyen most is Q = (0,1) x (0, 1) Peremfeltételek:

u(0,y) = f(x)
u(1,y) =9(x)
u(x,0) = h(x)
u(x, 1) = j(x)

4

ui(0,y) = f(x) t(0,y) =0 us(0,y) =0
ui(1,y)=0 u(1,y)=9g(x) u(1,y)=0
ui(x,0)=0 us(x,0) =0 us(x,0) = h(x)
ui(x,1) =0 ux(x,1) =0 us(x,1)=0 stb.
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@ Megoldas kdrlapon.

Q={(x.y): Pty <}, = {+y? =)

Legyen W a megoldas polarkoordinatakban felirva:

W(r,0) = u(rcosf, rsinf).

A W flaggveény parcidlis derivaltjai:

W,
w;
w;

1
00

uy cos(6) + uy sin(6) (1)
Uyy cos?(0) + uy, sin(0) + 2uy, cos(0) sin(6) (2)
uyr(—sin(6)) + uj,rcos(6) (3)

Ul r? sin?(9) — uﬁ(’yr2 sin(0) cos(0) — uyr cos(9) +

Uiflyrz cos?(0) — U;//xrz sin(0) cos(6)) — uyrsin(6).  (4)
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Koérlapon

"Kénnyen” lathat6 az (1), (2) és (4) 6sszeflggések alapjan,
hogy a Laplace egyenlet a polarkoordinatakban igy irhato:

/
W,

7 r
Wrr + r + r2

7
W€9 =0
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/
7 W96

r

=0.

Valtozok szétvalasztasaval keressiik a mo-t ilyen alakban:

w(r,0) = R(r)T(0).
Ekkor a fenti egyenlet szeparabilis formaban felirhatd:

RT RT"

+o5 =0.

R'T +

Atrendezziik ezt az egyenletet, a két valtozdt az egyenlet két
oldalara visszUk:
f2 R 4 rR’' - T"
R T

valamilyen A € R mellett
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Ujra két ODE-t kapunk:
r2R"(r) + rR'(r) = AR(r), (5)
T"(0) = —\T(0). (6)
A peremfeltételek ekkor:
w(a,0) = R(@)T(0) = g(h), 6 €][0,2n]. T(0) = T(2n),
és T(0) periodikus figgvény 27 periodussal.

Allitas. A (6) egyenlet A < 0 nem lehet. (HF)
Tehat A = a® = T"(0) = —a2T(0).
Ennek altalanos megoldasa T(6) = Acos(a#) + Bsin(af),

Mivel a mo. 27 szerint periodikus, ezért o = n € Z.
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1 egyenlet. r2R"(r) + rR'(r) = AR(r)
A= helyettesitéssel:
r?R"(r) + rR'(r) — n?R(r) = 0.
Az alapmegoldasok:
Ro(r) = {C0+D0|nr, han=0,
Cnr"+ Dar=", han#0.
u a korlapon differencialhato, ezért R korlatos az orig6 kordl.
Ez nem teljesll az Inr és az r—" fliggvényekre.
Emiatt Vn-re D, = 0. Tehat R, = C,r".
A kapott alapmegoldasok:

Wn(r,0) = r" (Apcos(nd) + Bysin(nb)) .
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W,,(r ) = r" (A, cos(nd) + B, sin(nd))

Az altalanos megoldas:

‘(r VQ

Zr Ancos(nf) + Bpsin(nd)) .
Hasznaljuk fel a w(a, 0) = g(0) peremfeltételt:

w(a,0) = > a" (Ancos(nf) + Bysin(nd)) = g(0).
n=0
Legyen g Fourier-sorfejtése:

g(h) = % + Y (ancos(n) + Basin(nd)),
n=1

ahol ap = ... és 8, = .... Ekkor

Bn
— E;;, Egn — Eﬁs.
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% Példa. Harmonikus fliggvény az egységkdrben?

dl=o0 %kﬂwm ( A?+y?<4)"
%IX'?):?Z 5% ,\?,72,1

w(rnd, rsimd)= wilnt) 4= rom g
X =rlog
]

2 ) » o
Wy r rw, 4 R P aee

Porvm )&/,k’,/a/t

w (1,4) = 12022 = 24 —27 w (24)
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% Zr A, cos(nf) + Bpsin(nh)) .

i

w (1,4) = 12524 - 7 “27 w (24)

wirg)- 2 (1-r2 0o /2#)):

1 - (rmﬁ Zm.?é)

(
ks A%+y?)

26/35



Harmonikus fliggvények néhany tulajdonsaga
Az egységkorben harmonikus fliggvényt a igy szamolhatjuk:
w(r,0) = ag/2+ Y " (ancos(nb) + Bysin(nd)),
n=1

ahol ay és [k a petemfeltétel g(6) FS egyutthathai.
Specialisan, w(0,60) = ag/2, ezért

00.0)= = 1 7 goydo— 1]4 u(x, y) ds

T Tan fy 99T g f YXOYIS

ahol By az origd kézéppontu egységkdrvonal.

u(0,0) a kérvonalon felvett fliggvényértékek atlaga.

Ez altalaban is igaz.
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~ Tétel.

Tth u harmonikus Q belsejében, Q ¢ R? 6sszeftiggd tartomany.
Tth (xo, Yo) € Q, melynek r sugaru kérnyezete része Q-nak

(hataraval egyiitt).

Ekkor

1
2oy f, ulx ) ds.
E1f1()| E;r - E;r()(o, )«)).

u(xo, ¥o) =
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3 Au = 0 megoldasa altalanos tartomanyon.
\ J;

Eddig: Q téglalap vagy kor alaku tartomany.

A megoldas: peremen adott fliggvény Fourier sorfejtésébdl /
Tétel. (Alt. eset) Q ¢ R? nyilt tartomany, hatara sima:
I ={y(t)eR?:tel}, ICR intervallum.
Ekkor 3G(x, y,t) : Q x | — R flggvény, hogy a
Au(x,y)=0 V(x,y)eQ, u(x,y)=1Ff(x,y) V(x,y)e€ oQ
feladat megoldasa igy irhato:
u(y) = [ Gy (D) at.

A G fuggvény minden tartomanyra egyedi.
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Példa. Megoldas félsikon. Kimaradt.

Ha példaul
Q={(x,y) eR®:y >0},

akkor az u(x,0) = g(x) feltétel melletti megoldas:

u(x,y) = jr//_oc & —gf()g)+ /2 de.

HF. Lassuk be, hogy

lim u(x, y) = g(x)
y—0
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Masodrend( PDE 2. rész
Hovezetés egyenlete
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Idében valtoz6 fizikai rendszer leirasa.

Id6: t > 0. Hely: x. u(x,t): hdmérséklet.

1. eset. Végtelen rud: x € R.
Adott u(x,0) = f(x) a kiindulasi hdmérseéklet. Hogyan valtozik?

Feltétel: / x)|dx < oo.

/ !l

Fizikai meggondolds = u} = u,.

Ez a HOVEZETES EGYENLETE (HEAT eq.) a legegyszeriibb

esetben.
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Megoldas vazlat
~ Azonnal lathato, hogy Vs € R esetén megoldas :

ixs—s2t
b

us(x,t) =-e s paraméter

Altalanos megoldas ezek "linearis kombinaciéja”:
u(x, t) = /OO g(s)e™~°lds,  feltéve, hogy konvergens.
Ezafva kezd;ti idépontban:
u(x,0) = /  g(s)e"sds (= f(x)).
Mivel f abszolut inte_grélhaté flggvény, ezért:

1 0
f(x :/ e*sf(s)ds,
() =5 | &M
ahol f a fuggvény FT-ja.
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ut(x t)=ul(x,t), u(x,0)=Ff(x).
) Alll'tés. A fenti peremérték feladat megoldasa

u(x, t) e °1f(s)ds.

).
A megoldas f(x) fuggvényében?

o~

1 [
fs:/ e V3f(y)dy.
()= 7= | ey
Ezt behelyettesitve:

1 [e’e]
ut) = 5= | KGty)indy.
Allitas. A hévezetési feladat megoldasa a végtelen rudban:

u(x, t) = \}\} N %f(y)dy.
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o 11 [
(,WQ U(X= t) - \/27”\/727 / f(y)e (My) dy

1. specialis eset. A rud kezdeti eloszlasa Dirac delta fliggvény.

A rad t = 0-ban a kézépen egységnyi hbmennyiséget kap.

(Erre a fv-re: / o(y)o(y)dy = ¢(0), V. )
Ekkor fo \
1 1 X2 ',{’“ ('l,rliv Iy‘.‘ 1
u(x,t) = —=—=e =,
( ' ) 21 \/2>t [ 04 ‘
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