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% Minimalis felszin probléma. Ismétlés.

Plateau-feladat. Keressik azt a kétvaltozos fliggvényt,

amelynek fellilete minimalis az adott peremfeltételek mellett.
SCcR? u:S—R. uxy)=u(x,y)ha(x,y)cdS

ff \/1 + (uy)?2d(x,y) — min?

PlLS={x®+y2<1}.
uo(x,y) = sin(3x) cos(3y), _
ha x2 4 y2 =1 "
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A feladat kitGizése
A variaciészamitasi feladatban kétvaltozds fliggvényt keresilnk.

S C R? dsszefliggd, és adott uy : 9S — R folytonos fiiggvény.

A megengedett fliggvények halmaza:
C={¢:S—Rsima, és é(x,y) = uo(x,y), ha (x,y) € 0S},
Az alabbi funkcional minimumat keressiik:

16) = [ F (x,7,006¥), 6(x.¥), 6},(x,¥)) d(x,),
S

ahol F = F(x,y, u, uy, u,) sima faggveény.



Optlmum szlikséges feltétele.

Tfh u € C minimalizal. I(u) < I(¢) V¢ € C.

Perturbacié iranya: n: S — R, melyre a n(x,y) =0,
Y(x,y) € 0S.

G(e) := l(u+en) > I(u) = G(0) Ve.
G-nek ¢ = 0-ban lokalis minimuma van, ezért G'(0) = 0.

Kiszamoljuk.

G(e) = l(u+en) =

= JJ F Coyu() +en() )+ en(), 6 + <y () dlx,y).
S
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© Szélsbérték szlikséges feltétele kétvaltozos fliggvényekre

G'(0) = 0-bdl "megszokott” mddon / sokkal tobb szamolassal:

Tétel.
Tth u(x, y) € C minimalizalja az / kéltségfliggvenyt. Ekkor

u(x, y) kielégiti az Euler parcialis differencialegyenletet:

L] = Fy— 2 Fl - ;}/FL’]} 0.
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Példa. Legyen a koltségfliggvény

() = {[ lorad 6(x, y) d(x, y),
S

az integralban szereplé fv: F(x,y, u, u,, u,) = U + u’.

x> Yy
Az Euler egyenlet: L[u] =0 — QQU/ - i2u’ =0
gyeniet S ooxT Y oyt T

Ezért az optimum feltétele a kbvetkezd PDE teljesilése:

Uy + Uy, = [\ u=0.

Ez a Laplace-egyenlet.
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Minimalis felszin probléma, folyt.

jf \/1 + (uy)? d(x,y) — min?

A feladat naiv megoldasa: v, = u, = 0, azaz u =konstans.

Ez azonban csak akkor megoldas, ha a konstans fliggvény

megengedett, vagyis ha u eleget tesz a peremfeltételeknek.

Tipikusan ez nem teljesdl.

Megoldds: irjuk fel az Euler egyenletet.
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Most F(x,y, u, uy, u,) = \/1 + (Ux)? + (uy)?. Ekkor

/ U;( / U;,
FU)/( — 5 FU}/, — .
1+ (W2 + ()2 V1 W2+ ()
Ezekkel L[u] = 0 egy bonyolult parcialis differencialegyenlet

lesz.
Az Euler egyenletet kicsit atrendezve ezt kaphatjuk:
Ul (14 U%) + Ul (1 + U)?) — 20U, = 0,
ami egy nehéz, masodrendi parcialis differencialegyenlet.
Ha u} és uj, nagyon kicsi, akkor a minimalis felszin egyenlet

~ U+ Uy, = \u=0.



~ Példa. Rezgd hur mozgasegyenlete

Az m témegl, ¢ hosszu, nyujthaté hur két pont kézt ki van
feszitve. Valamilyen kezdeti er6 hatasara rezgés alakul ki.

Ve

irale,0 < x <.
Tfh a végpontok régzitve vannak: u(t,0) = u(t,¢) = 0.

Az u: [f, t4] x [0, 4] — R fOggvény irja le a hdr alakjanak
valtozasat fy és t; iddpontok kozott.

Ezt a fliggvényt keressiik a Hamilton elv alkalazasaval.
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Rogzitett t-re a hdr mozgasi energiaja:
5
\J

ahol a pillanatnyi sebesség a t idépontban, az x helyen uj(t, x).

Rogzitett t-re a har helyzeti energiaja:

¢
wn—7</ L+@%Lm—1>d&
0
ahol 7 (ismert) rugalmassagi egyutthaté.

Hamilton elv: A har mozgasa f és t; k6zott :

b
Km:/(mn—wmm S min?

fo
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