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% PDE tipusai.
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% PDE alapkérdések.
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JOL ill. ROSSZUL kondicionalt feladat

A rosszul kondicionalt feladat nem rossz. Idézet Maxwelltol:

S e T — . - - " 1

For example, the rock loosed by frost and balanced on a sin-
gular point of the mountain-side, the little spark which kindles
the great forest, the little word which sets the world afighting,
the little scruple which prevents a man from doing his will, the
little spore which blights all the potatoes, the little gemmule
which makes us philosophers or idiots. Every existence above
a certain rank has its singular points: the higher the rank, the
more of them. At these points, influences whose physical mag-
nitude is too small to be taken account of by a finite being may
produce results of the preatest importance. All great results
produced by human endeavour depend on taking advantage of
these singular states when they occur.
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~ Transzport egyenlet

Olyan u(x, t) fuggvényt keresiink, melyre rogzitett b mellett:

ui(x,t) + b - U (x,t) = f(x,t).

Ha f(x,t) = 0, akkor homogén az egyenlet, egyébkent
inhomogeén.

x: "hely”, t ’id6”.

up+b-uy=
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@ Homogén eset
Tekintslik az alabbi egyenlet, b adott paraméter:
ui(x, t) + bu,(x,t) = 0.
A kezdeti feltétel u(x,0) = g(x) , ahol g ismert fliggvény.
Legyen (x, t) régzitett pont. Mennyi u(x, t) =?
Definialjuk s € R-re:
z(s) :=u(x+ bs,t+s), z(0) = u(x,1).

Derivaljuk a z figgveényt:

Z'(s) = uy(x + bs, t + s)b+ uj(x + bs, t + s) = 0.
Tehat z(s) konstans. Specialisan s = —t vélasztassal:

u(x — bt,0) = u(x,t).
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%\ u(x,t) = u(x — bt,0).

A kezdeti felételbdl u(x — bt,0) = g(x — bt) = u(x, 1).
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Tehat a PDE-nek 3! megoldasa, ha g derivalhato.

Ha g nem differencialhato, akkor is az egyetlen "értelmes”
megoldas u(x, t) = g(x — bt). Ez a GYENGE MEGOLDAS.

A kezdeti szingularitas idében tovabb terjed.
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% Példa. Tekintsiik az aldbbi elsérendll PDE-t:
ui(x,t) +0.5u,(x,t) =0, u(x,0) = sin(x).
Ennek megoldasa u(x, t) = sin(x — 0.5¢).

A megoldas fellletének egy darabja (x, t) € [0, 3] x [0, 6]:
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¥ Homogén eset

_

Az alabbi abran g(x) = e~ kezdeti feltétel mellett az u(x, )
grafikonja lathaté

> rogzitett t értékekre

» x flggvényében.

A transzport egyenlet megoldasa u(z,t) = g(x — ct)
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~ Inhomogén transzport egyenlet

ui(x,t) + bu(x,t) = f(x,t)
u(x,0) = g(x),
ahol f és g adott fliggvények.
SzUPERPOZICIO ELVE lineéris PDE-re:
Az inhomogén feladatot két egyszerlibb részre bontjuk.

Ezzel u két egyszeriibb feladat megoldasanak ésszege lesz.
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Inhomogén transzport egyenlet.

ui(x,t) + bu(x,t) = f(x,t)
u(x,0) = g(x),

vi+bv, = 0, wi+bwy, = f(x,t)

v(x,0) = g(x) w(x,0) = 0.
Ekkor u = v + w megoldasa lesz az eredeti feladatnak.
A homogén rész megoldasat ismerjik,

v(x,t) = g(x — bt).
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A nulla kezdeti feltétel(, IH egyenlet megoldasa
Roégzitett (x, t) mellett definialjuk a z : R — R fliggvényt:
z(s) := w(x + bs, t + s).
Ekkor z(0) = w(x, t). A z(s) derivaltja:
Z'(s) = wi(x + bs,t+ s)b+ w{(x + bs,t +s) = f(x + bs, t + S).
Integraljuk z’(s)-et a [—t, 0] intervallumon:
/0 2(s)ds = 2(0) — 2(—t) = (0).

hiszen z(—t) = w(x + bt,0) = 0. Ez alapjan a megoldas:

w(x,z‘):z(O):/0 Z'(s) ds—/ f(x+ bs,t+s)ds =

/fx+bs—t 5) ds.
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Az |H egyenlet megoldasa.

ui(x, t) + buy(x,t) = f(x,t)
u(x,0) = g(x),

Osszefoglalva:
A homogén rész megoldasa v(x, t) = g(x — bt).
Az IH rész megoldasa 0 kezdetiértékkel:

w(x, 1) :/Ot f(x + b(s — 1), s) ds.

A feladat teljes megoldasa:
t
u(x, t) = g(x — tb) + / f(x—(t—s) b,s)ds.
Jo
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