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PDE tı́pusai.
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PDE alapkérdések.
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JÓL ill. ROSSZUL kondicionált feladat

A rosszul kondicionált feladat nem rossz. Idézet Maxwelltől:
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Transzport egyenlet

Olyan u(x , t) függvényt keresünk, melyre rögzı́tett b mellett:

u′t(x , t) + b · u′x(x , t) = f (x , t).

Ha f (x , t) ≡ 0, akkor homogén az egyenlet, egyébként

inhomogén.

x : ”hely”, t ”idő”.

Vajon hogyan lehet az u′t + b · u′x = 0 összefüggést értelmezni?
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Homogén eset

Tekintsük az alábbi egyenlet, b adott paraméter:

u′t(x , t) + bu′x(x , t) = 0.

A kezdeti feltétel u(x ,0) = g(x) , ahol g ismert függvény.

Legyen (x , t) rögzı́tett pont. Mennyi u(x , t) =?

Definiáljuk s ∈ IR-re:

z(s) := u(x + bs, t + s), z(0) = u(x , t).

Deriváljuk a z függvényt:

z ′(s) = u′x(x + bs, t + s)b + u′t(x + bs, t + s) = 0.

Tehát z(s) konstans. Speciálisan s = −t választással:

u(x − bt ,0) = u(x , t).
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u(x , t) = u(x − bt ,0).

A kezdeti felételből u(x − bt ,0) = g(x − bt) = u(x , t).

Tehát a PDE-nek ∃! megoldása, ha g deriválható.

Ha g nem differenciálható, akkor is az egyetlen ”értelmes”

megoldás u(x , t) = g(x − bt). Ez a GYENGE MEGOLDÁS.

A kezdeti szingularitás időben tovább terjed.
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Példa. Tekintsük az alábbi elsőrendű PDE-t:

u′t(x , t) + 0.5u′x(x , t) = 0, u(x ,0) = sin(x).

Ennek megoldása u(x , t) = sin(x − 0.5t).

A megoldás felületének egy darabja (x , t) ∈ [0,3]× [0,6]:
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Homogén eset

Az alábbi ábrán g(x) = e−x2
kezdeti feltétel mellett az u(x , t)

grafikonja látható

I rögzı́tett t értékekre

I x függvényében.
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Inhomogén transzport egyenlet

u′t(x , t) + bu′x(x , t) = f (x , t)

u(x ,0) = g(x),

ahol f és g adott függvények.

SZUPERPOZÍCIÓ ELVE lineáris PDE-re:

Az inhomogén feladatot két egyszerűbb részre bontjuk.

Ezzel u két egyszerűbb feladat megoldásának összege lesz.
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Inhomogén transzport egyenlet.

u′t(x , t) + bu′x(x , t) = f (x , t)

u(x ,0) = g(x),

v ′t + bv ′x = 0, w ′t + bw ′x = f (x , t)

v(x ,0) = g(x) w(x ,0) = 0.

Ekkor u = v + w megoldása lesz az eredeti feladatnak.

A homogén rész megoldását ismerjük,

v(x , t) = g(x − bt).
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A nulla kezdeti feltételű, IH egyenlet megoldása

Rögzı́tett (x , t) mellett definiáljuk a z : IR→ IR függvényt:

z(s) := w(x + bs, t + s).

Ekkor z(0) = w(x , t). A z(s) deriváltja:

z ′(s) = w ′x(x + bs, t + s)b + w ′t (x + bs, t + s) = f (x + bs, t + s).

Integráljuk z ′(s)-et a [−t ,0] intervallumon:∫ 0

−t
z ′(s)ds = z(0)− z(−t) = z(0).

hiszen z(−t) = w(x + bt ,0) = 0. Ez alapján a megoldás:

w(x , t) =z(0) =
∫ 0

−t
z ′(s)ds =

∫ 0

−t
f (x + bs, t + s)ds =

=

∫ t

0
f (x + b(s − t), s)ds.
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Az IH egyenlet megoldása.

u′t(x , t) + bu′x(x , t) = f (x , t)

u(x ,0) = g(x),

Összefoglalva:

A homogén rész megoldása v(x , t) = g(x − bt).

Az IH rész megoldása 0 kezdetiértékkel:

w(x , t) =
∫ t

0
f (x + b(s − t), s)ds.

A feladat teljes megoldása:

u(x , t) = g(x − tb) +
∫ t

0
f
(
x − (t − s) b, s

)
ds.
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