Kétvaltozds fliggvények derivalasa 3. rész

2021. marcius 8.
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Differencialszamitas IR2-ben.

[smétlés
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Derivalhatésag. Osszefoglala’s

f:S — R kétvéltozés fliggvény, (xo, yo) € intDs.
Ha f teljesen differencidlhaté (xo, yo)-ban, akkor:

f(x,y) = f(x0, ¥0) + fi(x0, Yo) Ax + fy(x0, ¥0) Ay + o([|(Ax, Ay)]]),

ahol Ax = x — xp, Ay =y — yo.

Definici6. Az (f/(x0, y0), f,(x0, Y0)) kétdimenzids vektor a

FUGGVENY GRADIENSE az adott pontban.

grad f(xo,yo) = (fX/(Xo,)/o), fy/(XOJ/O))

Megjegyzés. A teljesen differencidlhato tuljadonsagot roviden gy
mondjuk, hogy differencialhatd.
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Differencialhaté fuggvény

Kovetkezmény. Ha f diff-haté az (x,y) pontban, akkor igy irhaté:
f(x+ Ax,y + Ay) =
= f(x,y) + fl(x,y)Ax + fy'(x,y)Ay + o(V/ Ax2 + Ay?).
Geometriai jelentés: Ha f diff-haté (xo, yo)-ban, akkor a pont
koril a fliggvény értékét kozelithetjik:
f(x,y) = f(x0, ¥0) + fo(x0, Y0) Ax + f;(x0, y0) Ay

ahol Ax = x — x9, Ay = y — yp. Ez az ERINTOSIK.
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Erintdsik

| F(xy) = F(x0.0) + F(0. y0) Ax + £/(x0.y0) By + o([[(Ax, Ay)])

Az érintGsik egyenlete tehdt ez lesz:
z = f(x0, Y0) + £(x0, ¥0) (x — x0) + (0, ¥0) (¥ — y0)-
"Megszokott” sik egyenlet, zy = f(xo, y0):
fe(x0, ¥0) (x — x0) + £, (x0, ¥0) (¥ — y0) + (=1)(z — 20) = 0,
= fi(x0, y0)x + fy(x0,y0)y —z = C.

A sik (egyik) normélvektora n = (f/(x0, y0), f,(x0,¥0), —1).
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Példa. z — z = f/(x0, y0)(x — x0) + fy(x0, ¥0) (¥ — ¥0)-
z = 2x? + y? elliptikus paraboloid érintésikja az (1,1, 3) pontban?
Floy)=4x  fi(x,y) =2y
= f)(1,1)=4 f}f(l,l) =2.
A fenti képlet alapjdn az érintdsik egyenlete:

z—-3=4(x—-1)+2(y-1)

f(x,y) =2x* +y°
z=4x+2y -3

Normdlvektor: n = (4,2, —1).
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Gradiens vektor

Definicié. Ha f : S — R differencidlhatd az (x,y) € intS-ban,

akkor a DERIVALT egy kétdimenzids vektor, ez a GRADIENS:

grad f(x,y) = (fi(x,¥), f,(x,¥))

Ha az f fliggvény differencidlhaté V(x,y) € S pontban,

akkor a DERIVALT FUGGVENY grad f : S — R?
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Derivalhatdsag, 4j forma

[smétlés

f(x+Ax,y+Ay) = f(x, y)+£(x, y) Ax+£(x, y)Ay+o(||(Ax, Ay)|).

Bevezetve a jelolést:
Af(x,y) = f(x+ Ax,y + Ay) — f(x, y),

a derivalhatdsagi osszefliggés tomoren igy is irhatd:

Af(x,y) = grad f(x,y) - ( A ) + o(v/Ax2 + Ay?).

Ay
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Derivalhatdsag és parcidlis derivaltak

Tétel. Adott f: S — IR, (x0,0) € intS.
Tegyiik fel, hogy az (xo, yo) valamely U kornyezetében
e 3f(x,y), 3f)(x,y) parcidlis derivdltak ¥(x, y) € U,

e és ezek folytonosak (xp, yo)-ban.

Ekkor f differencidlhaté (xo, yo)- ban.

Megjegyzés. A Tétel feltétele elégséges feltételt ad a teljes
differencidlhatdségra.
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Biz. A Lagrange-féle kozépérték tételt alkalmazzuk:

f(x,y)—f(x0,y0) = <f(X,y)f(X,yo)) + (f(X,yo)f(X07y0)> —

= (58 o) + (Rem) - ax)
A parcidlis derivéltak folytonossaga miatt:
f,(x,6y) = f)(x0,%0) + €1,  f(&x, y0) = Fi(x0, %0) + €2,
ahol lim & =0, lim g =0.
Ax,Ay—0 Ax—0

Visszahelyettesitve:

f(x,¥)—f(x0, ¥0) = £i(x0, Y0) Ax + £,(x0, o) Ay +0(/ Ax? + Ay?),

azaz f differencialhato.
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l[ranymenti derivalt
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I[ranymenti derivalt értelmezése

f(x + Ax,y + Ay) értékeit csak megadott « irdnyban nézziik:

Ax = pcosa,

Ay =psina, p€R.

Definicié. Adott o € [0,27). Az v irdnyd IRANYMENTI

DERIVALT

Daf(X, y) - ,Qirg-i-

ha ez a hatarérték létezik.
Masik jelolés:

0
aiaf(x,)/)-

f(x+ ocosa,y + psina) — f(x,y)

%
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Irdnymenti derivalt, specialis esetek

Ax = pcosa, Ay =psina, o€ R.

1. Ha a =0, akkor: Dof(x,y) = fl(x,y).
2. Ha a = 7/2, akkor: Dy /of(x,y) = f)(x,y).
Megjegyzés.

Differencidlhatésdg ==  "minden irdnyban sima”.

Uia)= (481,085) 171(a)l =200 .
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I[ranymenti derivalt Iétezése

Allitas.
Tfh az f fuggvény differencidlhaté (x,y) € intD¢-ben.

Ekkor (x, y)-ban Va € [0,27) esetén 3 az irdnymenti derivalt, és

Daf(x,y) = fi(x,y)cosa + fi(x, y)sin .

Kovetkezmény. A specidlis esetek azonnal Idthatdk:
a=0 = Dof(x,y) = fy(x,y)cos 0 + fy(x.y)sin 0.

T LT
a=z = Dﬂ/zf(x,y):Ws‘@—i— f}f(x,y)smi.
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D.f(x,y) = f(x,y)cosa + f/(x, y) sina.
Biz. A differencidlhatésag miatt:
f(x+ pcosa,y + psina) =

= f(x,y) + f{(x,y)ocosa + f)(x, y)osin o + o(0).

f(x+ ocosa,y + osina) — f(x,y)
%

o(o)

= f(x,y)cosa + f)(x, y)sin a + —==
Q

— fo(x,y)cosa + fy(x,y)sina, ha o—0+.
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Irdnymenti derivalt, altaldban

Definicié. Adott v = (v, v2) irdny, melyre ||v| = \/vZ + v3 = 1.

A v IRANYMENTI DERIVALT az (x, y) pontban:

Df(xy) = lim. flx +ovi,y+0v) ~ flx.y)
o~ 0

ha ez a hatarérték létezik.

Kovetkezmény. Ha f differencidlhatd, akkor a D, f(x,y)

irdnymenti derivalt kiszamitdsa:

Dyf(x,y) = w1 fy(x,y) + va fy(x,y) = (grad f, v).
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Példa

Legyen f(x,y) = x>+ y2, v = (cosa,sin ).

fo(x,y) = 2x, fy(x,y) =2y = Daf(x,y) = 2x-cosa+2y-sin a.

Adott r sugar kor mentén: xg = rcos@, yg = rsinf.
Do f(x0,¥0) = 2rcosf cosa + 2rsin@ sina = 2r cos(f — «)

Lathatd, hogy
e D,f(xo,y0) maximilis, ha o = 0,

e |D,f(x0,y0)| minimélis, ha 6 — o = /2.

Vajon hogyan értelmezhetjiik geometriailag ezt a tényt?
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Az f(x,y) = x> + y? fiiggvény szintvonalai:

e D,f(xo,y0) maximilis, ha o = 6,

e D,f(x0,y0) =0, ha —a=mn/2.
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Magasabb rendii derivéltak

Definicié. f : S — R kétvéltozds fiiggvény, és (xo, o) € intS.

f KETSZER DIFFERENCIALHATO ebben a pontban, ha
o f differencidlhaté a (xo, yo) egy kornyezetében, tovabb3a

e fi(x,y) és f)(x,y) is differencidlhatéak az (xo, yo) pontban.

Tétel. Ha f kétszer differencidlhatd (xo, yo) € intDr pontban,
akkor

fo (X0, ¥0) = f (X0 ¥0)-

(Nem bizonyitjuk.)
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Hesse matrix

Definicié. Ha a fiiggvény kétszer differencidlhaté (xo, yo)-ban,
akkor a fliggvény MASODIK DERIVALTJA egy matrix:

f)é/((XanO) f;)/((Xo,yo)
H(xo,y0) =
f)ﬁ)//(XanU) f;)//(X07y0)

H(xo, yo) az adott ponthoz tartozé HESSE MATRIX.
Kovetkezmény. Hesse matrix mindig szimmetrikus.

Megjegyzés. Egy kétvaltozos fuggvény elsé derivaltja kétdimenzids

sorvektor, masodik derivaltja 2 x 2 dimenziés matrix.
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Kitekintés IR"-re

Folytatds
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Teljes derivalt

f: S — IR n-valtozds valds fiiggvény, x belsé pontja S-nek.

Definicié. Az f fliggvény TELJESEN DIFFERENCIALHATO x-ben,
ha 3A € R", hogy VAx = (Ax, ..., Ax,) elegendéen kicsi

megvaltozas esetén, melyre x + Ax € S:

f(x + Ax) = f(x) + AAx + o(||Ax||),

ahol [|Ax]| = \/Ax? + ...+ Ax2.
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f(x + Ax) = f(x) + AAx + o(||Ax||)

Tétel. Ha f differencidlhaté egy a € S belsd pontban, akkor

A= (fi(a),....f (a)) = :grad f(a).

Tétel. f: S — R, a€intS. Tfh az a valamely U kdrnyezetében
o |éteznek az f)ﬁk(x), k = 1,...n parcidlis derivaltak, Vx € U,
e és folytonosak a-ban.

Ekkor f differencidlhaté a- ban.
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Masodik derivalt

Definicié. Tfh az f fliggvény parcidlis derivaltfliggvényei teljesen
differencidlhatéak x € D¢-ben.
A MASODIK DERIVALT egy matrix H(x) € R™", melynek

(i,/)-dik eleme
0*f

- Ox;0x; x)-

H(x) az x pontbeli HESSE MATRIX.

Hij(x)

24 /25



I[ranymenti derivalt

Definicié. Adott az f : S — IR, és x € intS. Adott egy

v={(vi,...,vp) irdny, mely ||v|]| = 1. Az f fiiggvény v IRANYU
DERIVALTJA:
f —f
Dyf(x) = lim [ =FX)
0—0+ Y

ha a fenti hatarérték létezik és véges.

Tétel. Ha f teljesen differencidlhaté x-ben, akkor Vv-re 3D, f(x),

és

Dy, f(x) =vifl (x) + ... + vafl (x) = Y vifl(x) = (grad £(x), v).
i=1
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