Kétvaltozods fuggvények derivaldsa 2. rész

2021. marcius 3.

/16



Differenciilszamitas IR%-ben.

[smétlés
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Parcialis derivalt

Definicié. Legyen f: S — R, S C IR?, és (xo, yo) € intS.

A fliggvény x szerinti PARCIALIS DERIVALTJA (X, yo)-ban:

fi(x0, o) = lim f(x, ¥0) — f(x0, y0)

X—X0 X — X0

, ha létezik és véges.

A fliggvény y szerinti PARCIALIS DERIVALTJA az (xo, yp) pontban:
f(X07y) - f(XOa)/O)

f,(x0, y0) = lim , ha létezik és véges.

Y=y Yy =X
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Parcialis derivaldsok sorrendje

Tétel. f:S =R, Py = (x0, ) € intS. Tfh U kdrnyezete

Po-nak, melyben 3£/ és 3f), és ezek (xo, yo)-ban folytonosak.

Akkor
foy (%0, ¥0) = £ (0, ¥0)-
(Azaz a derivélasok sorrendje felcserélhetd.)

Kovetkezmény. Ha a megfelel6 parcidlis derivéltfiiggvények
folytonosak:

111 117 1

XXy XyX YXX
és igy tovabb...
8, = £, = 8 = .
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Kitekintés IR"-re
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Pontok IR"-ben

Definicié. IR" elemei a rendezett szam n-esek:
P=(x1,...,Xn), P ' =(x{,...,x)).

Ezek az n DIMENZIOS TER PONTJAL.

Példa. P = (x1,...,x,) didkok testhémérséklete 10-kor.

A két pont TAVOLSAGA:

n

D i —x)? =

i=1

PP =

(e T R P

" Ossz-Hémérséklet” valtozasa.

6
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Halmazok IR"-ben

Definicié. P = (xi,...,xn) kérnyezetei n-dimenziés GOMBOk:

S(P,e) = {Q:(x{,...,x,',) eR": Z(xk—x,'()2 <52}.

k=1

Definicié. TEGLALAP. Legyenek ay < by € R, k =1,2,...n.

T={(x1,...,xn): ax <xx < b, k=1,...,n} CR".

T = [a1, b1] X ... X [ap, by] n-dimenziés INTERVALLUM.

Definicié. BELSO pont, HATARpont, KULSO pont ...
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Fuggvény, definicidk
SCcR" f:S— R n-vALTOZOS FUGGVENY.

f(x)="Ff(x1,...,Xn)

Specidlis eset: n = 3. A valtozdk (x, y, z).

" Abrdzolads": SZINT FELULETEK.

f:IR> = R. Vk € Ry

{(xy:2) = f(x,y,2) = k}.
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Fuggvény folytonossaga, hatarértéke

Ugyanaz... Pl. a hatarérték:
Definicié. f: S — R, S C IR". n-valtozés fv.

Tth xo = (x01,- - -, Xon) egy torlédasi pontja S-nek.

f HATARERTEKE az xg pontban L, azaz
lim f(x) =L,
X—X0

ha minden € > 0 -hoz létezik § > 0 szdm, hogy Vx € S-re

0<|[x=x0l|<d = |f(x)—1L|<e.

Definicié. f FOLYTONOS az xg € Dy pontban, ha ....fejezzék be
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Fuggvény parcidlis derivalt
f:S— R n-vdltozés fv. x = (x1,...,%) € intS.

Definicid. Az i-dik valtozé szerinti PARCIALIS DERIVALT:

£ (x) = lim F(X1y ey Xim1, & X1 -+ oy Xn) — f(xl,...x,-,...,x,,)’
f—)X,' g—X,'

o, O
ha a fenti hatartérték létezik és véges. Tovabbi jelolés a—f(x)
Xi

Definicié. Magasabb rendii parcidlis derivaltak, pl.

62 83

f ———f tb.
axl 8X2 ’ 8x1 82X3 ’ >
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Teljes differenciadlhatdsag

R%-ben
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[smétlés

"f differencidlhaté az x € intDf pontban”, ha a hatarérték létezik:

) f(x+ Ax) — f(x) ,
| =f = A.
Aim, Ax (x)

Ez azt jelenti, hogy ha Ax elég kicsi, akkor
f(x + Ax) = f(x) + AAx + e(Ax) - Ax,
ahol A fuggetlen Ax-td6l és

lim e(Ax)=0.

Ax—0

Tehat f jol kozelithetd linedris fliggvénnyel.
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Derivalhatdsag

Definicié. Egy h(x) fliggvény KISORDO a 0-ban, ha

Ezt gy jeloljik, hogy h(x) = o(x). (Persze lim h(x) = 0 is!)

x—0

Definicié. f:S — IR, és (x,y) € intS. Az f fliggvény

DIFFERENCIALHATO (x, y)-ban, ha 3A, B, C, melyekre

f(x+ Ax,y + Ay) = AAx + BAy + C + o(v/ Ax? + Ay?)

elegendden kicsi Ax és Ay mellett, A, B, C ftlenek Ax, Ay-tél.
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Ismétlés:
f(x+Ax,y + Ay) = AAx + BAy + C + o(y/Ax? + Ay?)
Tétel. Ha f differencidlhaté az (x,y) pontban, akkor

1. folytonos az (x,y) pontban,

2. és léteznek az (x, y) pontban a parcidlis derivaltak.
Tovabba a képletben szereplé konstansok:

C=f(xy); A=£f(xy):  B=fixy).
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Bizonyitas
f(x+ Ax,y + Ay) = AAx + BAy + C + o(y/Ax? + Ay?)
Ha Ax=Ay=0 = f(x,y)=A-0+B-0+C+0=C.

f(x+ Ax,y + Ay) = AAx + BAy + f(x,y) + o(/Ax?% + Ay?)

A folytonossdg igazoldsa:

f(x+ Ax,y + Ay) — f(x,y) = ADx + BAy + o(/Ax2 + Ay?)— 0.

Parcialis derivaltak kiszamitasa:

. f(x+ Ax,y) —f(x,y) . o(|Ax])
! = lim : = = + ——>)=A
h(x.y) A|)|<—>0 Ax Allm—m(A Ax )
. fx,y+Ay)—f(x,y) / : o(|Ay|)
m = Ly) = B+ —%)=8B
A|y|—>0 Ay fy(x/y) AI}I/m—>0( Ay )
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Derivalhatésag. Osszefoglalds
f:S — R kétvéltozés fliggvény, (xo, yo) € intDs.
Ha f diff-haté (xo, yo)-ban, akkor:
f(x,y) = f(x0, ¥0) + fe(x0, Y0) Ax + f;(x0, o) Ay + o([|(Ax, Ay)),
ahol Ax = x — xp, Ay =y — yp.

Definicié. Az (f/(x0, y0), f,(x0, ¥0)) kétdimenzids vektor a

FUGGVENY GRADIENSE az adott pontban.

grad f(xo, y0) = (fi(x0, 0), f; (0, y0))
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