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Differenciálszáḿıtás IR2-ben.

Ismétlés
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Parciális derivált

Defińıció. Legyen f : S → IR , S ⊂ IR2, és (x0, y0) ∈ intS .

A függvény x szerinti parciális deriváltja (x0, y0)-ban:

f ′x(x0, y0) = lim
x→x0

f (x , y0)− f (x0, y0)

x − x0
, ha létezik és véges.

A függvény y szerinti parciális deriváltja az (x0, y0) pontban:

f ′y (x0, y0) = lim
y→y0

f (x0, y)− f (x0, y0)

y − y0
, ha létezik és véges.
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Parciális deriválások sorrendje

Tétel. f : S → IR, P0 = (x0, y0) ∈ intS . Tfh ∃U környezete

P0-nak, melyben ∃f ′′xy és ∃f ′′yx , és ezek (x0, y0)-ban folytonosak.

Akkor

f ′′xy (x0, y0) = f ′′yx(x0, y0).

(Azaz a deriválások sorrendje felcserélhető.)

Következmény. Ha a megfelelő parciális deriváltfüggvények

folytonosak:

f
′′′
xxy = f

′′′
xyx = f

′′′
yxx .

és ı́gy tovább...

f
(4)
xyxy = f

(4)
xxyy = f

(4)
yyxx = ...
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Kitekintés IRn-re
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Pontok IRn-ben

Defińıció. IRn elemei a rendezett szám n-esek:

P = (x1, . . . , xn), P ′ = (x ′1, . . . , x
′
n).

Ezek az n dimenziós tér pontjai.

Példa. P = (x1, . . . , xn) diákok testhőmérséklete 10-kor.

A két pont távolsága:

‖P − P ′‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − x ′i )
2 =

=
√

(x1 − x ′1)2 + (x2 − x ′2)2 + · · ·+ (xn − x ′n)2.

”Össz-Hőmérséklet” változása.
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Halmazok IRn-ben

Defińıció. P = (x1, . . . , xn) környezetei n-dimenziós gömbök:

S(P, ε) =

{
Q = (x ′1, . . . , x

′
n) ∈ IRn :

n∑
k=1

(xk − x ′k)2 < ε2

}
.

Defińıció. Téglalap. Legyenek ak < bk ∈ IR, k = 1, 2, . . . n.

T = {(x1, . . . , xn) : ak ≤ xk ≤ bk , k = 1, . . . , n} ⊂ IRn.

T = [a1, b1]× . . . × [an, bn] n-dimenziós intervallum.

Defińıció. Belső pont, határpont, külső pont ...HF
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Függvény, defińıciók

S ⊂ IRn, f : S → IR n-változós függvény.

f (x) = f (x1, . . . , xn).

Speciális eset: n = 3. A változók (x , y , z).

”Ábrázolás”: szint felületek.

f : IR3 → IR. ∀k ∈ Rf

{(x , y , z) : f (x , y , z) = k}.
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Függvény folytonossága, határértéke

Ugyanaz... Pl. a határérték:

Defińıció. f : S → IR, S ⊂ IRn. n-változós fv.

Tfh x0 = (x01, . . . , x0n) egy torlódási pontja S-nek.

f határértéke az x0 pontban L, azaz

lim
x→x0

f (x) = L,

ha minden ε > 0 -hoz létezik δ > 0 szám, hogy ∀x ∈ S-re

0 <‖x − x0‖< δ =⇒ |f (x)− L| < ε.

Defińıció. f folytonos az x0 ∈ Df pontban, ha ....fejezzék be
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Függvény parciális derivált

f : S → IR n-változós fv. x = (x1, . . . , xn) ∈ intS .

Defińıció. Az i-dik változó szerinti parciális derivált:

f ′xi (x) = lim
ξ→xi

f (x1, . . . , xi−1, ξ, xi+1 . . . , xn)− f (x1, . . . xi , . . . , xn)

ξ − xi
,

ha a fenti határtérték létezik és véges. További jelölés
∂

∂xi
f (x)

Defińıció. Magasabb rendű parciális deriváltak, pl.

∂2

∂x1∂x2
f ,

∂3

∂x1∂2x3
f , stb.
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Teljes differenciálhatóság

IR2-ben
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Ismétlés

”f differenciálható az x ∈ intDf pontban”, ha a határérték létezik:

lim
∆x→0

f (x + ∆x)− f (x)

∆x
= f ′(x) = A.

Ez azt jelenti, hogy ha ∆x elég kicsi, akkor

f (x + ∆x) = f (x) + A∆x + ε(∆x) ·∆x ,

ahol A független ∆x-től és

lim
∆x→0

ε(∆x) = 0.

Tehát f jól közeĺıthető lineáris függvénnyel.
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Deriválhatóság

Defińıció. Egy h(x) függvény kisordó a 0-ban, ha

lim
x→0

h(x)

x
= 0.

Ezt úgy jelöljük, hogy h(x) = o(x). (Persze lim
x→0

h(x) = 0 is!)

Defińıció. f : S → IR, és (x , y) ∈ intS . Az f függvény

differenciálható (x , y)-ban, ha ∃A,B,C , melyekre

f (x + ∆x , y + ∆y) = A∆x + B∆y + C + o(
√

∆x2 + ∆y2)

elegendően kicsi ∆x és ∆y mellett, A,B,C ftlenek ∆x ,∆y -tól.
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Ismétlés:

f (x + ∆x , y + ∆y) = A∆x + B∆y + C + o(
√

∆x2 + ∆y2)

Tétel. Ha f differenciálható az (x , y) pontban, akkor

1. folytonos az (x , y) pontban,

2. és léteznek az (x , y) pontban a parciális deriváltak.

Továbbá a képletben szereplő konstansok:

C = f (x , y); A = f ′x(x , y); B = f ′y (x , y).
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Bizonýıtás

f (x + ∆x , y + ∆y) = A∆x + B∆y + C + o(
√

∆x2 + ∆y2)

Ha ∆x = ∆y = 0 =⇒ f (x , y) =A · 0 + B · 0 + C + 0 = C .

f (x + ∆x , y + ∆y) = A∆x + B∆y + f (x , y) + o(
√

∆x2 + ∆y2)

A folytonosság igazolása:

f (x + ∆x , y + ∆y)− f (x , y) = A∆x + B∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)−→ 0.

Parciális deriváltak kiszáḿıtása:

f ′x (x , y) = lim
∆x→0

f (x + ∆x , y)− f (x , y)

∆x
= lim

∆x→0
(A +

o(|∆x |)
∆x

)= A.

lim
∆y→0

f (x , y + ∆y)− f (x , y)

∆y
= f ′y (x , y) = lim

∆y→0
(B +

o(|∆y |)
∆y

)= B.

15 / 16



Deriválhatóság. Összefoglalás

f : S → IR kétváltozós függvény, (x0, y0) ∈ intDf .

Ha f diff-ható (x0, y0)-ban, akkor:

f (x , y) = f (x0, y0) + f ′x(x0, y0)∆x + f ′y (x0, y0)∆y + o(‖(∆x ,∆y)),

ahol ∆x = x − x0, ∆y = y − y0.

Defińıció. Az (f ′x(x0, y0), f ′y (x0, y0)) kétdimenziós vektor a

függvény gradiense az adott pontban.

grad f (x0, y0) = (f ′x(x0, y0), f ′y (x0, y0))
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