Kétvaltozds fuggvények 2. rész

2021. marcius 1.
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Hatarérték IR%ben.
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Hatarérték

Definicié. f:S — R, S C R?. Kétvaltozés fv.
Tth Py = (X0, yo) egy torlddasi pontja S-nek.

f HATARERTEKE a Py = (xo, yo) pontban L, azaz

lim f(x,y)=1L,
(x,¥)—(x0,¥0) ()

ha minden € > 0 -hoz létezik § > 0 szam, hogy V(x,y) € S-re

0 <\/(X—Xo)2 +(y—w)<d = |f(x,y)—Ll<e.
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Atviteli elv

Ismétlés: hatdrérték.

0</(x —x0P + (v —w)P<d = [f(xy)—Ll<e.

Tétel. A kovetkezd két 3llitas ekvivalens:

1. lim f(x,y)=L.
(x,¥)—(x0,0) bey)

2. Y(P,) C S sorozatra, P, = (xn, yn) # Po = (X0, ¥0):
ha lim P, =P = lim f(P,) = L.

n—oo n—o00
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1. Példa. S ={(x,y),y > 0}, és f(x,y) = e /¥
Legyen Py = (x0,0), ahol xp # 0 rogzitett. Ekkor

. 2 . 2
[im e XY = lim e %/Y = 0.
(X,y)H(X(),O) y_>0+

Vajon  lim . f(x,y) =07

(>x,y)—(0,0)

Tth az y = kx? parabola mentén tartunk a (0,0)-hoz.

k > 0 fix, és P, := (xn, kx2), ahol x, — 0. Ekkor lim P, = (0, 0).

x|

f(Pn) —enlki = o7k — im f(Pp) =e k.

n—oo
Tehat a (0,0)-beli hatdrérték fiigg a sorozat valasztasatdl, ezért a

fliggvény hatarértéke nem létezik a (0,0) pontban.
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2. Példa.
X+ 2y

ha 3x—y#0
3x —y

f(x,y) =
0 ha 3x—y=0

Legyen a, = 1/n, és nézziink két pontsorozatot:
2 2
P, = (an,a3;), P, = (a5 an)

Ekkor lim P, = lim P, = (0,0). Msrészt
n—oo

n—oo

1/n+2/n*  n+2 f(P;)71+2n

f(P”)_3/n—1/n2_3n—1’ - 3-n’
= i f(P’)—} lim f(P,) = —2
Pl =3 AP = -2

Ezért az origdban nincs hatarértéke a fliggvénynek.
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Hattér: (0, 0)-beli hatarérték "kétfajta kozelitéssel”

. . o x+2y ) X 1
1.) lim ( lim = lim — =-.
x—0 \y—0 3x -y x—0 3x 3
2 2
2)  lim <Iim Xt y) — lim 2= o
y—0 \ x—0 3X<—-y y—0 —y

1
—2 £ . eZért
#+ 3 ezér

nincs hatarérték.

. és ha a fenti hatdrértékek egyenl6ek lennének...?
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Differenciilszamitas IR ben.

8/27



Valds fuggvény derivalt kiterjesztés?

Ismétlés.

f:IR — R és xg € intDf. f DIFFERENCIALHATO Xp-BAN, ha

3 lim fx) = flxo) _ f'(xo) df( 0)

x—=x0 X — X dx
Kozvetlen kiterjesztés két valtozéra?

f:S—1R,SCIR?és (xo,y) € intS, belsd pont.

lim f(Xay)_f(X0>YO):

Gond?
(x,¥)=(x0,¥0) (Xa}/) - (X07y0)
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Parcialis derivalt

Definicié. Legyen f : S — IR, S C IR, és (xo, o) € intS.
A fliggvény x szerinti PARCIALIS DERIVALTJA (X, yo)-ban:

lim f(x, y0) — f(x0, ¥0)
X—rX0 X — XO ’

ha létezik és véges a fenti hatarérték.

) Ve 6f-
Jeldlés: f!(xo, o), vagy &(X07y0)-
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x szerinti parcialis derivalt

Rogzitett y = 1 mellett egy-valtozds fiiggvényt kapunk. Ennek

derivaltjat szamoljuk.
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Parcialis derivalt

Definicié. Legyen f : S — R, S C R?, és (xo, o) € intS.

A fliggvény y szerinti PARCIALIS DERIVALTJA az (xp, yo) pontban:

im f(x0,y) — f(x0, y0)
Y=Y Y —Y0

ha létezik és véges a fenti hatarérték.

Jelolés: f)(xo,y0), vagy g;(xoa)/o)-
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Parcialis derivaltak

A parcialis derivaltak most is szimolhatdk igy:

f):(Xo,yo) = lim f(XO + h’yo) — f(X07y0)
h—0 h

m f(x0, o + h) — f(x0, y0)

f;(X07 YO)

h—0 h
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Példa

f(x,y) = xy. Ennek parcidlis derivaltjai

) (x+h)2y —x*y . 2xhy + h%y
= = | =2
hlx.y) Iino h h0 h
Hasonldan
x(y + h) — x?y x2h
/ = —= — I — 2
fy(x.y) /lvlno h o h
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Parcidlis derivéltak értelmezése
Rogzitett yp mellett f1(x) := f(x, o) egyvaltozds valds fiiggvény.
Ha (xo,y0) € intDf, = xp € intDy,. Ekkor

0
af(xm ¥0) = fll(XO)'

Rogzitett xp mellett f(y) := f(xo, y) egyvéltozds valds fiiggvény.

Ha (x0,%0) € intDf = yo € intDy,. Ekkor

0
a*yf(XO,J/o) = f,(0)-

Definicié. f; és f, az eredeti fiiggvény METSZETFUGGVENYEL.
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Parcidlis derivaltfiggvény

Definicié. f: S — R kétvéltozés valds fliggvény. Tth V(x,y) € S
esetén létezik f(x, y).

A PARCIALIS DERIVALTFUGGVENY:

f.:S—=R, (xy)—fi(xy).

A parcidlis derivaltfliggvény ugyanolyan tipusi, mint az eredeti:

kétvaltozos, valds fliggvény.
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Mdsodrendii parcidlis derivaltak

Definicié. Ha a parcidlis derivaltfiiggvénynek létezik parcidlis
derivéltja, akkor MASODRENDU PARCIALIS DERIVALTat kapunk.

Példaul:

o 0 o ROy 4+ h) = fl(x,y)
oy (ax o y) = fim h ~

82
e f(x,y) = fy(x,y)

Tovébbi jelolések: 5

yox
faoy(x,¥) és . (x,y) a VEGYES mdsodrendi parcidlis derivéltak.
y)

feoc(X,y) és f7)(x,y) a TISZTA masodrendii parcidlis derivltak.
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Példa
f(x,y) = x% — xy + 3y°.

Az els6rend(i derivaltak:
fxy) = flxy)=2x—y.
Ox
f}f(x,y) = —f(x,y)= —x+6y.
A masodrendii derivaltak:

foalx,y) =2, frxy) =6,

f;;(xd’): _17 f//(X,y):—]..
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Magasabb rendii parcidlis derivaltak

Definicié. Ha a masodrendii parcidlis derivéltfiiggvénynek Iétezik
parcialis derivaltja, akkor HARMADRENDU PARCIALIS DERIVALTat

kapunk.

Példaul:

o, 0 o faboy +h) = f(xy)
@(@f(x,y)) = Jim p -

3

Wf(X,Y) = fx/;/y(X,Y)

Tovabbi jelolések:

Es igy tovabb...Negyed- otodrendii parcialis derivaltak.
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Parcidlis derivaltak és folytonossig?
Példa. Legyen

Y
flx,y) =4 X2 +y?
0 ha (x,y) = (0,0)

A parcialis derivéltak /éteznek a (0,0) pontban:

f(h,0) — £(0,0)

£(0,0) = lim - =0
—
(0, h) — £(0,0)
/ _ ) ) _
£,(0,0) = M}no - = 0.

Mégis, f nem folytonos (0,0)-ban! Valéban, a y = kx mentén

x - kx k

Flx ko) X2 + k2x2 1 + k2’

(0,0)-hoz tartva a hatarérték k-tdl figg.
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Parcidlis derivaltak és folytonossag

Tétel. f:S — R, kétvaltozés valés fliggvény, (xo, o) € intS.

Tfh az (xo, y0) vmely U C IR? kdrnyezetében 3f! és 3y, és

ezek korlatosak:

<M, Gy < M, Y(xy)eU.

Ekkor Az f FUGGVENY FOLYTONOS AZ (X, yo)-ban.

Bizonyitashoz el6készilet:
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Ismétlés
Tétel. (Lagrange-féle kézépérték tétel)
Tth f : [a, b] — R differenciadlhaté. Ekkor 3¢ € (a, b), melyre:

—a

A £ (b)

alf (a) < b
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Lagrange-féle kozépértéktétel, Gjra

Kicsit masképpen:

Tétel. Legyen f : [a,a+ h] — R differencidlhatd.
Ekkor 3¢ € (a,a+ h), melyre:

f(a+h)—f(a)=h-f(&).
Legyen £ = a+ 6h, ahol 0 < 6 < 1. Ekkor

f(a+h)—f(a)=f'(a+0h) - h.
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Tétel bizonyitas
Folytonossagot kell belatni.
[£(x,y) = f(x0, y0)| < |F(x, ) = F(x, 0) | + [£(x, 30) = (%0, 0)| = (¥)-
A Lagrange-féle kozépértéktételt haszniljuk:
f(x,y) = f(x, %) = fly) — B(v) = £(&)Ay = f,(x,,)Ay.

f(x,%0) = f(x0,y0) = f(x) — fi(x0) = (&) Ax = £ (&, yo) Ax.
= (%) <& y0)l|Ax] + [F(x,E)IAy| < M(|Ax| 4 |Ay]).

Tehat

[F(x,¥) = £(x0,y0)| < M(IAX[ +[Ay]) < My/(x = x0)2 + (v — y0)2.
Tehdt a fliggvény folytonos (xo, yo)-ban.
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X
f(x,y) = ﬁyyznem folytonos az origéban. Magyarazat.

Az eléz6 példa folytatasa.

Ha (x,y) # (0,0), akkor az x szerinti parcidlis derivalt:

Fx.y) = y( +y?) —xy(2x) _ y® - xPy
- (< +y?)? (2 +y2)*

Ez nem korlatos az origd kozelében, hiszen pl y = 2x esetén

6x3 6
(X, 2X) = 5 = =—
x(x:2x) 25x*  25x’
és ezért |f/(x,2x)| — oo ha x — 0. Tehdt nem meglepd, hogy a

fuggvény az origéban nem folytonos.
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Parcialis derivaldsok sorrendje

Tétel. 1:S =R, Py = (x0, %) € intS. Tfh U kdrnyezete
Py-nak, melyben

1. léteznek £, és f,.,

2. és ezek (xo, yo)-ban folytonosak.
Akkor

foy (%0, ¥0) = £ (0, ¥0)-

A fenti feltételek mellett itt a DERIVALASOK SORRENDJE
FELCSERELHETO.

A Tételt nem bizonyitjuk.
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Parcialis derivaldsok sorrendje

Kovetkezmény. Ha a megfelel6 parcialis derivaltfliggvények

folytonosak:

g g "
XXy XyX yxX*

és igy tovabb...

Feltéve, hogy a parcidlis derivaltak folytonos fliggvények, akkor:

£, = £, = £ = ..

Xyxy XXyy Yyxx —
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