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Fuggvény megadasa
Téglalap teriilete. T=x-y = T = T(x,y).
1
Mozgdsi energia. E = Emv2 = E=E(m,v).
Definicié. Adott S C R? tartomany.
f:$S =R f:(x,y)—u, (x,y)€S.

ET: Df (="domain”), EK : Rf (="range”)
u="~(x,y)

(x,y): fliggetlen véltozdk, u: fiiggd valtozd.

Példa. u = sin(xy) vagy u = In(y? + cos(x/2)). ...



Legegyszerlibb példak
1. Linedris fiiggvény. f(x,y) = ax + by + ¢, Df = R?.
2. Mdsodfoku polinom.
f(x,y) = a1x° + apxy + a3y + asx + asy + as, D = R>.

Definicié. PoLINOM = monomidlok dsszege.

Egy MONOMIAL: a,,x™y". Egyiitthatdja am, € R, foka: m + n.

Polinom foka = ...
Egy polinom HOMOGEN, ha a monomidljainak foka ugyanaz.
Példdul HOMOGEN MASODFOKU POLINOM:

f(x,y) = x2 + 2xy—|—y2.
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Geometriai reprezentacié

Ismétlés. Egyvaltozds fluggvény ~ gorbe két dimenzidban
Kétvaltozos fliggvény ~ feliilet hdrom dimenzidban

Az f : S — TR fiiggvényt a térben az (x, y, u) szdmharmasok irjak
le, ahol (x,y) € S és u= f(x,y). Az alabbi pontok:
{(x,y,u): u="f(xy), (x,y) €S} CR?

feltiletet alkotnak a térben.
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1. Példa feliletre
Legyen f(x,y) = x>+ y2. A feliilet egy darabja:
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2. Példa feluletre

Legyen f(x,y) = x> — y?. A megfeleld feliilet egy darabja:
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Szintvonalak IR?-ben

A sikban dbrazoljuk azokat az (x,y) pontokat, melyekre
f(x,y) =k, rogzitett k € R

Definicid. Ezek a SZINTVONALAK.

Példa. f(x,y) = x?> + y?. A szintvonalak koncentrikus korok:

u=x>+y>=k

27



Szintvonalak IR-ben. Tovabbi példa.

Példa. f(x,y) = x> — y?. A szintvonalak hiperboldk és egyenesek:

u=x>—y>=k
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Folytonossag IR-ben
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Folytonossag

Definicié. f: D — R, D C R?. Legyen Py = (xo,¥0) € D.

Az f fliggvény FOLYTONOS (xo, ¥o)-ban, ha

Ve > 0-hoz 39 > 0, melyre

Viey) €D y/(x—x0)* (v —y0)? <6
esetén teljesil, hogy

[f(x,y) — f(x0, y0)| <e.
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Sorozatfolytonossag

Definicid.

Az f fliggvény SOROZATFOLYTONOS a Py € Df pontban,

ha V(P,) C Ds sorozatra, melyre

lim P, = P,
n—o0

teljesiil, hogy
lim f(P,) = f(Po).

n—o00

12 /27



Folytonossag = Sorozatfolytonossag

Tétel.
Az f figgvény folytonos Py-ban <= sorozatfolytonos Py-ban.

Biz. Teljesen analég az egyvéltozds esettel,

Kovetkezmény. Folytonos fliggvények Osszege, szorzata,

skalarszorosa is folytonos.

Definicié. Ha az f fiiggvény Py € Dg-ben nem folytonos, akkor
ott SZAKADASA van.
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1. Példa folytonossagra és szakadasra

X ha y#£0
y
f(x,y):=

0 ha y=0

A fiiggvény V(x, y) pontban folytonos, ahol y # 0.
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2. Példa folytonossagra és szakadasra

2xy

212 ha (x,y) # (0,0)

f(x,y):=
0 ha (x,y)=(0,0)
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2xy

f(X>)/): m

A fliggvény (x, y)-ban folytonos, ha x # 0 és y £ 0.

Ha y # 0, akkor (-, y) folytonos, és Iim0 f(x,y)=0=17(0,y).
X—

Ha x # 0,akkor f(x, -), folytonos, és Iim0 f(x,y) =0=f(x,0).
y—

Tekintsiik az x = y egyenest. Az egyenes mentén f(x,x) = 1.

Legyen P, = (ap, an), ahol (a,) nullsorozat, akkor

lim Py=(0,0),  lim f(P,)=1# £(0,0).

Tehat f nem folytonos (0,0)-ban, és folytonos mindeniitt masutt.
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3. Példa folytonossagra
3. Példa. Legyen
X2y2

212 ha (x,y) # (0,0)

0 ha  (x,y) = (0,0)
Folytonos-e a (0,0) pontban? Tipp?
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2,2
X"y
f(x,y) = X2 12

Legyen (P,) egy olyan sorozat, melyre Ii_)m P, = (0,0).
n—oo
A pontsorozat polarkoordinatdkban: P, = (rs, 0,).
lim P,=(0,0) = lim r, =0, (6,) barmi lehet
n—00 n—oo

Ha (x,y) # (0,0), akkor

x2y? r? cos?(0) r? sin?(f)

f(x,y)= = = r? cos?(0) sin?(9).

x2+y2 2
Ezért valéban

lim £(P,) =0 = f(0,0),

n—o0

tehdt f folytonos az origéban.
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Kitéro: Bolzano tétel egyvaltozds fliggvényekre

Tétel.

f :[a, b] — R folytonos fiiggvény. Tegyiik fel, hogy f(a) < f(b).

Ekkor Ve, f(a) < ¢ < f(b)-hez 3¢ € (a, b),melyre (§) = c.

A
ftb)

______________ :
O
A
/Ta Ly
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Bolzano tétel kétvaltozos fliggényekre

Tétel. f: S — R folytonos fiiggvény, S C IR? Ssszefiiggd.

Adottak P = (x,y) € S és P = (x',y’) € S, melyekre
a=f(x,y)<f(x,y') = b.

Ekkor Vc € (a, b)-hez 3Q = (x0, y0) € S pont, melyre

f(Xo,yo) = C.

Példa nem Osszefiiggd tar-

tomdnyra:

Vajon ebben az esetben miért

nem igaz a Bolzano tétel?
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Bolzano tétel bizonyitds

S 6sszefiiggd, ezért Iy : [a, B] — IR? folytonos vonal, melyre

o) =(xy),  B)=(x.y).
v(t) = (x(t),y(t)) € S, és a koordinata-fiiggvények folytonosak.
Definidljuk F(t) := f ovy(t) = f(x(t), y(t)).
F : [a, 5] = R folytonos, melyre F(a) = a, és F() = b.

a<c<b = 3Fe(a,p), melyre F(&) = c.

Ezért a Q := (&) € S pontra f(Q) = c. RAJZ?
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Egyenletes- és Lipschitz folytonossag

Definicié. f: S — R, ahol S C IR? tartomdny. f EGYENLETESEN
FOLYTONOS S-ben, ha Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy

ha |P— P <6 akkor |f(P) — f(P")] < e.
A § = 6(g) szdm az e-hoz tartozé FOLYTONOSSAGI MODULUS.

Definicié. f : S — IR LIPSCHITZ FOLYTONOS S-ben, ha 3L > 0,

melyre
|f(P)—f(P)| <L-|P-P|, VP.P € S.

Az L szdm LIPSCHITZ-KONSTANS.
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Egyenletes- és Lipschitz folytonossag

Allits.
1. Ha f egyenletesen folytonos S-n = VP € S pontban

folytonos

2. Ha f Lipschitz folytonos egy tartomanyban — ott

egyenletesen is folytonos.

v

Bizonyitas. 2. Tetszbleges € > 0 szdmhoz a § :=

~| ™
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Korlatos és zart halmazon folytonos fliggvények

Tétel. (Heine tétel) S C R? korlatos és zart tartomany. Tfh
f 1S — IR folytonos fuiggvény. Ekkor f egyenletesen is folytonos.

Biz. Indirekt. Tth f nem egyenletesen folytonos. Ekkor e > 0,
melyre ( "V§ rossz”): V& > 0-hoz 3P, P’

|P—P'| <, de |f(P) — f(P")| > e. (1)

1
0= ;—hez is 3Py, P}, hogy

1
HPn—P,’,H<;, 1F(P,) — f(P)| >e VneN.

S korldtos = (Py), (P},) korldtosak, = 3 konvergens

rész-sorozatuk.

lim P, = P, lim P, = P'.

n—00 n—oo
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(El6z8 oldalrél)

lim Po=P,  lim PL=P,  |f(P,)—f(P))| >e.

Beldtjuk, hogy P = P’. Legyen 1 > 0 tetszéleges.

|P =Pl = 1P = Pot Py — Pyt Py = P <

<P =Pl + 1Py — P+ 1P, = PlI< L+ T+ 1,
3 3 3

igy a P = P’ € S pontban f folytonos = sorozatfolytonos.

lim £(P,) = lim f(P)). =<

n—o0o n—o0
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Weierstrass |. tétele

Tétel. Legyen S C R? korldtos és zart. f: S — R folytonos
fuggvény. Ekkor f korlatos.

Biz. Indirekt. Tfh R nem korlatos. Ekkor Vn-hez
P, = (Xna)/n) €S: ’f(Xn:)/n)‘ > n.
(Pp) korldtos. == 3(Pn,) konvergens, lim P, =: Py.

S zart, ezért Py € S, és itt f folytonos.

lim f(Xnka}/nk) = f(X07y0)< 0,

ng—00

de az indirekt feltevés szerint |f(xn,, Yn,)| > Nk, nk — 00. =<
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Weierstrass Il. tétele

Tétel. S C IR? korlatos és zart. f : S — IR folytonos fiiggvény.

Ekkor f felveszi a maximumat és minimumat.

Biz. 8 :=sup Rf < co. Ekkor 3(h,) C Ry, hogy

lim h, = 0, ahol  h, = f(Xna)/n)'

n—oo

(Pn) = ((xn, yn)) C S korlatos, tehdt 3(Py,) konvergens.

S zart, ezért P := klim Pn.€ S. P pontban f folytonos, tehdt
—00

lim f(P,,) = f(P), lim f(Pn,) =5,

k—o00 k—o0

ezért f(P)=p5€ Rr = [ = maxRys.

27 /27



