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Pontok és pontsorozatok IR*-ben.
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IR? pontjai

Ismétlés: IR a valds szamok halmaza.

'.9-8-7-6-5-4-3-2-1 01 23456 7829
R?: szédmpérok halmaza:

R>=R xR ={(x,y) : x,y € R}

1
o (2,3)
Azonositas. 1o
A szdmsik pontjai = (-3,1) T
| 1
rendezett szamparok I (LU R
-3 -2i-1 1 02 3 X
i 4+
P = (Xv y) ._"'?
(-15-25+4-
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Tavolsag

Definicié. P = (x,y) és P’ = (x',y') két pont IR?>-ben. Ezek
tdvolsaga:

PP = \/(x=xP+ (y =y,

Tovébbi jeldlések: p(P, P'), ||P — P’||. Az origébdl az (x,y)

pontba mutaté vektor hossza

G = VX2 + 2.

Héromszog egyenl6tlenség

16 y) + Oy DI < 106+ 164 YD
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r-sugard " gomb”

Definicié. Legyen adott a C € R? pont, C = (a, b), ésaz r > 0
valés szam. A C pont koriili r-SUGARU GOMB:

S(C,r)={PeR?: PC <r}.

Egy  korlemezt  kapunk C
kozépponttal.
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Pontsorozat a sikon

Definicié. Pontsorozat alatt sikbeli pontok sorozatat értjiik:
Pn = (Xn, ¥n), n=12...
1. Példa. Két pontsorozat:
P = (), P =((-1)"2).

Megjegyzés: A sorozat tagjai nem feltétlenil kiilonboznek.
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Pontsorozat korlatossaga

Definicié. A (P,) sorozat KORLATOS, ha 3S(C, r) gémb, amely a

sorozat minden elemét tartalmazza.

Azaz (P,) korlatos, ha létezik 3C = (a, b) és Ir > 0:

\/(Xn - 3)2 + (yn - b)2 <r VP, = (Xm)/n)'

1. Példa. (folytatas)
(1) = (

n, n?) nem korlatos,

P@) — ((~1)",2) korlatos.
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Pontsorozat konvergenciaja

Definicié. A (P,) C R? sorozat KONVERGENS és HATARERTEKE
Q € R?, ha
1Pn— @[l = 0. (1)

lim
n—oo

Ezt igy jeloljuk:
lim P, = Q.

n—o0

Megjegyzés. Az (1) egyenletben szamsorozat konvergenciaja

szerepel.
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Pontsorozat konvergenciaja

Definicié. (Ekvi) A (P,) sorozat konvergens és hatarértéke Q, ha
Ve > 0-hoz IN(e), hogy

Vn>N(e): |[|P,— Q| <e.

Masképp fogalmazva: Ve > 0 esetén az S(Q,e) gombédn kiviil csak

véges sok pont van (véges sok index).

Kovetkezmény. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.
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Pontsorozat példa

2. Példa. Legyen P, = (e~ "/*cos(n),e~"/*sin(n)), n € IN.

or;

or;
or,

or e, ep;

-1.5 -1 -0.5 @ R .
3 0.5 o, 15
or,

or;

1Py — (0,0)]| =[|Pall = V'e/2 cos? n+ e="/2sin2 n =

= Ve 2= N4 = |i_>m P, = (0,0).
n o0
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Pontsorozat koordinatai

Allitas. Tekintsiik a P, = (xn, yn) elemekbdl allé sorozatot.
Ekkor az alabbi két allitds ekvivalens:
1. (Pp) konvergens és lim P, = Q = (x,y).
n—o00

2. Az (x,) és (yn) sorozatok konvergensek és

lim x, = x lim y, =y.
n—o0 n—o0
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(P,) = ((x, yn)) konvergencidja. Bizonyitds

1. = 2. Ve > 0-hoz 3N(g), hogy Vn > N(e)-re |P, — Q| < e.

Ekkor

|Xn—X|S\/(Xn—X)2+(yn—y)2<€, o —y| < <e.

2. = 1. Ve > 0-hoz 3N(¢e) kiiszobindex, hogy Vn > N-re:

€ , €
|xnp — x| < — és =

n — <

Ekkor (xn — x)? + (yn — y)? < €2 igy

1Ps = QI = /(0 — X2 + (v — y)? < =.
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Cauchy-féle feltétel

Definicié.
A (P,) sorozat teljesiti a CAUCHY-FELE FELTETELT, ha

Ve > 0-hoz IN(g) kiiszobindex, amelyre

Vn,m> N : |Pn— P <e.

Allitss.

(P,) pontosan akkor konvergens, ha teljesiti a Cauchy-féle feltételt.
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Cauchy <= konvergens

Biz. «<—

Tfh a sorozat konvergens. Legyen ¢ tetszoleges. Akkor 3N

kiiszobindex, amelyre
|P,— Pl <e/2 Vn> N.
Ekkor ha n,m > N, akkor
1Pn = Pl < [|Pn = Pl + [P = Pml| <e/2+e/2=¢

A masik irdnyt nem bizonyitjuk.
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Bolzano-Weierstrass tétel IR>-ben

Tétel. Ha (P,) korlatos pontsorozat a sikon, P, = (X, ¥n),

akkor van konvergens részsorozata.
Bizonyitas. Ha (P,) korlatos, akkor (x,) és (yn) is korlatosak.

Ezért létezik (xp)-nek konvergens részsorozata: (xpm,),

és (ym, )-nak is van konvergens részsorozata: (yp, ).

Ekkor (Pp, = (Xn, Y¥n,)) konvergens.

15/26



Halmazok IR*-ben

IR? részhalmazait TARTOMANYoknak is nevezziik.

Példa. TEGLALAP. Legyenek a < b és ¢ < d adott valds szamok:

T={(x,y): a<x<b, c<y<d}=]ab]x]cd]

-
=
)
5]
=]
wm
W - — — —
"
wm
-
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Halmazok IR%*-ben

Példa. GOMB. (Ez kétdimenzidban egy korlemeznek felel meg.)

Legyen r > 0 valés szam és C = (a, b) € R?.

S(Cr) = {0 y): \J(x — a2+ (y — b) < r}.

0.s

1.5
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Kornyezet

Ismétlés. 1-dimenzidban az a € R pont kornyezetei:

U= (a—e,a+e¢), tetszbleges ¢ > 0 esetén.

Ezt dltaldnositjuk.
Definicié. P = (x, y) pont kérnyezetei U = S(P, ) C R?

tetszbleges € > 0 esetén.
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S c IR? tartomany

Definicié. @ € S BELSO PONTJA S-nek, ha Q-nak U

kornyezete: ,
melyre U C S.

Q € R? KULSO PONTJA S-nek, ha Q-nak U kdrnyezete:
uns=0.

Q € IR? HATARPONTJA S-nek, ha Q-nak VU kdrnyezetére:
JPreU:P eS,é3IP cU:P" ¢65.

Kovetkezmény. VS C IR? esetén a sik 3 diszjunkt részre
oszthatd:
S =ext(S) Uint(S) U IS.
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Halmazok IR%*-ben

Definicié. Az S halmaz zdrt, ha minden hatdrpontjat tartalmazza.

S nyilt, ha minden pontja belsé pont. Az S halmaz lezarésa:
S=5uUdS.

Példa. Az S(C,r) gomb nyilt halmaz.

Ennek hatarpontjai, ill. lezarasa:

AS(C,r)={P: ||P—C| =r},

S(C,r)=A{P: ||[P-C| <r}.
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Halmazok IR%*-ben

Példa. Legyen S = {(x,y): x,y € Q}. Ekkor S = IR

Definicié. P az S halmaz torlédési pontja, ha 3(P,) C S sorozat,
melyre P, # P és lim P, = P.
n—oo

Torlédasi pontok lehetnek belsé pontok és hatarpontok.

Z3art halmaz minden torlédasi pontjat tartalmazza.
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Folytonos vonal IR*-ben

Definicié. Adottak P, P’ € IR?. Az ezeket Gsszekdtd VONAL egy
fuggvény EK-e, melyre

vila, Bl = R?,  ya)=P, A(B)=P

Két pontot 6sszekotd vonal.
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Folytonos vonal IR*-ben

A ~(t) € IR? pont koordinatait jeldlje v(t) =: (x(t), y(t)).
x,yilo.f] = R
Tth az (x(t), y(t)) koordinata-fliggvények folytonosak.

A {~(t) : t € [o, B]} vonal is IR?-beli részhalmaz, természetes

modon.

Definicié. S ¢ IR? 0sszEFUGGO, ha barmely két pontjat

kivalasztva tartalmaz egy Oket 0sszekotd folytonos vonalat.
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Szakasz IR*-ben

Definicié. Legyen P = (x,y), P’ = (¥, y') € R2.

A két pontot 0sszekotd SZAKASZT az alabbi fliggvény irja le:
v:[0,1] = R2,  A(t):=P+t(P —P).

Specidlisan tehdt v(0) = P, (1) = P'.

Definicié. Az S € IR? tartomany KONVEX, ha barmely két

pontjaval egylitt az Oket 0sszekotd szakaszt is tartalmazza.
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Szakasz IR*-ben: (t) := P + t(P' — P)

A szakasz is folytonos vonal, az aldbbi koordinata-fuggvényekkel:

x(t) = x + t(x' — x), y(t)=y+t(y' —y).

v

Két pontot 0sszekotd szakasz.
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Polarkoordinatak

Eddig sikbeli pontot Descartes-féle koordinarendszerben adtuk

meg. P = (x,y).

Definicié. Egy (x,y) € IR? pont polarkoordinatai (r,#), melyek:
e r: a pont origétdl vett tivolsiga, r € R U {0}
e : az origébdl a pontba mutatd vektornak az x tengely pozitiv

részével bezdrt szoge, 6 € [0, 27).

A
Yy
Ha r és ¢ adottak, akkor
P P(Tva)
R x = rcos(f), y = rsin(f).
r ..
,/\ :?b A hozzérendelés egy-egyértel-

i : » mii, kivéve a (0,0)-t.

rcosf T
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