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Fourier sor. Ismétlés

Definicié. Legyen f 2w szerint periodikus fliggvény, mely

integralhaté [—m, 7]-ben.

Az f fliggvény FOURIER SORAT igy értelmezziik:

~

o0
50 + kz_:l ay cos(kx) + by sin(kx)), ahol

™

ax = 1/f(x) cos( kx)dx, bk = 71T/f(x) sin(kx)dx

™
-7

—T
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Derivéltfiggvény Fourier sora. Ismétlés

Tétel. Az f : IR — IR fiiggvény 27 szerint periodikus.

Tfh. a [—m, 7] intervallumon f véges sok pont kivételével

folytonos, és a szakadasi pontok elséfaji szakadasok.

f Fourier sora: ~

20_|_kzl ak cos(kx) + by sin(kx)),

Tfh f véges sok pont kivételével differencidlhatd.

Ekkor az f' fiiggvény Fourier sora:

o0

f' ~ > (—akksin(kx) + bk cos(kx)).
k=1



g(x) = |x| Fourier sora

Példa. Legyen g(x) = |x|, ha x € [—m, 7], egyébként 27 szerint

periodikus.

Mivel g péros, ezért by = 0. (Tehat sin(kx) egyiitthatéja 0, Vk.)
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g(x) = |x| Fourier sora
bx = 0 minden k-ra. A tobbi egyiitthaté:

(g(x)=x, xe[0,71]) = a= /
0

™

2
ak = — /xcos(kx)dx =

s

21
—Wk/sin(kx)dx:
0
ha k=2n>0,
ha k=2n-+1.
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g(x) = |x| Fourier sora

0 ha k=2n>0,
dg = T, di =
41
3 ha k=2n+1.
igy g Fourier sora:
T 4 cos(3x)  cos(5x)
g~ 5~ (cos(x) + 32 =2

-2 - 0
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Elojel fliggvény és Fourier sora Ismétlés.

1, ha 0<x<m,
f(x)=14 0, ha x=0, £,
—1, ha —7m<x<0,

f(x) = f(x+2m) egyébként.

f Fourier sora:
o0

.
27

£ 4 Z sin((2k — 1)x) _ % <sin(x) n sin(3x) n

T 2k —1

k=1

Si"(SSX) T > .



Hasonlitsuk ossze:

f(x) =sgn(x), és g(x) = |x|, ha x € [—m, 7], egyébként 27 szerint

periodikusak.

-2 - 0

27
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Mi a kapcsolat?
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f(x) =sgn(x) és g(x) = |x| Fourier sora

Mivel x # km esetén f(x) = g’(x), ezért g Fourier sorat

megkaphatjuk tagonkénti derivéldssal:

A Fourier sorok:

5 (Cos(x)-+-cos(3x) 4 o) *"")

E~5 1 32 52

4 (. sin(3x)  sin(5x) sin(2k — 1)
f W(smx—i— 3 + 5 ++ﬁ+ .
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Fourier sor konvergenciaja
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ElGjel fliggvény és Fourier polinomja n = 10 taggal.
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A flggvény és Fourier sora

Milyen feltételek mellett teljesiil, hogy az f fliggvény el6all

Fourier sora osszegeként?

(0.9]
?0 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)).

k=1
Egyenletesen konvergens Fourier sor esetén ez igaz. /

Ennél joval kevesebb is elég lesz, errdl szdl a kovetkezd tétel.
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Fourier sorok alaptétele

Tétel. f 27 szerint periodikus fiiggvény, mely [—m, 7]-ben

1. szakaszonként folytonosan differencidlhatd,

2. csak véges sok els6 faji szakaddsi helye van,

f(xo+0)+ f(xo—0)
> .

3. az xg szakadasi pontban f(xg) =

Ekkor

?O + ; ak cos(kx) + by sin(kx))

ay = 1 /7r f(x) cos(kx)dx, bk = 1 /7r f(x) sin(kx)dx.

7 T J—x
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Alkalmazas. f(x) = |x| Fourier sora

Példa. Legyen f(x) = |x|, ha x € [—m, 7], egyébként 27 szerint

periodikus.

T 4 cos(3x)  cos(5x)
f~2—ﬂ_<cos(x)+ 32 + ) + ...

(Ezt mar lattuk.)
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f(x) = |x| Fourier sora
f eleget tesz a Fourier sorok alaptétele feltételeinek:

[—7, 7]-ben szakaszonként folytonosan differencidlhatéy/

és nincs szakaddsi helye / Ezért:

T 4 cos(3x)  cos(5x)
‘X‘ :E_; <cos(x)+ 32 + 52 +... ], VXE[—?T7 7T].
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f(x) = |x| Fourier sora

Tehdt Vx € [—7, 7]

: (cos(x) 4 °°S3(23X) 4 C°55(25X) +.. ) |

s
x| 5

Specidlisan, legyen x = 0.
o= *(isli Ly
2 7 32 52 )7

1 1 2

azaz atrendezve

1+

!

Mit kapunk az f(x) =sgn(x) sorfejtésébdl x = 5 helyen?
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Fourier sor konvergencia-sebessége
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Fourier sorok alaptétele (ismétles)

Tétel. f: IR — R 27 szerint periodikus fv, mely [—, 7]-ben
e szakaszonként folytonosan differencidlhatd,

e max véges sok els6 faju szakadasi helye van,
f(xo+0)+ f(xo—0)
5 )

e az xp szakadasi pontban: f(xp) =
Ekkor

= EO +k2_:1 ay cos(kx) + by sin(kx)),

ay = 1 /7r f(x) cos(kx)dx, by = 1 /7T f(x) sin(kx)dx.

s s

—T —T
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= EO + kz:l ay cos(kx) + by sin(kx))

Mit mondhatunk a fenti végtelen sor konvergecia-sebességérol?

Lemma. Tetszéleges n € IN esetén

) 2
71r/ (f(x) — % — ) (ak cos(kx) + by Sin(kx))> dx =

k=1

1 [7 a2 n
7r/ F2(x)dx — 50 =Y (4 + b}).
- k=1
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B1zONYITAS. Végezziik el a a négyzetreemelést:

1 /7r (f(x) _ 20 Z(ak cos(kx) + by Sln(kx))> dx =

™ J—mx

1", 22 1/
= - - = 1d
- _ﬂf (x)dx + i Ix +
+ Zn: ail/7r cos? (kx)dx + bil /7T sin®(kx)dx | —
k=1 T r TS
~ 2® 1/ dx72Za 7/ (x) cos(kx)dx —
2 T )_ ko o
- b — kx)dx +0 =
22 = x) sin(kx)dx +
1 [" o as o o .
= ; f (X)dX + ? + (ak + bk) — dpdo — 22 (akak + bkbk) .

- k=1 k=1
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Egyutthatdk nagysagrendje, folytatas

A "hossz(" szamolassal belattuk, hogy

I/W (...)2dx—1/_77rrf2(x)dx—a20—2(ai+bi)>0.

T T
Ezzel belattuk:

Tétel. (Bessel egyenlétlenség)

n

2 T
90 2, 42 1 2
2—1—5 (ak+bk)<7r/_ﬂf(x)dx Vne N

k=1

Kovetkezmény. A Bessel egyenl6tlenség n — oo esetén is igaz:

2 > T
90 1 2
> + kg_l a; + b?) ; f<(x)dx.

—T
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2
%
2

o 1 T
24 p)< = £2(x)dx.
+kZ(9k+ k)—ﬂ_ (x)dx

—T

[y

A Bessel egynlStlenségnél tobb is igazolhaté:

Tétel. Parseval egyenl6ség A Fourier egylitthatdkra teljesil az

alabbi egyenldség:

5 Z (a3 + b7) = i/w 2(x)dx.

1 —T

2 o
0
k=

" Energia megmaradas” jellegii allitas.
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Egyenletes konvergencia?

Altaldban nem igaz a Fourier sorok egyenletes konvergencidja.

A kovetkezo tétel alapjan lehet olyan trigonometrikus sort

konstrudlni, mely egyenletesen konvergens.

Tétel. (Fejér tétele)

Tfh f : IR — IR folytonos és 27 szerint periodikus. Jelolje s, az f
fv n-edik Fourier polinomjat. Képezziik ezek szdmtani dtlagat:

To(x) = 200+ Sl(j;)jl' chs0) o xeR

Ekkor lim T,(x) = f(x), és ez a konvergencia egyenletes.
n—o0
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