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Fuggvénysor, ismétlés

Taylor sor: Specialis fliggvénysor, melynek tagjai:
fa(x) = X", n=20,1,2,...

Allitas. " Bizonyos feltételekkel minden f eléallithatd”:

f(x)= i cnx".
n=0

Hasonlé allitast adunk, ha a fliggvénysor tagjai

a cos(mx), bsin(nx), n,m=20,1,2,...
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Trigonometrikus polinomok
Definicid.
Az f fuggvény n-ed fok(i TRIGONOMETRIKUS POLINOM, ha:
3 n
f(x) = 50 + ) (akcos(kx) + bysin(kx)), ax, bk € R x € R

k=1

Példa. )
f(x) =sinx+ 5 sin(2x)
grafja.
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Trigonometrikus sor
Definicid.

TRIGONOMETRIKUS SORnak az aldbbi végtelen sort nevezziik:

o0

= ?O + kz_:l ay cos(kx) + by sin(kx)), x € R,

ahol (ak) és (bx) valds egyiitthatdk.

Specialis fliggvénysor, melyben az 6sszeadandé fiiggvények:

ay cos(kx) és by sin(kx), k € Np.
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Trigonometrikus sor osszege

0 [ee]
=2+ kz; ak cos(kx) + by sin(kx)) .

Milyen fliggvény allithatd el6 trigonometrikus sor segitségével?

A végtelen 0sszeg minden tagja
27 szerint periodikus és folytonos.

= az Osszegfliggvény 27 szerint periodikus lesz.
#= az oOsszegfiiggvény folytonos.
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A trigonometrikus fuggvényrendszer

Definidljuk az aldbbi alapfliggvényeket:
¢0(X) =1,
QZS].(X) = Sin(X)7 ¢2(X) = COS(X)7

¢ak—1(x) = sin(kx), dok(x) = cos(kx),
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A trigonometrikus fuggvényrendszer

Lemma. (ortogonalitds) Tetszéleges n # m mellett

]¢n(x)¢m(x)dx =0.

Hattér: Adott a C([—m,n]) flggvénytér
C([-m,n]) :={f : [-7, 7] = R folytonos}.

Ebben a vektortérben a skalarszorzat:

T

(f,g) = / f(x)g(x)dx. (a,b) = Z aib;.

-7

Lemma. "{(¢n, dm) =0, ha n # m.”
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f¢n )X_O n7ém

Biz. Ha n =10, vagy m = 0, akkor
/d)j(x)dx =0, Vj > 0.

Egyébként trigonometrikus azonossdgokat hasznalunk:

cos(nx)cos(mx) = cos((n + m)x) —; cos((n — m)X)’

cos(nx)sin(mx) = sin((n + m)x) ;Si”((m - ”)X)7

cos((n — m)x) — cos((n + m)x)
2

sin(nx)sin(mx) =

9/32



A trigonometrikus fuggvényrendszer

Az alapfiiggvények "hossza":

Lemma. Tetszéleges n mellett

m 2, ha n=0,
[ Ghde =
7 , ha n # 0.

Megjegyzés. [—m, ] helyett barmelyik 27 hosszi intervallumot

valaszthatnank.
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] Fn(x)dx =7

Bi1z. n =0 esetén az azonosan 1 fliggvényt integraljuk. /

n > 1 esetén

/NCOSQ(nX)dX: ]sin2(nx)dx,
masrészt h h
] (cos?(nx) + sin?(nx)) dx = /7r1dx = 2.
Ezért B i i -
/cos2(nx)dx = /sin2(nx)dx = .
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A trigonometrikus sor 0sszege
Tétel. Tegylik fel, hogy
0 [e.e]
) + kzl ay cos(kx) + by sin(kx)), x € [-m,m.

egyenletes konvergencidval. Ekkor

s

1

a = /f(x)cos(kx)dx, k=0,1,2,...
T
1 [ .

by = /f(x)sm(kx)dx, k=1,2,....
7r

—Tr

Megjegyzés. [—m, 7| helyett barmelyik 27 hosszd intervallumot

valaszthatnank.
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f(x) = 320 + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)), x € [—m, ].

k=1

Szorozzuk meg az egyenletet cos(mx)-el, ahol m > 1, majd
integrdljunk a [—m, =] intervallumon:

™

Bal oldal: /f(x) cos(mx)dx. Jobb oldal:

—T

/ (320cos(mx) + {Z ay cos(kx) + by sin(kx)} cos(mx)> dx =

k=1

—Tr

= 320/cos(mx)dx—l—Zak/cos(kx)cos(mx)dx+
- k=1

s

—1—2 by /sm (kx)cos(mx)dx = ap, / cos?(mx)dx = ap,.
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A trigonometrikus sor osszege, bizonyitds

Tehat:

™

/f(X) cos(mx)dx = ...amm.

—T

Az integralas és a végtelen Osszegzés sorrendjét felcseréltiik!

Hasonldan igazolhatéak az agp-ra, illetve by, k > 1-re vonatkozé

képletek.

Megjegyzés. Az egyenletes konvergencia nagyon erés feltétel.
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Fourier sorok
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A trigonometrikus sor osszege. Ujra

Tétel. Tegyiik fel, hogy
o
= ?0 + ; ay cos(kx) + by sin(kx)), x € [-m, ).

egyenletesen konvergencidval. Ekkor

1 ™
a = /f(x)cos(kx)dx, k=0,1,2,...
s

1 s
by = /f(x)sin(kx)dx, k=1,2,....
™

—T
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Fourier egyutthatdk
Definicié. Legyen f 27 szerint periodikus fliggvény, mely
integrélhaté [—m, ]-ben.

Az f fliggvény FOURIER EGYUTTHATOLI:

™

1

ag = /f(x)cos(kx)dx, k=0,1,2,...
T
10

by = /f(x)sm(kx)dx, k=12,....
™

Vajon miért igy definialjuk?
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Fourier sor

Definicié. Legyen f 27 szerint periodikus fliggvény, mely

integralhatd [—m, m]-ben.

Az f fiiggvény FOURIER SORAT igy értelmezziik:

~

O oo
> + kz_l ay cos(kx) + by sin(kx)), ahol

™

1

ax = 1/f(x) cos(kx)dx, b = 7T/f(x) sin(kx)dx

™
-7

a fent definidlt Fourier egyiitthatdk. (Formalis definicid!)

—T

Megjegyzés. f értékei véges sok pontban mddosithatdk.
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Fourier polinom

Definicid. A Fourier sor kozelitése az n-DIK FOURIER POLINOM:

sn(x) = % + 3 (ak cos(kx) + by sin(kx)),
k=1

a kordbban definidlt egyiitthatdkkal.
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Fourier sor, példa

1. Példa. Tegylik fel, hogy f paros fuggvény. Ekkor f Fourier

soraban
™

by =— / f(x)sin(kx)dx = 0,
gy N
a0
f o~ >t Z ay cos(kx).
k=1
Tovabba a parossag miatt

™

ay = 2 /f(x) cos(kx)dx.

™
0

Kovetkezmény. Ha f paros fliggvény, akkor Fourier sora is paros.
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Fourier sor, példa

2. Példa. Hasonldképp, ha f paratlan, akkor Fourier sordban
1 ™
ag = — / f(x)cos(kx)dx =0 == Va, =0,
T
—T
ezért:

fo~ Z by sin(kx),
k=1

2 K
ahol by = — /f(x) sin( kx)dx.
0

0

Kovetkezmény. Ha f pdratlan fliggvény, akkor Fourier sora is

paratlan.
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Elojel figgvény
3. Példa. Legyen

1, ha 0<x<m,
f(x)=1< 0, ha x=0, 7, —m,
—1, ha —7m<x<0,

és f(x) = f(x + 27) egyébként.

1 5} G
27 - T 27
o——=1¢ ¢
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El6jel fuggvény Fourier egyutthatdi

A
- N 1¢———20 P
e " . ) }
o . m 27
- 1% o

by :i/f(x) sin(kx)dx = i/Si”(kX)dX — % [_cosf(kx)]o
0 0
cos(km) = (-1)f = by = %(1 —(-1)M
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El6jel figgvény Fourier sora

Ezért

byi = 0, boy—1 =

igy f Fourier sora:

P 4 > sin((2k — 1)x)
T 2k—1
k=1
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Elgjel fuggvény Fourier polinomjai [—, m]-ben

Bemutatjuk az elsé két Fourier polinomot.

4 . , 4 (. sin(3x
;sm(x) és 7T(sm(x)—&— (3 ))
1 1 A\ il
0s 0
o 0
0s 0s
' Y v
i 2 1 o 1 2 s i 2 a2 o 1 2 3

Az eldjel fliggvény Fourier polinomjai.
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El6jel figgvény Fourier polinomjai

Az egységugras fuggvény Fourier polinomjai, n=3és n=14

esetén.
1 {\U T 1
05 0.
0 0
05 0
1 4 1
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
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Elojel figgvény Fourier polinomja n = 20 taggal.

G——9© b0 o——o

e & & ;
-2m - 2w

£ !'ﬂ%—\—_ /} 6

=

"hasonlitanak” .
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Derivéltfiiggvény Fourier sora

Tétel. Tfth az f : R — IR fiiggvény 27 szerint periodikus, és

differencialhaté.

Ekkor az f’ fliggvény Fourier sora:

o0

f' ~ > (—akksin(kx) + ik cos(kx)).
k=1

Tehdt f’ Fourier sora tagonkénti derivaldssal szdmithatd.
g
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Derivéltfiiggvény Fourier sora

Biz. f’ Fourier egyiitthatdit jeldlje oy és [y.

Ekkor f’ Fourier sora (def. szerint):

o % + Z(ak cos(kx) + B sin(kx)),
k=1

ahol a definiciét felhasznalva:

oy = % / f'(x) cos(kx)dx, Bk = ;/f’(x) sin(kx)dx.
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' Fourier egylitthatdi

Parcidlisan integralunk.

ay = 1/7"’(x)cos(kx)dx—

s
-

= % [f(x) cos(kx)] ﬂﬂ + ; ] f(x)sin(kx)dx= 0+ kby.

Bk = —kai-ra a szamolas hasonlé. Osszefoglalva
o0

o~ Z(bkk cos(kx)—akk sin(kx)).
k=1
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Derivéltfiiggvény Fourier sora, altaldnos eset.

Tétel. Az f : IR — IR fiiggvény 27 szerint periodikus.

Tfh. a [—m, 7] intervallumon f véges sok pont kivételével

folytonos, és a szakaddsi pontok elséfaju szakaddsok.
Tfh. véges sok pont kivételével differencialhaté.

Ekkor az f’ fliggvény Fourier sora:

o

f' ~ 3 (—akksin(kx) + bik cos(kx)).
k=1
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