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Ismétlés:

Flggvénysor Osszegfiiggvény
tulajdonsagai
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Egyenletes konvergencia, ismétlés

Definicié. (f,) egyenletesen konvergél az f-hez,

ha Ve > 0-hoz 3N = N(¢) kiiszobindex, hogy Vn > N-re

fa(x) = f(x)| <&, VYxeD

—~ y-fiz)ee
X y-1)
1y-fx)-¢

y=fulxf
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(0.)
Definicié. A )" f, = f FUGGVENYSOR konvergencidja

n=1
EGYENLETES,

ha Fo(x): = fu(x) — f(x) egyenletesen.
k=1

Tétel. (elégséges feltétel)

o0
Tth. a Z f, fliggvénysor tagjai korlatosak, éspedig f, korlatja

n=1

|fa(x)| < an, Vx € D.

Tfh tovabba Z an < oco. Ekkor (Z fn> egyenletesen konvergens.

n=1
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(0.¢]

[smétlés. f(x Z fo(x) tulajdonségai

Tétel. Tegyiik fel, hogy Z fa(x) = f(x) egyenletesen. Ekkor
n=1
1. Ha Vf, folytonos xp-ban, akkor ott f is folytonos.

2. Ha Vf, integrdlhaté [«, 5] C D-ben, akkor

/ x)dx = / Zf dx = ;/5fn(x)dx.

3. Ha Vf, diff-haté és (> f)) is egyenletesen konvergens, akkor
d d — d
&f(x) = dx ;fn(x) = nz_;dxf"(x)
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Hatvanysor: specidlis fliggvénysor
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Hatvanysor: "Végtelen fokd” polinom

Definicié. A hatvanysor:

o
cn(x — x0)", Ve, € R.
n=0

A hatvanysor konvergencia halmaza :

oo
H={xeR: ZC,,(X—XO)" < 00}
n=0
A hatvanysor KONVERGENCIA SUGARA

p:=sup{|x — x| : x € H}.
Allitas. A kovetkezd harom eset lehetséges:

- H ={x}
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Egyenletes konvergencia

o0
Allitas. A Z cnx" hatvénysor konvergenciasugara p € [0, oo].

n=0

1. Ha 0 < r < p, akkor a HS egyenletesen konv. [—r, r]-ben.

Bi1zoNYITAS. Mivel r < p, ezért r € H.
Ha x € [—r, r], akkor |cpx"| < |cp|r".

A majordlé szdmsor konvergens.

1.4+ Ha [a, B8] C (—p, p), akkor a HS egyenletesen konvergens
[cr, B]-ban.
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Folytonossag és derivalt
Allits.

2. A hatvénysor osszege f(x Z cpx" folytonos H belsejében.

n=0
Biz. Ha xp € intH, akkor 3r < p: xg € [—r, r]. Egyenletes \/

o0

3. Tagonként derivalva: F(x) =Y nc,x"~". Ekkor f és F

n=1
konvergencia sugara ugyanaz.

Biz. F konvergencia sugardnak "reciproka”:

1 1
n—oo |nch‘ ngaoo n n—oo |cn|
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Allitas. (folytatds)

4. A HS Vx € int’H pontban tagonként derivalhatd és

o0

f'(x) = Z nc,x™ L.

n=1

4. + SOt, a hatvanysor k-dik derivaltja:
oo

FOx) =Y n(n—1)...(n— k+1)cy x" %,
n=k

5. Ha [a, 5] C (—p, p), akkor f € R, ], és

154 o0 xn+1
f(x)dx = n
[ o5

Bi1z. A sor is, és derivaltja is egyenletesen konvergens a bels6

B

«

pontokban.
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Példa

Legyen f(x Z nx". Zart alak?
n=1

n

A konvergencia sugdr "reciproka” v = lim /n = 1.
n—oo

igy p=1. A konvergencia tartomény (—-1,1).

Triikk: (

)= (5r) -5
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X _n
Példa. f(x) =Y - Zart alak?
n

n=1

Lattuk, hogy a konvergencia tartomany [—1,1).

= 1
Tudjuk, hogy E x" = 1> ha |x| < 1.
— X
n=0

Xn+1

n+1°

Az n. tag egy primitiv fuggvénye: /x” dx =

Az egész sor egyik primitiv fliiggvénye:

Xn+1

/nz;)xndx:;)/x”dxznz;’H_l:f(X).

1
Ezért f(x) = / 1 dx = —In(1 — x) + ¢ valamilyen ¢ mellett.
— X
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)= = —In(l—x)+c

n
n=1
o0 On
x = 0 behelyettesitéssel Z —=—-In1-0)+¢c = c=0.
n
n=1
> x"
— =—In(1-x)
n

Lattuk, hogy H = [—1,1). Specidlisan, x = —1 € H, ezért :

1 11
—In(1—(-1)) = - —1+=-—=+-....
n( = In(2) = 1+2 3+4
n=1
: ; 1 1 1
A harmonikus sor osszege: 1—§+§—7+g -+ =1n(2)

Megjegyzés. Itt fel kellett haszndlni Abel tételét(!)
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Fuggvény eloallitasa

hatvanysor osszegeként
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Forditva, () kérdés.

Adott f(x) fliggvény felirhaté-e hatvanysor Osszegeként?

1
Példa. f(x) := T Feirhat6? Igen:

x2’
1 N, oan 0 n=2k+1
= —X — Ch =
1+ x2 nz_;( ) 5 { (~1)% n=2k

A konvergencia sugdr "reciproka” v = lim v/1=1.

n—oo

igy p = 1. A konvergencia tartomény (—1,1).

Ezért f hatvanysor elGallitdsa csak ebben az intervallumban igaz.
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Analitikus fuggvény

Definicié. Az f fliggvény AZ xg PONTBAN ANALITIKUS, ha

xo-nak I(xo — p, xo + p) kornyezete, melyben

o0

f(x) = Zc,,(x—xo)", X € (x0 — p,x0 + p)
n=0

Az f fv A D TARTOMANYBAN ANALITIKUS, ha Vxg € D-ben
analitikus.

1
Példa. Legyen f(x) = 1 ha x # 1.

Ekkor tudjuk, hogy xg = 0-ban analitikus, hiszen

1 o0
:Zx” —1l<x<<l
— X
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xx=0 = :Zx” —1<x<<1.

Vajon xg = 3-ban analitikus-e?

Masképp fogalmazva, f(x) eléallithaté-e alakban:

oo
f(x) = ch (x —3)"
n=0
valamely (3 — p,3 + p) intervallumban?

Tipp?
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f(x) = , X0 = 3.

1—x
Azt kaptuk, hogy

1

f(x) = cn(x—3)", cp = (—1)"! ST

n=0

A hatvanysor konvergencia sugaranak " reciproka”

R S .,
fy_n|—>ngo”2n+1_§ — p=e

A konvergenciahalmaz (3 — p,3 + p) = (1, 5).

Hasonldan igazolhatd, hogyVx # 1 esetén f analitikus.
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Allitas.
Ha f hatvanysor osszegeként reprezentalhatd, akkor ez egyértelmd.

Biz. Tegyiik fel, hogy van két el6allitas:

f(x) = i apx" = i bnx".
n=0 n=0

o0

Legyen o(x) := Z(an — by)x" = 0.
n=0

Mivel 0 € H, ezért ©(0) =0 = ag — by. Ezért ag = by.

A konvergencia tartomany belsejében

oo

o'(x) = Z n(a,—b)x"1=0 = ¢(0)=a—b =0

n=1

Hasonléan, (") (0) = n!(a, — b,) =0 Vne N
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Hatvanysor eloallitds

Altaldban, ha

oo
F(x) = calx — x0)"
n=0
az xg valamely kornyezetében, akkor
f(Xo) = Q.

f'(x) = Z can(x — x0)" L ezért f/(xp) = c1- 1
n=1

stb ... f(M(x) = c,n!

F(")(xo)
n

A hatvanysor egyiitthatéi: | c, =

Ez a Taylor sor.
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