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Ismétlés:

Függvénysor összegfüggvény
tulajdonságai
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Egyenletes konvergencia, ismétlés

Defińıció. (fn) egyenletesen konvergál az f -hez,

ha ∀ε > 0-hoz ∃N = N(ε) küszöbindex, hogy ∀n ≥ N-re

|fn(x)− f (x)| < ε, ∀x ∈ D
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Defińıció. A
∞∑
n=1

fn = f függvénysor konvergenciája

egyenletes,

ha Fn(x) : =
n∑

k=1

fk(x)→ f (x) egyenletesen.

Tétel. (elégséges feltétel)

Tfh. a
∞∑
n=1

fn függvénysor tagjai korlátosak, éspedig fn korlátja

|fn(x)| < an, ∀x ∈ D.

Tfh továbbá
∞∑
n=1

an <∞. Ekkor
(∑

fn
)

egyenletesen konvergens.
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Ismétlés. f (x) =
∞∑
n=1

fn(x) tulajdonságai

Tétel. Tegyük fel, hogy
∞∑
n=1

fn(x) = f (x) egyenletesen. Ekkor

1. Ha ∀fn folytonos x0-ban, akkor ott f is folytonos.

2. Ha ∀fn integrálható [α, β] ⊂ D-ben, akkor∫ β

α
f (x)dx =

∫ β

α

∞∑
n=1

fn(x)dx =
∞∑
n=1

∫ β

α
fn(x)dx .

3. Ha ∀fn diff-ható és (
∑

f ′n) is egyenletesen konvergens, akkor

d

dx
f (x) =

d

dx

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

d

dx
fn(x).
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Hatványsor: speciális függvénysor
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Hatványsor: ”Végtelen fokú” polinom

Defińıció. A hatványsor:
∞∑
n=0

cn(x − x0)n, ∀cn ∈ IR.

A hatványsor konvergencia halmaza :

H = {x ∈ IR :
∞∑
n=0

cn(x − x0)n <∞}.

A hatványsor konvergencia sugara

ρ := sup{|x − x0| : x ∈ H}.

Álĺıtás. A következő három eset lehetséges:

- H = {x0}

- H = IR

- H = [(x0 − ρ, x0 + ρ)].
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Egyenletes konvergencia

Álĺıtás. A
∞∑
n=0

cnx
n hatványsor konvergenciasugara ρ ∈ [0,∞].

1. Ha 0 < r < ρ, akkor a HS egyenletesen konv. [−r , r ]-ben.

Bizonýıtás. Mivel r < ρ, ezért r ∈ H.

Ha x ∈ [−r , r ], akkor |cnxn| ≤ |cn|rn.

A majoráló számsor konvergens.

1.+ Ha [α, β] ⊂ (−ρ, ρ), akkor a HS egyenletesen konvergens

[α, β]-ban.
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Folytonosság és derivált

Álĺıtás.

2. A hatványsor összege f (x) =
∞∑
n=0

cnx
n folytonos H belsejében.

Biz. Ha x0 ∈ intH, akkor ∃r < ρ: x0 ∈ [−r , r ]. Egyenletes
√

3. Tagonként deriválva: F (x) :=
∞∑
n=1

ncnx
n−1. Ekkor f és F

konvergencia sugara ugyanaz.

Biz. F konvergencia sugarának ”reciproka”:

γF = lim
n→∞

|(n + 1)cn+1|
|ncn|

= lim
n→∞

n + 1

n
· lim
n→∞

|cn+1|
|cn|

= γ
√
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Álĺıtás. (folytatás)

4. A HS ∀x ∈ intH pontban tagonként deriválható és

f ′(x) =
∞∑
n=1

ncnx
n−1.

4. + Sőt, a hatványsor k-dik deriváltja:

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n − 1) . . . (n − k + 1)cn xn−k .

5. Ha [α, β] ⊂ (−ρ, ρ), akkor f ∈ R[α, β], és∫ β

α
f (x)dx =

∞∑
n=0

cn
xn+1

n + 1

∣∣∣∣β
α

.

Biz. A sor is, és deriváltja is egyenletesen konvergens a belső

pontokban.

Bizonýıtás. Ha [α, β] ⊂ (−ρ, ρ), akkor [α, β] ⊂ [−r , r ], valamely

r < ρ mellett.

Itt a konvergencia egyenletes.
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Példa

Legyen f (x) :=
∞∑
n=1

nxn. Zárt alak?

A konvergencia sugár ”reciproka” γ = lim
n→∞

n
√
n = 1.

Így ρ = 1. A konvergencia tartomány (−1, 1).

Trükk:

(
1

1− x

)′
=

( ∞∑
n=0

xn

)′
=

∞∑
n=1

nxn−1

=⇒ f (x) =
∞∑
n=1

nxn = x
∞∑
n=1

nxn−1 = x

(
1

1− x

)′
=

x

(1− x)2
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Példa. f (x) :=
∞∑
n=1

xn

n
. Zárt alak?

Láttuk, hogy a konvergencia tartomány [−1, 1).

Tudjuk, hogy
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
, ha |x | < 1.

Az n. tag egy primit́ıv függvénye:

∫
xn dx =

xn+1

n + 1
.

Az egész sor egyik primit́ıv függvénye:∫ ∞∑
n=0

xn dx =
∞∑
n=0

∫
xn dx =

∞∑
n=0

xn+1

n + 1
= f (x).

Ezért f (x) =

∫
1

1− x
dx = − ln(1− x) + c valamilyen c mellett.
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f (x) =
∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1− x) + c

x = 0 behelyetteśıtéssel
∞∑
n=1

0n

n
= − ln(1− 0) + c =⇒ c = 0.

∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1− x)

Láttuk, hogy H = [−1, 1). Speciálisan, x = −1 ∈ H, ezért :

− ln(1− (−1)) =
∞∑
n=1

(−1)n

n
=⇒ − ln(2) = −1+

1

2
− 1

3
+

1

4
. . . .

A harmonikus sor összege: 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
· · · = ln(2)

Megjegyzés. Itt fel kellett használni Abel tételét(!)
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Függvény előálĺıtása

hatványsor összegeként
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Ford́ıtva, új kérdés.

Adott f (x) függvény feĺırható-e hatványsor összegeként?

Példa. f (x) :=
1

1 + x2
. Féırható? Igen:

1

1 + x2
=
∞∑
n=0

(−x2)n =⇒ cn =

{
0 n = 2k + 1

(−1)k n = 2k

A konvergencia sugár ”reciproka” γ = lim
n→∞

n
√

1 = 1.

Így ρ = 1. A konvergencia tartomány (−1, 1).

Ezért f hatványsor előálĺıtása csak ebben az intervallumban igaz.
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Analitikus függvény

Defińıció. Az f függvény az x0 pontban analitikus, ha

x0-nak ∃(x0 − ρ, x0 + ρ) környezete, melyben

f (x) =
∞∑
n=0

cn(x − x0)n, x ∈ (x0 − ρ, x0 + ρ)

Az f fv a D tartományban analitikus, ha ∀x0 ∈ D-ben

analitikus.

Példa. Legyen f (x) =
1

1− x
, ha x 6= 1.

Ekkor tudjuk, hogy x0 = 0-ban analitikus, hiszen

1

1− x
=
∞∑
n=0

xn − 1 < x << 1.
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f (x) =
1

1− x

x0 = 0 =⇒ 1

1− x
=
∞∑
n=0

xn − 1 < x << 1.

Vajon x0 = 3-ban analitikus-e?

Másképp fogalmazva, f (x) előálĺıtható-e alakban:

f (x) =
∞∑
n=0

cn (x − 3)n

valamely (3− ρ, 3 + ρ) intervallumban?

Tipp?
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f (x) =
1

1− x
, x0 = 3.

f (x) =
1

(3− x)− 2
=

−1

2− (3− x)
= − 1

2
· 1

1− (
3− x

2
)︸ ︷︷ ︸

q

=

= −1

2
· 1

1− q
= −1

2

∞∑
n=0

qn = − 1

2
·
∞∑
n=0

(
3− x

2
)n =

=
∞∑
n=0

(−1)n+1 1

2n+1︸ ︷︷ ︸
cn

· (x − 3)n =
∞∑
n=0

cn(x − 3)n
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f (x) =
1

1− x
, x0 = 3.

Azt kaptuk, hogy

f (x) =
∞∑
n=0

cn(x − 3)n, cn = (−1)n+1 1

2n+1
.

A hatványsor konvergencia sugarának ”reciproka”

γ = lim
n→∞

1
n
√

2n+1
=

1

2
=⇒ ρ = 2.

A konvergenciahalmaz (3− ρ, 3 + ρ) = (1, 5).

Hasonlóan igazolható, hogy∀x 6= 1 esetén f analitikus.

22 / 24



Álĺıtás.

Ha f hatványsor összegeként reprezentálható, akkor ez egyértelmű.

Biz. Tegyük fel, hogy van két előálĺıtás:

f (x) =
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

bnx
n.

Legyen ϕ(x) :=
∞∑
n=0

(an − bn)xn = 0.

Mivel 0 ∈ H, ezért ϕ(0) = 0 = a0 − b0. Ezért a0 = b0.

A konvergencia tartomány belsejében

ϕ′(x) =
∞∑
n=1

n(an − bn)xn−1 = 0 =⇒ ϕ′(0) = a1 − b1 = 0

Hasonlóan, ϕ(n)(0) = n!(an − bn) = 0 ∀n ∈ IN
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Hatványsor előálĺıtás

Általában, ha

f (x) =
∞∑
n=0

cn(x − x0)n

az x0 valamely környezetében, akkor

f (x0) = c0.

f ′(x) =
∞∑
n=1

cnn(x − x0)n−1,ezért f ′(x0) = c1 · 1

stb . . . f (n)(x0) = cnn!

A hatványsor együtthatói: cn =
f (n)(x0)

n!
.

Ez a Taylor sor.
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