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Exponencialis fliggvény C-ben
f(z) = e” figgvény komplex szamokra igy értelmezhetd:

z=x+iy = & =&V =¢e"cosy+ie’siny.
—_—— S———

u(x.y) v(x.y)
Allitas. Az f(z) = € fiiggvény néhany alaptulajdonsaga:
1. Dy=C, Ry = C\ {0}. (U.i. |?] = €% % > 0)
2. Analitikus és (e*) = €*. (Mar lattuk.)
3. Vz;, zo € C komplex szdmra e“ "% = ¢” 2. HF
4. Az ¢ fuggvény 2ri szerint periodikus, azaz ¢ = e+ vz € C.

Bizonyitas. eX+¥)+27 — eX(cos(y + 2r) +isin(y + 27)).

cos(y) sin(y)




Az exponencialis figgvény

Az f(z) = e* figgvény "gréafja”:
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végtelen sokszor
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Logaritmus fuggvény. f(z) = e“ inverze?

Adott 0 # w € C. megoldasa? z nem egyértelmi.

Tth w # 0 trig. alakja w = re’?, z = In(w) = x + iy =7
In(re®) = In(r)+i0 = x=Inr,  y=0+2kr
Definicid. A LocARITMUS C-ben sokértékii fliggvény:

In(w) =In|w|+i-(arc (W) +2km), K€ Z

A k = 0-hoz tartoz6 érték a FOERTEK: Ln (w) = In|w| + i - arc (w).

Példa. In(—1) =? Mivel —1 = 1- €™ = In(—1) = Inft] + i(r + 2km).

In(i) =? Miveli=1-¢e7/2 = In(i M—I—I 7/2 + 2K).
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Hatvanyozas. Egy klasszikus szamolas.
Peirce "misztikus formuldja” 1800+ évek. Kiindult az Euler-formuléabol

e =cos(#) +isin(f) VO eR.

Specialisan, § = /2 esetén

e™/? = cos(n/2) +isin(r/2) =i
—_— Y
0 1

Mindkét oldal i-dik hatvanyat véve:

i — (eiﬂ/z)' — e /2 (1)

"Gentlemen, that is surely true, it is absolutely paradoxical ; we cannot
understand it, and we don’t know what it means . But we have proved it, and
therefore we know it must be the truth.”

Sét, hasonlé gondolatmenettel: i’ = e~ /2 + 2k sokértékii!
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Komplex fliggvény integralja (?7?)
a, B €C. /ﬁ f(z)dz van-e értelme? o A]

Definicidé. VONAL vagy KOMPLEX JORDAN GORBE
G={z(t)eC : te]ua,pb]} [, B] C R,
ahol z(t) = x(t) + iy(t) vagy z(t) = r(t)e®)

G c C sima Jordan-gérbe, f : G — C VONALINTEGRALJA:
B
/ f(2)dz = / H(z(1) Z (1),
G «

Megjegyzés. A fenti képlet kdzelitd dsszegek hatarértéke:
n

im > (7~ 2c1) - 760 = [ @)z, 62 = max {s(zi7. 20}
G

n— oo,
Sp—0 k—1

Ha a G gorbe zart, akkor ezt a jel6lést hasznaljuk: 7{ f(z)dz.
Ja



Példak

1. Példa. f(z) = c, ¢ € C konstans fliggvény.
5
/ f(z)dz — / cZ(t)at = ¢ - (2(8) — 2(a)
G e

csak a végpontoktol fligg az értéke. Ezért

}chz:o.

G
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2. Példa. G az a € C koéruli 1 sugard kér, és f(z) = (z—a)",ne Z

A korvonal z(t) = a+ e, t € [0,2n). = Z/(t) = ie"

27
]{(z —a)dz = /(e”)” Jielat =
Q G |
27
oy / &) g,
0
2
Han# —1, akkor?{f dz—// e dt = ... =0.
G 0
27 ha n= -1, 1 1
742— a)"dz = = %jngad221
G ha n# —1. G
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Integral kiszamitas

Tétel. (Newton-Leibniz formula) Tth 3F : T — C analitikus fv, melyre

F'(z) = f(z) Vz. Ekkor ha G C T sima Jordan gorbe, végpontjai A, B:

/ f(z)dz = F(B) — F(A).
G

Kdvetkezmeény. Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor

Y zart gérbe mentén

g‘f(z)dz = 0.
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Cauchy-féle alaptétel vonalintegralra

Tétel. Legyen T C C egyszeresen dsszefiiggé tartomany,

és G C T sima, zart gérbe. Tth f : T — C analitikus. Ekkor

Z(f(z)dz =0.

Tétel. (Forditva is igaz!)Tth VG c T sima, zart gérbe mentén

%f(z)dz =0 = Ekkor f:T — C analitikus.
G

Kbvetkezmény. Ha f analitikus T-n, egyszeresen Gsszefiigg
akkor / f(z)dz csak a végpontoktol fugg!
G
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Cauchy-féle integral formula

Tétel. T c C egyszeresen dsszefliggd, f : T — C analitikus fv.

Legyen zp € int T.

G C T zart gorbe, melynek belseje is T-ben van és korbeveszi zy-t.

1 f(2)
f(z0) = o 17{2720dz

G

Ekkor

A fenti integralban az integralando flggvénynek (zf(zi, ze T),
-2
Zo-ban szingularitasa van.
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Specialis eset

Legyen G a z korlili egységkodr. Akkor G paraméteres felirasa:
z(t)=2z+€", tel0,2n).

Ekkor dz(t) = ie'dt, ezért z = z(t) helyettesitéssel:

2m

T f(2) 1 flzo+6€"). 4 .
Hz0) = ﬂ?{zfzodz_ﬂ/T’edt_
0

G
1 27
- L / F(zo + €")at,
2m
0
azaz nem akarmi a fliggvényérték!
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Cauchy-féle integral formula fliggvény derivaltjara

f(z0) = ! % () dz

2ni | z— zg
G

Tétel. T c C egyszeresen dsszefliggd, f : T — C analitikus fv.

Ekkor f akarhanyszor differencialhatd T-ben és minden z € int T-re:

f(”)(zo)— n! 7{( f(2) dz

T 2ni f (z—z)
ahol a G olyan zart gorbe korbveszi zy-t, és belseje is T-ben van.

Ha a derivalhatosagot mar tudjuk, akkor zo szerint "derivalva”

f'(z0) = ;m%(f(z)zdz, f'(z0) = ifﬁdz,
G

z—2) 2ri | (z— 20)®

+ teljes indukcid.
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Taylor-sorfejtés

Tétel. Tth f: T — C differencialhaté zy egy kérnyezetében.

Ekkor ott Taylor sorba fejthetd, és

f(Z):f(Zo)Jrif(n)(z)z z)" chz 2)",
n=1

n!

ahol

_ 1y 2
= ar1 | = o
G

ahol G C T olyan zart gérbe, amely zo-t.
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Zérus

Tfh f analitikus és f(z) = 0.

Ekkor a fv felirasabol egy z — z; tényez6 kiemelhetd, és ilyen alakban
irhaté

f(2) = (z - 20)1(2),

ahol f analitikus.
Definicid. Ha

f(2) = (z— 20)"h(z).  h(z0) # 0
valamely n > 1 egész szamra,

Zo N-SZERES - VAGY n-ED RENDU- ZERUSA f-nek. (n > 1.)
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