Komplex fliggvénytan
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Komplex szamok. Osszefoglalas.

A komplex szamok halmaza C .

Egy z komplex szam kanonikus alakja

z=x+1iy, x=Re(2) y=Im(2), i#=-1.

Egy komplex szam konjugaltjia és abszolut érteke
Z=x—-ly |Z|=/X2+y?=VzZ.

A z komplex szam trigonometrikus alakja:

z = r(cos(¢) + isin(¢)) = re'®, r=|z|.
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Komplex szamsorozatok

(zn) € C szamsorozat, akkor definialjuk:
Xn = Re (2p), ¥n =1Im (2), (Xn), (¥n) CR.
Allitas.
1. (z,) korlatos <= (x,) és (yn) is korlatosak.

2. (zn) konvergens < (xp) és (yn) is konvergensek.

Ekkor
lim zy,=z=x+1y,
n—oo
ahol lim x, = x, és iMpsa Yn =Y.
n—oo
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Példak
1. Példa. Legyen a sorozat z, = (1 4+ /)", n€ N.

14+ Z=(1+iP=1-1+2i=2i
(1407)2i=—-2+2i...

4

Z3

A tagok abszolut értékeibdl allé sorozat:

1z =V2, |z|=2 |z =V8,..., |z.=2%.
Mivel |z,| — oo, ezért a sorozat nem korlatos.
2. Példa. A sorozat n-dik tagja z, = cos(2 )+ Ism(2n ). Ekkor

or

Z1:1, 22:71, Zg—COS( 3)

3 )+Ism(

Minden n-re |z,| = 1, tehat a sorozat korlatos.
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Flggvény megadasa

DcC.f:D—Cfuggvény z=x+iy —w = f(z) = u+ iv.

A flggetlen valtoz6 z = x + iy, a figgd valtozé w = u + iv.

1. Példa. f(z) = z%. Dy = C. Ekkor

=22 = (x+ iy = (2 — y2) +i (2x7)
—_— =
u v

2. Példa. f(z) = ; Dy = C \ {0}. Ekkor

1 1 x—-iy x-iy X y

= . = = = — i :
zZ X+lyx—iy x2+y2 x24y2 x24 )2
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Geometriai leiras

Négy dimenzio? - ez nem megy.

igy megelégsziink azzal, hogy két komplex szamsikot rajzolunk:
— az egyiken az ET-t, a masikon az EK-t abrazoljuk.

v v

: w = fiz)

A2 ol

R x N7 7}
z-plane domain of wplan

range

definition
HF. f(z) = % Milesz a képe a zy = i, z = 1 + i pontoknak?
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Komplex fliggvény kanonikus alakja

D c C tartomany. Adott ezen egy hozzarendelés f : D — C:

z — f(2) = Re (f(2)) + i Im (f(2)).

Definicid. A fiiggvény KANONIKUS ALAKJA két valds kétvaltozds fv:

f(z) =u(x,y)+iv(x,y): u(x,y) =Re f(z), v(x,y)=Imf(z2).

Példa. f(z) = z2 .Mivel
fx +iy) = (x +iy)? = (x* — y?) + 2ixy,

ezért ennek kanonikus alakja: u(x, y) = x* — y2, v(x,y) = 2xy.
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Kanonikus alak fliggvényei

Hasonldkepp, adott két kétvaltozos valos fuggvény, u(x, y) és v(x, y).

Ekkor meghatérozhatjuk azt az f(z) komplex fliggvényt:

f(z) = u(x,y) + iv(x,y).

Példa. Legyenek u(x,y) = —2xy, és v(x,y) = x> — y?. Ekkor

f(z) = —2xy +i(x* —y?) = ... (HF) =iz%
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Hatarérték

Definicio. Az f fliggvény HATARERTEKE a z, pontban H, ha
1. Zzg torlodasi pontja Ds-nek,
2. haVe > 0-hoz 36 > 0,hogy ha z € D; és 0 < |z — Zg| < & akkor
|f(z) — H| < e.
Tétel. Tth f kanonikus alakja f(z) = u(x, y) + iv(x, y).
Tth. zo = X + iy egy torldédasi pontja Ds-nek.
Ekkor ekvivalens allitasok:
1. zanlof(z) =H=U+1iV
2. léteznek az alabbi hatarértékek:

lim ulx,y)=U lim vix,y)=V.
(6.9)= (.50 be7) o gy V)
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Folytonossag

Definicio. Legyen f : D — C komplex fiiggvény és z, € D.
f FOLYTONOS Zp-ban, ha Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy

ha |z — z| < ¢ és z € D, akkor

f(z) — f(20)| < e.

Tétel. f(z) = u+ iv pontosan akkor folytonos zy = xo + iyo-ban,

ha u és v is folytonosak (xo, yo)-ban.
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Differencialhatésag

T c C komplex tartomany, f : T — C komplex figgvény.
Definicid. z € int D; belsé pont. f DIFFERENCIALHATO Zp-ban,

ha létezik és véges az alabbi hatarérték:

lim f(ZO + h) — f(Z())
h—0 h

Vajon most is "ugyanaz”?
f kanonikus alakja f(z) = u(x, y) + iv(x, y).
Tth u és v folytonosan differencialhaté fliggvények.

Elegendé-e f differencialhatésagahoz?
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Példa

Legyen f(z) = Re (z). Differencialhaté -e zy = 0-ban?
A kanonikus alakban:
f(z)=x = u(x,y)=x v(x,y)=0.

u és v "szép” fliggvények.
A tim () =1(0) ; f0)

Jim hatarértéket két iranybol szamoljuk
—

1. Legyen h=r+is, és most s = 0, r — 0. Ekkor Iin2)¥: 1.
r—

2. Legyen h=r+is, és most r = 0, s — 0. Ekkor lim H =0
s—0 IS
Mivel 1 £ 0, a kiildnbségi hanyadosnak NINCS HATARERTEKE 0-BAN.

Az f(z) = Re (z) fliggvény NEM DIFFERENCIALHATO a z = 0 pontban.
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Alaptétel komplex fliggvény differencialhatésagardl.

Tétel. T c Ctartomany, f: T — C, z € int T. Kanonikus alak:
f=u+iv.

Tth u és v folytonosan differencialhato fliggvények.
Ekkor az aldbbi két allitas egymassal ekvivalens:

1. fdifferencidlhaté a zy = xp + fyo pontban

2. Az u és v fliggvények kielégitik ezeket az 6sszefliggéseket:

Uy (X0, Yo)

U}(Xov}/o)

v, (X0, Yo)

—Vy(X0, Y0)-
Az utolsé két egyenlet a CAUCHY-RIEMANN EGYENLETEK.

Ha f diff-haté T-ben, akkor itt ANALITIKUS (vagy REGULARIS) .

14/26



Bizonyitas 1. rész. Tth f differencialhaté zy-ban.
Az f'(zp)-t definialé hatarérték létezik. h=r + is. Most s =0,r — 0

U(xo +r,yo) +iv(xo + r, ¥o) — U(xo, ¥o) — iv(Xo, ¥o)

! . H .
o) = i r B
— lim u(xo + r, ¥o) — U(xo, ¥o) 4 i lim V(X0 + 1 ¥0) = V(X0, %) _
r—0 r r—0 r

= Uy(X0,Y0) + ivy(Xo, Yo)-

Most tegyik fel, hogy r = 0 és s — 0. Ekkor az el6z6hdz hasonléan

X — X .
f(z) = lim u 0,y0+sl) u(Xo: yo) + i lim
50 IS 50 IS
= —iuy(x, Yo) + v, (X0, Yo)-

V(Xo, Yo +8) — v(X0, o)

Mivel a két hatarértéknek egyenldnek kell lennie, igy

Uy (X0, Yo) + vy (X0, Yo) = —ity (X0, Yo) +Vy (X0, o)~ C-R egyenletek,/.
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Bizonyitas. 2. rész. Tth Cauchy-Riemann egyenletek,/.

f(zo + h) — f(20)
. -

r+is

Mivel u és v derivalhatok, ezért

f(zo+ h) — f(20)  Uxl + UyS+ ivyr +ivys N ei(lhl)  e2(lh])
N r+is r+is = r+is

(), <e(lh)

! .l
=Uu, +Iv, + . .
X X r+is r+is

Ezért ¢ m
3 lim (20 +h) = 1(20) = uy(x0, Yo) + ivy(Xo0, Yo),
h—0 h

U(xo+r,yo+8) + iv(xo + r,¥o + S) — u(xo, ¥o) — iV(Xo, ¥o)
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Kdévetkezmény

Ha f differencialhatd, akkor derivaltja kétféleképpen

szamolhato:
/ / P s
f(z) = Uy + ivy = v, — iuy,.

Sot!

f'(z) = uy — iuy, = v, + ivy.

17/26



1. Példa

Legyen f(z) = e*. Ekkor
f(x +iy) = €TV = e¥e¥ = e(cosy + isiny),

ezért
u(x,y) =€ cosy,  v(x,y)=€"siny.

A megfeleld parcidlis derivaltak:

u,(x,y) = € cosy, uy(x,y) = —€"siny,

Vi(X,y) = & siny = —uy, vy(x,y) = € cosy = uj.

Tehat a fliggvény differencialhato, és

f'(2) = U (X, y) + ivy(x,y) = € cosy + ie*siny = f(z).
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2. Példa

Legyen f(z)=Z=x—Iy.

Ennek kanonikus alakjat felirva a parcialis derivaltak

Tehat a fliggvény nem differencialhaté.
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Harmonikus figgvények

Definicid. Legyen u : R — R kétvaltozos fliggvény, R C R2.
Tth u(x, y) kétszer differencialhato.

u(x, y) HARMONIKUS az R tartomanyon, ha

Ui (X, ¥) + Uy, (x,y) =0 V(x,y) € R.

Ehhez kapcsoléddan definialjuk a LAPLACE-OPERATORT.
A Laplace operator egy u : R — R kétszer diff-haté fliggvényhez

egy masik Au kétvaltozés fliiggvényt rendel:

AU = Uy + Uy,
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Kapcsolat a komplex differencialhatésaggal

Allitds. Tthaz f: T — C komplex fliggvény differencialhatd.
Ekkor f(z) kanonikus alakjaban szerepld u(x, y) és v(x, y)
harmonikusak.

Bizonyitas. A differencialhatésag miatt

Ug=v, €s u, =-v

X

Az els6 azonossagot x szerint, a masodikat y szerint derivaljuk,
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Forditva?

Allitas. Tth u harmonikus T-ben, mely egyszeresen ésszefiiggs .
Akkor létezik olyan v : T — R harmonikus flggvény,

hogy az f(z) = u(x, y) + iv(x, y) komplex fliggvény differencialhato.
Azt mondjuk, hogy v az u fliggvény HARMONIKUS TARSA.

A harmonikus tars egyértelm{iségérdl mit mondhatunk?
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Exponencialis fliggvény C-ben
f(z) = €7 figgvényt komplex szamokra igy értelmezhetd:
z=x+iy = & =&V =¢e"cosy+iesiny.
Ez valéban a valos f(x) = e fliggvény kiterjesztése, és
|ef| =€ =@ arc(ef)=y.
"Abrézolds”. Pl. az {Im z = y,} egyenes képe:

Rez=x,Imz=yy = € =e"(cos(y)+isin(yo))

>/
-

Re

~

Domain Range
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Exponencialis fliggvény C-ben, folyt.

Példa. Hol teljesiil az |e*| = 1 egyenléseg?

Mivel || = ¥ =1 < x =0, ezért az f(z) = e” fliggvény hatasara

az imaginarius tengely képe az egységkor.

Domain

Re

R
L/

Range
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