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A homogén LDE megoldasai. Ism.
A HLDE altalanos alakja:
Lyl =y™ +ay D4+ . +ay=0 a=axx).

Tétel.

1.) Az L[y] = 0 egyenletnek van n darab linearisan fiiggetlen
megoldasa, y, ..., yn, €ezek az ALAPMEGOLDASOK.

2.) Minden y megoldas felirhatd ezek linearis
kombinacidjaként,

Kovetkezmény. A megoldasok tere n dimenzids vektortér
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Specialisan: Allandé egyiitthatés homogén LDE

Lyl =y™ +ay™ D+ +ay=0 a,...,apeR.

Definicio. A DE-hez tartozd KARAKTERISZTIKUS POLINOM:

PN =A"+a A"+ .. +a,

P(\) egy valos egyutthatos polinom, melynek C-ben

n darab gy6ke van, multiplicitasokkal egyiitt.

Allitas. Minden gyokhoz tartozik egy alapmegoldas.
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P(\) = 0 valos gyodkei.
1.) Ha P(\) gyokei valosak eés egyszeresek: Ai,..., Ap.
Ekkor a HLDE n db megoldasa:
yi(x) = eM*, yp(x) = e . yp(x) = %,

az altalanos megoldas:

n
y(x)=> o™, o eR k=1,...n
k=1

2.) Tth A\p € R a P()\) polinom k-szoros valds gyoke.
Ekkor lineérisan fliggetlen megoldasok:

yi(x) = €% yo(x) = xe* . y(x) = X Tetx,
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P(\) = 0 komplex gyokei
1.) Tth a P(\) polinom egyszeres komplex gybkei A = o+ i

Ekkor az alapmegoldasok :

yi(x) = = e cos(8x),  ya(x) = e sin(x).

2.) Tth P(\)-nak tébbszdérés komplex gydkei is vannak.

A= a+ i3 és \ k-szoros gyokok, akkor a 2k alapmegoldas:

y1(x) = e**sin(Bx), Yo(x) = €** cos(Bx)

Yo 1(X) = X Tesin(BX),  yo(x) = X<~ 1™ cos(Bx).
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3. példa
Legyen

y® —2y®) 4 2y _4y” 4y 2y =0.

= PO =X -2 2 - A -2= (-2 1)

A karakterisztikus polinom gyokei:

ezért az alapmegoldasok:
yi(x) = e

yo(x) = sin(x)  ys(x) = cos(x) ya(x) = xsin(x) ys(x) = xcos(x).
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4. példa. Harmonikus rezgbmozgas egyenlete.

y'+k?y =0, keR.
A karakterisztikus egyenlet gyokei: A\ = ik, Ao = —Ik
= y1(X) = cos(kx) Y2(x) = sin(kx).
Az altalanos megoldas:
y(x) = ¢y cos(kx) + Casin(kx) = rcos(kx + «),
ahol (¢y,¢) < (r,a)
Ebben a felirasban a paramétereknek fizikai jelentés adhaté:

r a rezgés amplitidoja, « a kezdofazis, és k a frekvencia.
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Inhomogén Linearis DE
Lineéris differencialoperator: L[y] = y(™ + a;y(" D + .. a,y.

INHOMOGEN LDE: L[y] = f, ahol f adott fliggvény.
Allitas. (ism.)

2.) Ha yy, y» megoldasai az IHE-nek L[y{] = f, L[yo] = f

akkor y = y4 — y» a homogeéen egyenlet megoldasa.
3.) Ha L[y;] = 0, L[y»] = f, akkor L[y; + y2] = f.
Tfh az L[y] = 0 HLDE alapmegoldasai: y1, ..., yn.

n
= HLDE altalanos megoldasa: y = Z Ck Yk, Ck € R.

k=1
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Allanddk varialasa modszer

Az IH egyetlen megoldasat keressiik:
Yo(X) = 11 (X)y1(X) + - +n(X)y¥n(x), " Ck ~ i (X)".

Allitas. Tfh az alabbi feltételek teljesiilnek:

Wty =
N+ =

(n72)+”' ;. (n—=2) 0

V1Y + YnYn =
VAT b =

n
AKKor yp, := > 7Yk Megoldas, azaz L[y,] = f.

k=1
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Allanddk varialasa modszer

Kompakt formaban a feltételek:

)4 Y2 e Yn V1
i Yo - Yn 7
}/1(”_1) yz(n—1) yr(7n—1) ’Y;,

Baloldalon: Wronski-matrix. Megoldhaté./
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n
BIZONYITAS. Legyen y = " ~4yx. Derivaltja
k=1

n n n
y = ZV;(}/k + ZW}’L = ZW}’;«
k=1 k=1 k=1

n
Hasonléan j < n-re: yU) =0+ nykyé”-
k=1

n n n
YO =3y ST = S .
k=1 k=1 k=1
n
Behelyettesitve, L[y] = > L[vky«l:
P

Lyl =+ wl] =1 wi Lyl =0.
pa
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Specidlisan. y" + a1y’ + asy = f.

A HLDE alapmegoldasai: y1, y».
Az IH partikularis mo: yp = y1y1 + 722, 71(X) = 72(x) =7

A feltételek:

N1ty = 0
Nty =

igy a megoldandé egyenletrendszer:
vove\ () _ (0}
oY 2 f
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Példa. Harmonikus rezgés.

1
cos(x)’

y'+y= <X <

Nl
N

1.) Homogén rész.

V' +y=0 = P()\):)\2+1 — Ao =*l.

= 1 = cos(X), Y2 = sin(X).

Homogeén altalanos mo. y, = ¢q cos(x) + ¢z sin(x), ¢1, ¢ € R.
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2.) IHrész. yp =~y cos(X) + vz sin(x). y1 =7 2 =7

( cos(x)  sin(x) ) . < 1)\ _ 0
_sin(X) COS(X) A/é(x) B cog(x) '

. <74(x)>:<cos(x) —sin(x) 0
75(x) sin(x)  cos(x) )"\ zm
L0 = I — 5400 = Ineos(x)
WH(x) = 1 = 2(x) =x.

3.) Alt. mo. yan(x) = (In(cos(x)) + ¢1)cos(x) + (X + c2)sin(x).
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Probafliggvények alkalmazasa IH LDE megoldasara

Allandé egyiitthatés IH LDE, melynek specidlis a jobboldala,
egyik partikularis mo-a specialis alaku.

Lyl =y () +ay" D (x) + ... + any(x) = f(x), g ek

Néhany alapeset:
1. Ha f(x) = Ke**, a € R, akkor y(x) = Ae**, A =7
2. Ha f(x) = amx™+--- 4 ap, akkor y(x) = Apx™ + - + A
alakua, Ag, ... Ap =7
3. Ha f(x) = K'sin(ax) vagy f(x) = K cos(ax), akkor
y(x) = Asin(ax) + Bcos(ax) alaku, A=? és B =7
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Egyértelml megoldas?

Definicio. KEZDETI ERTEK PROBLEMA esetén n-ed rend{

Lly] = f (f = O is lehet) egyetlen megoldasat keressuk, melyre
y(x)=Yo, Y(x)=y1, ...y (x)=yn1,

ahol xy és yo, ..., ¥n_1 adott szamok.

Definicio. PEREMERTEK PROBLEMA esetén

n-ed rendl L[y] = f egyetlen megoldasat keressik, melyre

y(Xo) =Yo, Y(x1)=y1, ..¥Y(Xn—1) = Yn-1.
Figyelem. Ez utébbi feladatnak nincs mindig megoldasa.
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Példa
OLdjuk meg az alabbi kezdetiérték problémat.
y'+y=0 y(0)=2 y'(0)=3.
MEGOLDAS. A karakterisztikus egyenlet \> + 1 = 0.
Ennek gydkei A\ o =+i = alapmo-k cos(x) és sin(x).

Az altalanos megoldas, és annak derivaltja:

y(x) = c1 cos(x) + cosin(x) ¥/ (x) = —cq sin(x) + ¢z cos(x).

Ezért a kezdeti feltételek:
y(O) =Cc1 =2, y’(O) = = 3.
Tehat a kezdeti érték feladat megoldasa:

y = 2cos(x) + 3sin(x).
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Kétdimenzids differencidlegyenlet rendszer

Kereslnk y(x) és z(x) fv-ket, melyek kielégitik a DER-t:

Y'(x) = f(x,y(x),2(x)) (1)
Z(x) = g(x.y(x),2(x)), ()

ahol f, g: T — R, T C R3 tipustak.
Tétel. (xo, ¥o,20) €int T. Tfhaz f,g: T — R flggvényekre
|f(X,y./Z) - f(X77*2)| S M1(‘y - 7| + ‘Z _2‘)

|g(X7y: Z) - g(Xa.V'z)| < M2(|y o }7’ + |Z 72|)
Ekkor Vy(x0) = Yo, Z(X0) = zo mellett (1), (2) -nek 3! mo-a.
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3-dimenziés DER. Példa
Ismerés? Legyen
YO +ary” + ay + asy = ¢(x).
Rendeljik hozza kdvetkez6 DER-t:
nx)=yx)., y(x)=y'x),  yx)
Az 6sszefliggések:
Yi =

Yo = V3
Y3 = —aiys— ays — asyr + ¢.

7

=Y

(x)
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3 dim. linearis, allandé edhatés homogén DER
Alt 3-dim linearis DER:

yi = auys +anye +aisys ¥1(0) = Yo1
Vb = a1yt + ayo + ansys ¥2(0) = o2 -
Vs = asty1+ asa)o + assys, ¥3(0) = yo3

Kompakt alakhoz jeldlések:

y1(x) y1(x) an a2
Y(X) =1 yo(x) Y'(x) = Yp(X) A= | ay ax
y3(X) y3(X) as asp

A DER igy irhaté

Y(x)=AY(x),  Y(0)= Y,

a3

ao3

ass
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Példa, folytatas

i = ye
Yo = V3
Vs = —azyi—asyo—aiys+¢.

Az egyUtthaté-matrix

0 1 0
A= 0 0 1
—das —a —a4

Definicio. Ez a DE KISERO MATRIXA (companion matrix).
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Y'(x) = AY(x), Y(0) = Y.

Tétel. A linearis DER megoldasa: Y (x) = e Y.

Mit jelent az e* matrix?
e 1
, A k
Definicié. e := kE O k!A )

Pl. ha A szimmetrikus, akkor A = UDU", ahol

AN 0 O
vUlu=uU"=1, D=| 0 x 0
0 0 X3
Ekkor Ax = UDUT - UDUT --- UDUT = UDXUT,
e 0 0
= e?"=UePUT, ahol = 0 €2 0

0 0 e
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Y'(x) = AY(x). HF elolvasni!

Tétel. Tth A sajatértékei kiilonbozdek: A1, Ao, As.

A megfelel6 sajatvektorok si, sp, s3. (S;Ls;)).

Ekkor a DER linearisan fliggetlen megoldas-rendszere

Y = eM¥sy, k=1,2,3.

VY(0) = Y, € R3 kezdetiértékhez 3! Y megoldas, melyre:

Y=cYi+ Yo+ c3Ya, ck €R.
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Bizonyitas. HF elolvasni!

1. (Yx = eM*sy) linearisan fuggetlenek, hiszen

ANi# N €és  sils;

2. Yx = eM¥s, megoldas, u.i. Y, (x) = \ceM¥sy, és
AYi(x) = AeMX s, = eM¥ As = eM¥)\sy.
= Yi(x) = AYk(X).

Megjegyzés. A Tétel. akkor is igaz, ha V tobbsz6ros

sajatértékhez lineéarisan fliggetlen sajatvektor-rendszer tartozik.
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