Taylor sor. Hatvanysor.
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Taylor sor adott pont kortl

f:[a, b] = R fliggvény.

Tfh xo € (a, b) pontban végtelen sokszor differencidlhatd.
" Taylor sor = Taylor polinom hatarértéke”

Definicid.

Az f fliggvény xg pont koriili TAYLOR SORA:

> F(n)(x
T(x):= Z f n(l 0) - (x = x0)"
n=0 ’

xp = 0 esetén szokas a Taylor sor helyett McLaurent sorrél beszélni.
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Taylor sor konvergenciaja

Allités.
Legyen f : (xo — r,xo + r) — IR végtelen sokszor diff-haté fv.

Tegyiik fel, hogy az f(K) derivéltak egyenletesen korlstosak:

FR) <K Wxe(xo—rxo+r) VYk=0,1,2,...

Ekkor f(x) = T(x) teljesiil Vx € (xo — p, xo + p) esetén.
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Exponencidlis és trigonometrikus fuggvények

Allitas. Az f(x) = e~ fuggvény Taylor sora:

i? x € R.

Bizonyitas. f("(x) = e*. Ezért f("(0) = 1, Vn.

Allités. Az sin(x) és cos(x) fliggvények xg = 0 korili Taylor sora:

x> x° x2 X

sin(x) = x — §+7_‘” és cos(x):1—§+ﬂ—
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Logaritmus fliggvény

- (x —x0)"

20 £(n)(
T(x):= Z ! (l 0)
n=0 ’

n

Allités. Az f(x) = In(x) fiiggvény xo = 1 kériili Taylor sora

In(x)=>" C—(x— 1)
n=1
Bizonyitas.
f/(x) = % 7 (x) = —% L F(x) = (=1)" Y (n— 1)%

— (1) = (-1)"Yn-1)!

Miért csak n = 1-t6l kezdunk a szummaban?
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Hatvanysorok
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Hatvanysor: "Végtelen fokd” polinom

Legyen P(x) =co+ cix+ -+ cpx" .. Z cnx", (en) C R.
Kicsit altalanosabban:

Definicié. A hatvanysor:

o
chx—xo , Ve, € R.
n=0

Az egyszeriiség kedvéért egyeldre feltessziik, hogy xp = 0.
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Konvergencia halmaz

o
Definicié. Adott egy Z cnx" hatvénysor.
n=0

Ennek KONVERGENCIA HALMAZA (konvergencia tartomanya):

H={xeR: chx”<oo}.
n=0

Roéviden: ”"Ahol konvergens”
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Konvergencia halmaz, példak

1. Példa. c, =1 Vn-re. Zx” hol konvergens? 7/ =7 (—1,1)
n=0

1 1
2. Példa. ¢, = — Vn-re. g —x" hol konvergens? 7/ =7 R
n! e n!

3. Példa. c, = n" Vn-re. Zn”x” hol konvergens? 7/ =7 {0}
n=0
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H={xelR: ZCan<OO}.
n=0

Allitas. A konvergencia halmaz alaptulajdonsagai:

1. 0e®H.

Bizonyitdas. Trivi.

2. Ha & € H, akkor Vx melyre |x| < ||, szintén x € H.

o

Bizonyitds. » c,{" <oo = 3K >0: |c"| < K
n=0

Ha g := |x/¢|, akkor 0 < g < 1. Ezért

n

lenx"| = |cné"| - @ < Kq" + majoranskritérium 4/
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©)
H={xelR: chx”<oo}.
n=0
Allitds. A konvergencia halmaz alaptulajdonségai (folyt):
3. Han ¢ H, akkor Vx, melyre |x| > |n|, szintén x ¢ H.

Bizonyitas. otlet?

Ha mégis x € H lenne = neH 7/
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Konvergencia sugar

Definicid. Tegyiik fel, hogy 3¢ # 0, melyre £ € H, és I ¢ H

A hatvanysor KONVERGENCIA SUGARA

p:=sup{|x|: x € H}, p > 0.

Megjegyzés. "rho” betii p vagy Q

Definicid. Kiegészités.
e Ha H = {0}, akkor p :=0. (Azaz ¢ #0, £ € H.)

e Ha H = IR, akkor p := occ. (Azaz iy ¢ H)
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Konvergencia halmaz

Kovetkezmény. A konvergencia halmaz intervallum.

A kovetkez6 hdrom eset lehetséges:

1. H={0}.
2. H=R.
3. H=[(-p,p)]
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3. eset. A konvergencia halmaz: H = [( — p, p)].
Ez roviden azt jelenti, hogy ha 0 < p < oo, akkor
a konvergencia halmaz végpontjairdl nem tudunk semmit.

Tehat a kovetkezd esetek barmelyike lehetséges:

H= [—P,P] H= (_p> p]

H= [_p7 p) H= (_p7 p)

Adjunk példat olyan hatvénysorra, melynek konvergencia halmaza
H = (—p, p] alakd,
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Altalanos eset. xg € IR
[0.9]

A hatvénysor: cn(x —x0)" |, (cn) C R, xo € IR rogzitett szam.
n=0

Definicié. A hatvanysor konvergencia halmaza :

oo
H={xeR: ch(x—xo)" < 00}
n=0
A hatvanysor KONVERGENCIA SUGARA

p =sup{|x — xo| : x € H}.
Allitas. A kovetkezd harom eset lehetséges:
- H={x}
-H=R

- H=[(x0—p,x0+p)]
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0 Xk
Példa. 27.
k=1

1 .
x = 1 esetén a hatvdnysor Z p divergens.

k=1
= Vx, |x|>1: x¢H RAJZ
= —1 esetén Z konvergens mert Leibniz tipusd.
= Vx, |x|]<1: x€H. RAJZ

I/gy a konvergencia halmaz egyértelmiien: H = [—1, 1).

Ezért a konvergencia sugédr p = 1. (Mazli...)
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Konvergencia sugar meghatarozasa.

Ismétlés.

Gyengitett gyokkritérium (hanyadoskritérium) szdmsorokra.

oo
Tfh a g a, szamsor esetén

n=1

o ) o ‘an—i-l’
E|A—n||_>r20 |an| (Vagy 3A_n||—>n?>o ]an\ )

Akkor
o A > 1 esetén a sor divergens,

e és A < 1 esetén a sor (abszolit) konvergens.
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JA = lim +/|a,|.

n—o00

Alkalmazzuk ezt a hatvanysorra konkrét x esetén:
oo
E cpx" = a, = c,x".
n=0

Ekkor {/|an| = {/|cnl - |x]. Tfh 3 ILm Ven| =1 7.
n—0o0
Ekkor A= lim +/|cnx"| =~ - |x|, ezért ha v # 0 akkor
n—oo

e |x| < 1/v esetén a hatvanysor konvergens,

e |x| > 1/~ esetén a hatvanysor divergens.
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A= lim \/|cx"| =7 - |x|

n—o0

Kovetkezmény. Tfh 3 az aldbbi hatdrérték: (esetleg 0 vagy +00)

y=tim 2l i
n—oo

n—00 |Ch’

Ekkor
e v =0 esetén p = co. A hatvdnysor mindentitt konvergens.
e v =00 esetén p = 0. A hatvdnysor csak 0-ban konvergens.

e 0 < v < oo esetén a hatvanysor konvergencia sugara:

pP==
~

Kovetkezmény. ~ a konvergenciasugdr " reciproka”.
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Forditva, () kérdés.

Adott f(x) fliggvény felirhaté-e hatvanysor Osszegeként?

1
Példa. f(x) := 12 Feirhat6? Igen:

1 = on 0 n=2k+1
_ = X — Cr =
1-x z_; " {1 n =2k

A konvergencia sugdr "reciproka” v = lim v1=1.
n—oo

igy p = 1. A konvergencia tartomény (—1,1).

Ezért f hatvanysor elGallitdsa csak ebben az intervallumban igaz.
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Hatvanysor eloallitds

oo
Allitds. Ha f(x) = Z cnx" az xp = 0 valamely kornyezetében,

n=0
akkor

F(N(0) = ¢c,n!

Ezért a hatvanysor el6éllitasban

£((0)

Ch = |
n:

Bizonyitas. (Vazlat egyelére )
f(0)=co f'(x) = Z cnx™t = f(0) = q, sth.
n=1

Folytatjuk.
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Hatvanysor eloallitds

Altalaban, ha

o0

F(x) = cnlx —x0)"
n=0
az xgp valamely kornyezetében, akkor
f(Xo) = -

f'(x) = Z cnn(x — x0)" 1, ezért f'(x0) = c1 - 1
n=1

stb ... f("(xg) = c,n!

A hatvanysor egyiitthatdi: | ¢, =
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