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4 1. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK
1.1. IR? topologiaja
1.1.1. Pontok és pontsorozatok IR*-ben.

A sik pontjait rogzitett koordinata-rendszerben megadott rendezett szampa-
rokkal jellemezziik: P = (x,%). Ezen pontok halmazat IR?-vel jeldljiik.

1.1.1. Definicié. Legyen P = (x,y) és P' = (', y') két pont R?-ben. Ezek

tdavolsdga.:

PP =\/(z — a2+ (y — )%

Két pont tdvolsdgdanak jelolésére szokdas még az aldbbiakat is haszndlni:
p(P’P/)’ HP_P/H

Az origobdl az (z,y) pontba mutatd vektor hossza

Iz, 9l = Va* +y>.

Haszndlni fogjuk a linearis algebrabdél ismert haromszog egyenl&tlenséget,

miszerint
Iz, y) + @) < [z 9)]| + 1",y

1.1.2. Definicié. Legyen adott a CeRR? pont, C = (A, B), és aze > 0 valds
szam. A C pont kérili e-sugari gombot igy definidljuk:

S(C,e) = {PelR? : PC < ¢}.
Ezzel egy korlemezt kapunk C' kézépponttal.

1.1.3. Definicié. Pontsorozat alatt sikbeli pontok sorozatdt értjik:

Pn:(xn>yn)7 n:172"'

1. Példa. Két pontsorozat: pY = (n,n?), illetve P = ((=1)™,2).

Megjegyzés: A sorozat tagjai nem feltétleniil kiilonboznek.
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1.1.4. Definicio. A (P,) sorozat korldtos, ha létezik egy olyan S(C, ) gomb,
amely a sorozat minden elemét tartalmazza. Tehdt ez azt jelenti, hogy (P)
korldtos, ha létezik C = (A,B) és ¢ > 0 hogy minden P, = (xy,yn)-re
teljesiil, hogy

\/(xn — AP+ (yn— B)* <e.
1. Példa. (folyt.) piV = (n,n?) nem korlatos; p? = ((—=1)™,2) korlatos.

1.1.5. Definicié. A (P,) sorozat konvergens és hatdrértéke Q, ha

1P — QI = 0.

lim
n—oo
Ezt igy jeloljiik:
lim P, = Q.
n—oo

Ezzel ekvivalens definicio:

1.1.6. Definicié. A (P,) sorozat konvergens és hatdrértéke (Q ha minden
e > 0-hoz létezik N(e) kiiszébindex, hogy minden n > N(e) esetén:

1P —Ql <e.
Miésképp fogalmazva: Minden € > 0 esetén az S(Q,e) gombon kiviil csak
véges sok pont van (véges sok indext).
Kovetkezmény. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.

2. Példa. Legyen P, = (e "/*cos(n),e *sin(n)), n =1,2,.... Ekkor

1P = (0,011 = [[Pal = \/e/2 cos?(n) + e/ sin?(n) = Ve /2 = e~/4,

Igy

1.1.1. Allitas. Tekintsiik a P, = (xn,yn) elemekbsl dllé sorozatot. Ekkor
az aldbby két dllitds ekvivalens:
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1. A (P,) pontsorozat konvergens és

lim P, =Q = (z,y).

n—oo
2. Az () és (yn) szdmsorozatok konvergensek és

lim z, = x; lim y, = y.
n—oo n—oo

Bizonyitas. 1. = 2. A pontsorozat konvergencidja miatt minden € > 0-hoz
létezik egy N(e) index, hogy ||P, — Q|| < €, ha n > N(g). Mivel

0 — 2] < V(@ — 2)2 + (3 — )%,
ezért |x, — x| < € és hasonloan |y, — y| < € is teljesiil.

2. = 1. Minden € > 0-hoz létezik olyan kiiszébindex, hogy minden n > N-re:

€ €
|z, — x| < —, lyn — Yyl < —.

V2 V2
Ekkor (7, — )% + (yn — y)? < €2, gy

||Pn—Q||:\/(l’n—x)2+(yn—y)2<s.

Cauchy-féle feltétel

1.1.7. Definicié. A (P,) sorozat teljesiti a Cauchy-féle feltételt, ha minden
e > 0-hoz létezik olyan N = N(¢e) kiiszébindex, amelyre minden n,m > N
esetén

| Pr, — P <e.

1.1.2. Allitas. A (P,) pontsorozat pontosan akkor konvergens, ha teljesiti
a Cauchy-féle feltételt.

Bizonyitas. Csak az egyik irdnyt bizonyitjuk. Belatjuk, hogy ha a sorozat
konvergens, akkor teljesiti a Cauchy-féle feltételt. A konvergencia miatt Ve-
hoz létezik N kiisz6bindex, amelyre

| P, — Pl <e/2
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minden n > N esetén. Ekkor ha n,m > N, akkor a haromszogegyenl&tlen-
séget felhasznalva azt {rhatjuk, hogy

1Py — Pyl <||Pn— Pl +||P—Pul|l<e/24+¢/2=c¢.

1.1.1. Tétel. (Bolzano- Weierstrass-tétel) Legyen (Py,) korldtos pontsorozat
a stkon. Ekkor létexik konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Ha (P,) korlatos és P, = (z,, yn), akkor (x,) és (y,) is korlatos
sorozatok. Ekkor létezik (z,)-nek konvergens részsorozata, legyen ez (z,, ),
illetve 1étezik (ym, )-nak is konvergens részsorozata, ez legyen (yy, ). Ekkor
nyilvan ((@n, , Yn,)) is konvergens.

1.1.2. Halmazok IR*-ben

R? részhalmazait tartoméanyoknak is nevezziik.

Példa. Téglalap. (Ez a kétdimenziés intervallum.) T C IR? TEGLALAP, ha
megadhatok a < b és ¢ < d valés szamok, melyre

6
5

- — —— —— B B e e |

o
w
(I )
-
w
[\
[\
w
Wk - — — —
w
w
N

1.1. Abra. Kétdimenziés intervallum
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Példa. Gomb. (Ez kétdimenzioban egy korlemeznek felel meg.) Legyen e > 0
valos szam és C' = (A, B)elR? sikbeli pont. A C kézéppontt € sugarta GOMB:

S(C,e) ={(z,y): V(z — A2 + (y - B)* <e}.

Emlékeztetiink arra, hogy egydimenzioban az a pont kdrnyezetei az a ko-
zépponti (a — €,a + €) intervallumok voltak, tetszéleges € > 0 esetén. Ezt
altalanositjuk.

1.1.8. Definicié. Egy P = (z,y) pont kirnyezetei azon SCIR? tartomd-
nyok, melyek P kozeppontiu gémbok.

Tekintsiink egy teszéleges SCIR? tartomanyt.

1.1.9. Definicié. Adott S C R? halmaz.
- QeS belsd pontja S-nek, ha Q-nak van olyan U kérnyezete, melyre
UcS.

- QeR? kiilsé pontja S-nek, ha Q-nak van olyan U kérnyezete, melyre
Uuns=19.

- QeR? hatdrpontja S-nek, ha a Q pontnak minden U kérnyezete rendel-
kezik azzal a tulajdonsdggal, hogy van olyan P'eU pontja melyre P'eS
és van olyan P'eU pontja melyre P"¢S.

1.1.1. K6vetkezmény. Tetszdleges S halmaz esetén a sikot 3 diszjunkt rész-
re oszthatjuk:
- kiilsd pontok, ezek halmazdt ext(S) jeloli. (Ez az ‘exterior’ szobdl ered.)
- belsé pontok, ezek halmazdat int(S) jeloli. (Ez az 'interior’ szobdl ered.)

- hatdrpontok, ezeket halmazdt 0S jeldli. Lehetnek hatdrpontok, amelyek
elemei az adott halmaznak, és lehetnek, amelyek nem elemei.
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1.1.10. Definicié. Az S halmaz zdrt, ha minden hatdrpontjdt tartalmazza.
Az S halmaz nyilt, ha minden pontja belsé pont. Az S halmaz lezdrdsa:

S =SuUds.

Példa. A gébmb nyilt halmaz. Ennek hatarpontjai:
05(C,r) ={P: |P-C| =r},

és igy lezarasa:

S(C;ry={P: |P-C| <r}.

Példa. Legyen S = {(x,y) : z,yeQ} a sik raciondlis koordinataju pontjainak
halmaza. Ekkor a halmaz lezarasa S = R2.

1.1.11. Definicié. P az S halmaz torléddsi pontja, ha létezik olyan (P,)CS
sorozat, melyre P, # P és li_>m P,=P.
n oo

Torl6dasi pontok lehetnek bels§ pontok és hatarpontok. Zart halmaz minden
torlédasi pontjat tartalmazza.

1.1.12. Definicié. Legyen P és P’ két R2-beli pont. Ezeket Gsszekots foly-
tonos vonalat egy v : [, B] — R? fiigguénnyel tudunk megadni. A vonal:

D={y(t) : tda,fl}, (@) =P, 7(8)=P.

A ~y(t)eR? pont koordindtdit jelélje

Feltessziik, hogy ezek az x(t) és y(t) koordindta-fiigguények,
z,y:la, ] - R

folytonosak.

Egy {7(t) : te[a, B]} vonalat is IR?-beli részhalmaz, természetes modon.
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1.2. dbra. Két pontot 6sszeko6ts vonal.

1.1.13. Definici6. Az S C R? tartomdnyt ésszefiiggének nevezzik, ha bdr-

mely két pontjdt kivdlasztva tartalmaz egy dket 0sszekdtd folytonos vonalat.
1.1.14. Definici6. Legyen P = (x,y) és P' = (2',y') két R?-beli pont. A
két pontot Osszekétd szakaszt az aldbbi

v:[0,1] — R?

fiigguény irja le:
v(t) :== P+ t(P' — P).

Specidlisan tehdt v(0) = P, v(1) = P’.

A szakasz is folytonos vonal, mégpedig az alabbi koordinata-fiiggvényekkel:

z(t) = z+t(2 —ux),
y(t) = y+t —y).

1.1.15. Definicié. Az S C R? tartomdnyt konveznek nevezzik, ha barmely
két pontjaval egyiitt az dket 0sszekdtd szakaszt is tartalmazza.
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A

1.3. abra. Két pontot 0sszekdtd szakasz.
1.1.3. Polarkoordinatak

A sikbeli pontokat nem csak a megszokott Descartes-féle koordinarendszer-
ben tudjuk megadni. Sokszor hasznos lesz a most bevezetésre keriil§ polar-
koordinatak hasznélata.

1.1.16. Definicié. Egy adott (x,y)eR? pont poldrkoordindtdi (r,0), melye-
ket igy definidlunk:

—7: a pont origdtdl vett tdvolsdga,

—0: az origdbdl az adott pontba mutats vekiornak az x tengely pozitiv részével
bezdrt szdoge.

Igy tehdt a poldrkoordindtdkra reR™ U {0}, 0¢[0, 2).

Ha r és 0 adottak, akkor
x = rcos(h), y = rsin(6).

A fenti hozzéarendelés egy-egyértelmii megfeleltetés, kivéve a (0,0) pontot.
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1.4. abra. A polarkoordinatik értelmezése.

Forditva, ha x és y adottak, akkor a polarkoordinatak:
r =22+ y2, f = arctan (g) )
x

A f#-ra vonatkozo formulat finomitani kell attél fiiggGen, hogy a pont melyik
stknegyedben van.

arctan <g) ha x>0,y >0
x

arctan (E) + ha xz < 0,
T

arctan<g> +27 ha x>0,y<0
x

/2 ha x=0,y>0

3mw/2 ha z=0,y<0

1.1.4. Altalanositas IR"-re

R" elemeit a rendezett szam n-esek jelentik: P = (z1,...,z,)eR"™, P’ =

(2),...,2})eR™. Ezeket az n dimenziés tér pontjainak hivjuk.

1.1.17. Definicié. A két pont tdvolsdga:

|P-P| =

A tdvolsdgot szoktuk igy is jelolni: p(P, P').
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1.1.18. Definici6é. Egy P = (x1,...,x,)eRR" pont kérnyezetei n-dimenzids
gombok, melyeket igy értelmeziink:

S(P,e) = {Q = (z,...,2})eR" : Z(mk —x)? < €2}.

k=1

1.2. Kétvaltozoés fliggvények

Adott S C R? tartomsny. f : S — IR kétvaltozos fiiggvény, amely S
elemeihez egy valos szamot rendel. Ertelmezési tartomanyat D 7 -fel jeloljik
(="domain"), értékkeészletét Ry-fel (="range").

Fiiggvény megadasa azt jelenti, hogy megadjuk az értelmezési tartomanyt
(ha ez megvaltozik, mar egy masik fiiggvényt adunk meg) és a hozzérendelés
modjat.

Elnevezések: (x,y): fiiggetlen valtozo, u: fliggs valtozo.

Legegyszertibb példak:

1. Linedris fliggvény.

flx,y) =ax+by+c
ahol a, b, ceR rogzitettek. Ertelmezési tartomanya IR2.
2. Mdsodfoki polinom.
f(x,y) = ax® + bry + cy® + dx + ey + 4,

ahol a,b, ¢, d, e, jeR rogzitettek. Ertelmezési tartomanya IR?.

3. Polinomokat két dimenzidban Ggy definialjuk, mint monomialok Gsszege.
Egy monomial altaldnos alakja:

m, n
AmnT Y .

Egyiitthatéja amneR, foka a benne levd fokok dsszege: m + n. Egy polinom
fokat dgy definiadljuk, mint a legmagasabb fokd monomialjanak foka.
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Egy polinom homogén, ha a polinomban szereplé monomialok foka ugyanaz.
Példaul egy homogén masodfokd polinom

flz,y) = 2%+ 2xy +y2.

Tovabbi kétviltozos fiiggvények konstrukcidja az ismert egyvaltozos fiigg-
vények segitségével torténhet, példaul:

u = sin(zy) vagy u = In(y? + cos(z/2)).

1.2.1. Geometriai reprezentacid

Ahogy az egyvaltozos fiiggvényt gorbe segitségével tudtuk reprezentalni, a
kétvaltozos fiiggvényt felilletként fogjuk megadni. Ehhez tekintjiik a ha-
romdimenziés koordinatarendszert, melyben a koordinata tengelyek z,y és
u. Ebben a koordinatarendszerben az (z,y) sikot képzelhetjiik a vizszintes
stknak. A fiiggvény értelmezési tartomanyénak tetsz6leges (x,y) pontja f6-
16tt kijelsljiik azt a P pontot, melynek harmadik koordinataja u = f(z,y).
Ha (z,y) bejarja a fiiggvény értelmezési tartoményat, akkor a megfelels P
pontok egy feliiletet fognak megadni.

Tehat az f : S — R fiiggvényt a térben az (x,y,u) szamharmasok irjak le,
ahol u = f(z,y). Az

{(.27, yvu) U= f($>y)? (x,y)eS}
pontok feliiletet alkotnak a térben.
Példa. Legyen f(z,y) = 22 +y>. A feliilet egy darabja az 1.5. abrdn lathato.

Példa. Legyen f(x,y) = x? —y%. A megfelels feliilet egy darabja az 1.6.
abran lathato.

A haromdimenziés dbrazolas nem mindig megfelel§. Egyrészt ezt tobb filig-
getlen valtozéra nem tudjuk kiterjeszteni. Masrészt még két fliggetlen val-
tozbd esetén is szerencsésebb az x,y sikban dolgozni, itt gond nélkiil tudunk
rajzolni. Ehhez ad segitséget a szintvonalakkal térténs abrazolas. Ekkor a
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1.6. abra. Az f(z,y) = 2% — y? fiiggveny feliilete.

sikban &brazoljuk azokat az (z,y) pontokat, melyekre f(x,y) = k valamely
rogzitett kelR mellett.

Példa. Legyen f(z,y) = 2% + y%. A szintvonalak koncentrikus kérdk, me-
lyekbél néhany az 1.7 dbran lathato.

Példa. Legyen f(x,y) = 2% — y?. A szintvonalak hiperboldk és egyenesek,
melyekb6]l néhany a 1.8 dbran lathato.
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1.7. abra. Az f(z,y) = 2 + y? fiiggvény szintvonalai

1.8. abra. Az f(z,y) = 2? — y? fiiggvény szintvonalai

A szintvonalakkal térténd abrazolas kiterjesztheté haromvéltozos f(z, vy, 2)
fiiggvényekre. Ekkor szintvonalak helyett k = f(x,y, z) szintfeliileteket ka-
punk, ahol k tetszdleges konstans.
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1.2.2. Folytonossag

Megfogalmazzuk, hogy mit jelent az a tulajdonsig, hogy egy f fiiggvény
folytonos a Py = (x0,yo) pontban. Heurisztikusan elképzelve azt varjuk,
hogy ha (z,y) kozel van (xg,yo)-hoz, akkor f(x,y) is kozel van f(zo,yo)-
hoz.

1.2.1. Definicio. Legyen (xo,y0) az f figguény értelmezési tartomdnydnak
egy pontja. Az f figguény folytonos (zo,yo)-ban, ha f(xo,yo) tetszdleges
U kéornyezetéhez megadhaté (xo,yo)-nak olyan V' kérnyezete, hogy minden
(x,y)eV, (z,y)eDy esetén f(x,y)elU.

1.2.2. Definicio. Legyen Py = (xo,y0) az f figguény értelmezési tartomd-
nydnak eqy pontja. Az f figgvény folytonos az (xo,yo) pontban, ha tetszdleges
g > 0-hoz létezik olyan 6 > 0 szam, melyre

V(ZE,y)EDf, \/(‘T - CC(])2 + (y - y0)2 <0

esetén teljesil, hogy
|f($,y) - f($07y0)| < €.

1.2.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f figgvény sorozatfolytonos az ér-
telmezési tartomdny Py pontjdiban, ha minden (P,) C Dy sorozatra, melyre

lim P, = P,

n—o0
teljesiil, hogy
lim f(P,) = f(Fo).

n—oo

A kétfajta fogalom ekvivalencidjarol szol az alabbi tétel:

1.2.1. Tétel. Az f fliggvény akkor és csakis akkor folytonos Py-ban, ha ott
sorozatfolytonos.
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Bizonyitas. Teljesen analog az egyvaltozos esettel, az olvaséra bizzuk.

Koénnyen lathatd a fenti tétel alapjan, hogy folytonos fiiggvények &sszege,
szorzata, skalarszorosa is folytonos lesz.

1.2.4. Definicio. Ha egy fligguény értelmezési tartomdnydnak egy pontjdaban
nem folytonos, akkor ott szakaddsa van.

1. Példa. "
- ha Yy 7& 07
Yy
flz,y) =
0 ha y =0.
f értelmezési tartoméanya R?, szakadas az y = 0 egyenes mentén van, hiszen
a fiiggvény tetszoleges (x,y) pontban folytonos, ha y # 0.
2. Példa
2zy
z? + y?

ha  (z,y) # (0,0)
flz,y) =
0 ha (z,y) = (0,0)
A fiiggvény folytonos, ha sem x sem y nem 0. Ha y # 0, akkor rogzitett y
mellett f(x,y), mint x fiiggvénye folytonos, és

lim f(z,y) = 0.
z—0
Ha x # 0, akkor rogzitett x mellett f(x,y), mint y fiiggvénye folytonos, és
lim f(x,y) = 0.
y—0

Tekintsiik az x = y egyenest. Ezen egyenes mentén f(x,z) = 1. Tehat ha
ennek az egyenesnek a mentén egy sorozattal tartunk az origoba, akkor a
fliggvényértékek sorozata azonosan 1 lesz, igy a hatarérték is. f tehat nem
folytonos a (0,0)-ban.

3. Példa. Legyen

2,2

Y
o b (@) #00),

fla,y) =
0 ha (z,y) = (0,0).
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Folytonos-e a fiiggvény a (0,0) pontban?

Igen. A sorozatfolytonossagot igazoljuk. Legyen (P,) egy olyan sorozat,
melyre lim P, = (0,0). P, polarkoordinatait jeldlje P,, = (ry,6,). Ekkor
n—oo

nyilvan lim r, = 0, mig a (6,,) sorozat barmilyen lehet.
n— o0

A fenti képletnek megfelelen (z,y) # (0,0) esetén f(z,y) igy irhato:

2 cos?(0) r? sin?(#) 9

f(z,y) = 5 = r? cos?(0) sin’ ().
T
Ezért valéban a fenti sorozat mentén
lim f(Pn) =0,
n—oo

tehat a fliggvény valéban folytonos.

1.2.2. Tétel. (Bolzano tétel) Legyen f : S — R folytonos figgvény, mely-
nek értelmezési tartomamya SCIR? Gsszefiiggd. Legyen a tartomdny két tet-
szbleges pontja P = (x,y) és P' = (2, y'), melyekre

A= f(z,y) < fla',y) = B.
FEkkor tetszéleges ce(A, B) szdmhoz létezik olyan Q = (xo, yo)eS pont, melyre
f(xo,90) = c.

Bizonyitas. Az S tartomény Osszefliggs, ezért létezik P-t és P'-t 0sszekots
S-beli folytonos gorbe. Ez azt jelenti, hogy 1étezik olyan

vilepl = R?
to= (x(t),y(t))
fliggvény, melyre
’}/(OZ) = (xay)v f}/(ﬂ) = (xlvy/)7
és az (x(t), y(t)) koordinata-fliggvények folytonosak. Vezessiik be az
F(t) := f(x(t),y(t))
valos fiiggvényt. F : [, B] — R folytonos, melyre F (o) = A ¢s F(5) = B.

Igy az egydimenzios folytonos fiiggvényekre ismert Bolzano-tétel szerint lé-
tezik olyan e(a, B), melyre F'(§) = c. Ezért a Q := v(§)eS pontra f(Q) = c.
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1.2.5. Definicié. Legyen f : S — R adott figguény, SCR? tartomdny.
Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos S-ben, ha tetszdleges € > 0-hoz
létezik & > 0, hogy bdrmely két P, P'eS pontra

IP=P<s = [f(P)-f(P)l<e
A § = §(e) szdmot az e-hoz tartozd folytonossdgi modulusnak hivjuk.

1.2.6. Definicio. Az f : S — R kétvdltozés valds fiiggvény Lipschitz foly-
tonos, ha létezik eqy olyan L > 0 szdm, melyre

|[f(P)—f(P)|<L-|P-P| VP, PeS.

Az L szamot Lipschitz-konstansnak hivjuk.

Megjegyzés. Egyenletes folytonossagot tartomdnyban definidljuk, nem pedig
egyetlen pontban.

1.2.1. Allitas. Ha f egyenletesen folytonos S-n, akkor S minden pontjiban
folytonos. Ha f Lipschitz folytonos eqy tartomdnyban, akkor ott egyenletesen
is folytonos.

€
Bizonyitas. Tetszéleges ¢ szdmhoz a 6 := I megfeleltetés jo lesz.

1.2.3. Korlatos és zart halmazon folytonos fiiggvények

1.2.3. Tétel. (Heine tétel) Legyen S C IR? korldtos és zdrt tartomdny. Te-
gyiik fel, hogy f : S — R folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitas. Indirekt, "lemasoljuk" az egyvaltozos bizonyitast. Tegyiik fel,
hogy a fiiggvény nem egyenletesen folytonos. Ez azt jelenti, hogy van olyan
e > 0, melyre nincs "jo" §, azaz minden § > 0-hoz léteznek P, P’ pontok,
melyekre

|P=Pl <o, de [f(P)=f(P)=e
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Tekintsiik ezt az e-t. Ekkor a 6 = 1/n-hez is léteznek P,, P} pontok, hogy:
1
1Po = Poll < = 1f(P) = f(PR) 2 &
Vizsgaljuk meg a (P,) és (P)) pontsorozatokat.

Mivel S korlatos, igy a két sorozat korlatos, ezért létezik konvergens rész-
sorozatuk. Legyenek ezek az egyszertiség kedvéért az eredeti sorozatok:

lim P, =P, lim P, =P
n—oo

n—oo

Belatjuk, hogy P = P’. Ezek tavolsagat becstiljiik a haromszog-egyenl6tlenség
felhasznélasaval:

|P =P\ =|P=Py+ Py~ P, + P, — P'|| <
S|P = Pall + (1P = Poll + (|12, = P

Ha n > 0 tetsz6leges szdm, akkor létezik N kiiszdbindex, hogy Vn > N
esetén:

n ;N L n
P,—-P| <=, P, — P < =, — < -
IP.-PI<2  m-PI<l <]
Ezért az el6z6 egyenl6tlenséget folytatva:
n,on., n
P-Pl<t+24+L=n.
IP-Pl<d+ e d—y

Valoban P = P'. Ez a pont az S tartomanynak egy torlodasi pontja, és
S zartsaga miatt PeS. Itt a fliggvény folytonos. A kivalasztott € > 0-hoz
létezik § > 0, hogy VQ-ra: ||Q— P|| < 8-bol kévetkezik, hogy | £(Q)— f(P)| <
g, ami ellentmond az indirekt feltételnek. Ezzel az tételt belattuk.

1.2.4. Tétel. (Weierstrass 1. tétele) Legyen f : S — R folytonos figgvény,
ahol SCIR? korldtos és zdrt. Ekkor f korldtos, azaz értékkészlete korldtos.

Bizonyitas. Indirekt. Tegyiik fel, hogy f értékkészlete nem korlatos. Ez azt
jelenti, hogy minden n természetes szamnal nagyobb értéket felvesz valamely
P, = (zy, yn)eS pontban, azaz

‘f(mnvyn)’ >n, nelN.
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Mivel a (P,,) pontsorozat része a korlatos S halmaznak, ezért a pontsorozat
is korlatos. Kivalaszthaté beléle konvergens rész-sorozat, legyen ez (P, ).
Ennek hatarértékét jellje Py. S zartsdga miatt PyeS, és itt f folytonos.
Ezért egyrészt a folytonossidg miatt

maésrészt az indirekt feltevés szerint

‘f(xnkvynk” > N, ng — 00,

ami ellentmondés.

1.2.5. Tétel. (Weierstrass II. tétele) Korldtos és zdrt tartomdnyon folyto-
nos figguény felveszi a mazimumdt és minimumdt.

Bizonyitas. Legyen H := {f(x,y) : (z,y)eS}. Jeldlje ennek supremumat
f =sup H. A supremum definici6ja miatt létezik (h,)CH sorozat, hogy

lim A, = .
n—oo

Tudjuk, hogy h, = f(xn,yn), ahol P, = (zy,yn). A (P,) sorozat S-ben van,
ezért korlatos, tehat van konvergens részsorozata, legyen ez (P, ).

lim P,, =P

Py, = Pes,

hiszen S zart. Ebben a P pontban a fiiggvény folytonos, tehat
lim f(P,,) = f(P).
k—o00

Masrészt

klgglof(Pnk) = ﬁa

hiszen részsorozata (f(zn,yn))-nek. 8 = f(P) és emiatt SeH a maximum.
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1.2.4. Hatarérték

1.2.7. Definicié. Adott f : S — R kétvdltozds valds fiigguény, Py = (0, yo)eIR?
az értelmezési tartomdny eqy torléddsi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigg-

vény hatdrértéke a Py = (x0,y0) pontban L, azaz

lim x,y) = L,
(%y)%(wo,yo)f( v)

ha minden € > 0 -hoz létezik § > 0 szdm, hogy ha

(z,9)eS € 0<+/(z—20)+ (y —y0)? <4,

akkor |f(x,y) — L| <e
Az egydimenzios esethez hasonléan most is megfogalmazhato az diviteli elv:

1.2.2. Allitas.

lim x,y) =1L
($ay)—>($o,yo)f( v)

pontosan akkor teljesil, ha VP, = (xn,yn)eS, P, # Py sorozatra, melyre

lim P, = P
n—oo
teljesiil, hogy
lim f(P,) = L.
n—oo

1. Példa. Legyen S = {(z,y) : y > 0} a fels6 félsik, és tekintsiik azt az
f S — R fiiggvényt, melyre

flay) = e,
Legyen Py = (z0,0) pont, ahol xy # 0 rogzitett. Ekkor

lim e /Y = lim e ®0/Y = 0,
(ﬁ,y)ﬁ(ﬁo,o) y_>0+

ezért itt van hatarérték. Az origd-beli hatarérték létézését vizsggaljuk. Ha az
y = kx? parabola mentén tartunk a (0, 0)-ba egy fix k mellett, azaz tekintiink
egy P, = (x,, k2?) sorozatot, melyre lim z, = 0, akkor minden n-re

n—oo

f(Pn) _ e—x%/kx% _ 6_1/k.
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Tehat a (0,0)-beli hatarérték fiigg a sorozat valasztasatol, ezért a fliggvény
hatarértéke nem létezik a (0,0) pontban.

2. Példa. Legyen

2
§+ Y ha 3r—y#0
r—y
flzy) =
0 ha 3xz—y=0

Legyen a,, = 1/n, és az egyik pontsorozat

P, = (an,a?).
Ekkor "t 2
f(Pn) = 1
és igy tehat .
nhﬁn;() P, =(0,0), nan;O f(P,) = 3

Legyen egy masik pontsorozat

Prln = (ai,an)
Ekkor 149
n
P =
f( n) 3_n7

és igy tehat
. /o . _
Ezért az origoban nincs hatéarértéke a fiiggvénynek. A fenti gondolatmenet-

ben az tértént, hogy a (0, 0)-beli hatarértéket két kozelitéssel probaltuk meg
kiszamolni. Egyrészt

. . T+ 2y . T 1
lim lim = lim — = —.
z—=0y—0 3x — Yy z—0 3x 3

Masrészt
lim lim
y—=0z—0 3x — Yy y—0 —y

Tehat mivel —2 # 1/3 ezért nincs hatarérték. Megjegyezziik, hogy ha a
fenti hatarértékek egyenl§ek lennének, az még nem volna elég a kétdimenzios
hatarérték létezéséhez.
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1.9. abra. A 2. példaban szereplé fiiggvény az origo koriil

1.3. Differencialszamitas

1.3.1. Parcialis derivaltak

1.3.1. Definicié. Legyen f : S — R kétvdltozds valds fiigguény. Legyen
(xo,y0) az S halmaz belsé pontja. Ha létezik az aldbbi véges hatdrérték:

lim f(x,y0) — f(o0,0)

T—TQ T — X

)

akkor ezt a mennyiséget a fligguény x szerinti parcidlis derivdltjdnak nevezzik
az (xo,y0) pontban. Ezl igy jeloljik:

0
/ —_—
fx($07y0)7 axf(x(]ay())'
Ha létezik az aldbbi véges hatdrérték:

lim f(wo,y) — f(woyyo)’
Y=Yo Y—%o

akkor ezt a mennyiséget a fligguény y szerinti parcidlis derivdltjinak nevezziik
az (o, yo) pontban. Ezt igy jeloljik:

0
fo(@o,90), gyf(xo,yo)-
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A parcidlis derivalt megadasanal fontos jellemzd, hogy melyik vdltozd szerinti
parciélis derivaltat tekintjuk.

A parcialis derivaltak is szamolhatok az egyviltozos fliggvényeknél megismert
moédon:

Példa. Ha f(z,y) = xy, akkor ennek parcialis derivaltjai

: +h)y—xy .. hy
/ = 1 1Y (:1:— = 1 m — —= .
fa(@) B0 h noo b Y

Hasonléan fy(z,y) = =.

A parcidlis derivalast értelmezhetjiik a kovetkezdképpen is. Rogzitett yo mel-
lett definialjuk az fi(x) = f(x,yo) egyvaltozos valos fiiggvényt. Ha (xo, yo)
belsé pontja D-nek, akkor xo belsé pontja fi értelmezési taromanyanak.
Ekkor

i‘f(x()vy()) = fi(xo)-

Hasonloképp rogzitett xp mellett definidljuk az fo(y) = f(zo,y) egyvéltozos
valos fiiggvényt. Ha (xo,y0) belsd pontja Ds-nek, akkor yo belsé pontja fo
értelmezési taromanyanak. Ekkor

;yf(on,yo) = f5(yo)-

A fent definialt f; és fo fiiggvényeket az eredeti fliggvény metszetfiiggué-
nyeimek nevezzik.

Ha a fiiggvény parcidlis derivéltjai egy S tartomany minden pontjaban létez-
nek, akkor értelmezhetd a parcidlis derivdlt figgvény. Megjegyezziik, hogy a
parcialis derivalt-fiiggvény ugyanolyan tipust, mint az eredeti: kétvaltozos,
valés fiiggvény.

Ha a parcialis derivaltfiiggvénynek létezik parcialis derivaltja, akkor mésod-
rendd parcialis derivaltat kaphatunk. Példaul:
g 0 82 " f:f:(x7y+h)_fals(x7y)
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1.10. abra. Az f(z,y) = xy fuggvénybdl rogzitett y = 1 mellett egyvaltozos
fliggvényt kapunk.

Példa. f(z,y) = 2% + y>. Ekkor az els6 derivaltak
fo(zy) = a%f(w,y) =2z

0

a masodik derivaltak

§%

8

ey iy 3
< 8 <
~~ N N
8 8 8
© O NN

A parcidlis deriviltak kiszamitasara alapvetGen kétfajta modszert haszna-
lunk. Egyrészt az egyvéltozds valos fliggvényekre megismert médszerek alap-
jan, masrészt kozvetleniil a definicio alapjan.

Példa. Legyen

+2)?
W+2x+3 ha (z,y) # (0,0)

f(z,y) =
3 ha (z,y) = (0,0)
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Léteznek-e a parcialis derivaltak a (0,0) pontban?
Szamoljuk ki a f/(0,0) parcialis derivaltat a definici6 alapjan:
f(h,0) — f(0,0) 2h+3-3

! I — 11 . =
12(0,0) = lim, i = Jim — 2

Ugyanezt megtehetjiik az egyvaltozos valds fiiggvényre megismert modszerek
alapjan. Ha f(x,0) =: f1(z), akkor ez a fiiggvény

0(x + 2)?
2240
fi(z) =
3 ha =0

+2xr+3=2x+3 ha x#0

Ekkor f1(0) = 2, vagyis az x szerinti parcialis derivalt létezik.
Probaljuk meg kiszamitani fy (0, 0)-t eldszor a definici alapjén.

14(0,0) :fllgr%] h T A0 b2

és ez a hatarérték nem létezik. Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az egyval-
tozos valos fiiggvényekre megismert modszerek alapjan szamolunk. Legyen

ugyanis f(0,y) =: fa(y). Ekkor

y(0 + 2)? 4
222 43=243 ha y#0
0+ 2 Y

foly) ==
3 ha y=0

Ez a fliggvény nem derivalhato y = 0-ban.

Lattuk, hogy egyvaltozos valos fiiggvények esetén, ha egy fliggvény differen-
cialhatoé egy a pontban, akkor ott folytonos is. Kérdés, hogy a ha a parcialis
derivaltak léteznek, akkor vajon folytonos-e a fiiggvény az adott pontban?
Nem feltétleniil.

Példa. Legyen

Ty

242 ha (z,y) # (0,0)

0 ha (z,y) = (0,0)
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A parcialis derivaltak léteznek a (0,0) pontban, hiszen

f(h’ 0) — f(0,0)

20,00 = lim . =0
f;(0,0) _ ]llii%f(()’h);f(ojo):o.

Mégis belatjuk, hogy a fiiggvény nem folytonos (0,0)-ban. y = kxz-et behe-
lyettesitve ugyanis azt kapjuk, hogy

T - kx k

k = =
f(z, kz) 2+ k222 14 k%

vagyis kiilonb6z6 egyenesek mentén 0-hoz tartva a hatarérték az egyenes
meredekségétsl fiigg.

Szemléletesen, a probléma abbol adédik, hogy a parcidlis derivaltak megad-
jak a fiiggvény simasigat az x ill. az y tengelyek mentén, de tobb informacio
nincs.

1.3.1. Tétel. Legyen f : S — R kétvdltozés valds fiiggvény, (xo,yo)e intsS.
Tegyiik fel, hogy az fl és fz// parcidlis derivdltak léteznek (xg,yo) valamely
UCS kirnyezetében. Teqyiik fel tovdbbd, hogy a parcidlis derivdltak itt kor-
latosak, azaz

[folz,y) < M, |fy(z,y)l <M V(z,y)el.

FEkkor az [ figgvény folytonos az (xo,yo)-ban.

Bizonyitas el6tt ismétlésképpen kimondjuk a Lagrange-féle kozépértékiételt.
Legyen f : [a,b] — IR folytonos illetve belsd pontjaiban differencidlhato
filggvény. Ekkor van olyan £e(a, b), melyre

fo) = fla) _
=D _ g,
Kicsit masképpen megfogalmazva: ha f : [a,a + h] — IR folytonos és diffe-
rencidlhato, akkor letezik e(a, a + h), melyre f(a+h) — f(a) = h- f/(§). A
fenti ¢ felirhato &€ = a + 0h alakban, ahol 0 < 0 < 1 Igy azt irhatjuk, hogy

fla+h)— f(a) = f'(a+06h) - h.



30 1. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

Bizonyitas. Legyen (z,y) = (zo + Az, yo + Ay). Nézziik meg a fuggvény
megviltozasit. A haromszog-egyenlStlenséget alkalmazva, azt kapjuk, hogy

|f(wo + Az, yo + Ay) — f(wo,y0)| <

< [f(wo+Ax,yo+Ay) — f(zo+Az,y0)| +|f (w0 + Az, y0) — f(20, y0)|- (1.1)
A Lagrange-féle kozépértéktételbsl kovetkezik, hogy
f(xo + Ax??/O + Ay) - f(l'() + A.T, yO) = f;(x(] + Ax,ﬁy)Ay,
ahol fy a méasodik metszetfiiggvénye f-nek.

A masodik tag hasonléan irhato:

f(xo + Az,y0) — f(wo,y0) = fi(zo + Az) — fi(z0) = fr(Eas yo) Az,

ahol fi az els6 metszetfiiggvénye f-nek. Itt {ye(xo, zo+Ax), {ye(yo, yo+Ay).
Igy az (1.1) egyenlStlenséget folytatva:

< |fo(Eayo)| - |AZ] + | £ (z0 + Az, &y)| - |Ay| < M(|Az| + |Ay)).
Tehat
|f (o + Az, yo + Ay) — f (0, y0)| < M(|Az|+ [Ay]).
Ezért
o (0 + Az yo + Ay) = f (w0, y0) =0,
tehét a fiiggveény folytonos (xg, yo)-ban.
Az el626 példa folytatdsa. Ha (z,y) # (0,0), akkor

Ty

f(iﬂay):m'

Ennek példaul z szerinti parcialis derivaltja:

) = y(@® +y?) —ay(2r) Y’ —a%y
Y (2% +y°)? (@2 4y
Ez a fiiggvény az origd kézelében nem korlatos, hiszen példaul y = 2x esetén

33 3
"Ne,22) = — = —
Fal@:28) = 505 = 550
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ami tetszélegesen nagy lehet, ha x kozel van 0-hoz. Tehat nem meglepd,
hogy a fiiggvény az origbban nem folytonos.

Példa. Legyen

1

e #+v ha (z,y) # (0,0)
flz,y) =
0 ha (z,y) = (0,0)

Igazoljuk a fenti tétel segitségével, hogy f(z,y) folytonos (0,0)-ban. Elsként
meghatéarozzuk a parcialis deriviltakat az origéban

1
— T h2
f(h’7 0) f(o’ O) — hm e h — 07
h h—=0 h

! — l
f2(0,0) = lim

illetve hasonléan f;(0,0) = 0. A t5bbi pontban a képlet alapjan szamolunk
parciélis derivaltat

1 2z
! x, = e 2492 . —,
fo(z,y) (@2 + 2)2
1 2y
ey =e = o
y(2,9) (22 + y2)2

Elegendd belatni, hogy ezek korlatosak a (0,0) egy kornyezetében. Tekint-
siink egy r sugara gémbot az origd koriil.

U={(z,y): Va?+y* <r}

Itt f illetve f, korldtosak.

1.3.2. Tétel. (Derivdltak sorrendjének felcserélhetdsége) Legyen f S — R
kétvdltozos valds fiigguény, (x,y)e intS. Ha a pont egy kérnyezetében léteznek

" 5 1
az fry €8 fyo
18, akkor itt a derivdldsok sorrendje felcserélhetd, azaz

mdsodrendd parcidlis derivdltak, és az adott pontban folytonosak

foy(@,y) = fyu(@,9).

A Tételt nem bizonyitjuk.
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A derivalési sorrend felcserélhetGségének messzemend kévetkezményei van-
nak. A fenti tételt alkalmazva az f;(z,y) vagy fy(z,y) fiiggvényekre azt
kapjuk - feltéve, hogy a megfelel§ derivaltak folytonos fiiggvények, - hogy

" " n
fa:xy = fxyx = fy:px?

és sok hasonlo Osszefiiggést frhatnank fel. Tehat két fiiggetlen valtozé esetén
magasabb rendd parcidlis derivaltak kiszamitésakor a derivilasok sorrendje
tetsz6legesen csoportosithato, feltéve, hogy a parcidlis derivaltak folytonos
fliggvények.

Példa. Megmutatjuk, hogy a derivalasok sorrendje nem cserélhets fel au-
tomatikusan. Példat mutatunk, hogy a vegyes parcidlis derivaltak igenis
kiilonbozek lehetnek. Legyen

zy ha (z,y) # (0,0)
fz,y) =

0 ha  (z,y) = (0,0)

Meghatarozzuk a vegyes méasodrendii parciélis derivaltakat a (0,0) pontban:

h27y2
_fhy) = FO0y) L el _hr—y?
/0 :1 f( 9 9 — Yy _ 1 _
f2(0.y) = fim h oo h Yibonz 1y Y

f1(0,0) = —1.
Forditott sorrendben derivalva

1
zy
ti tétel miatt. A fliggvényt és annak egyik vegyes méasodrendd derivaltjat

A két érték kiilonbozik, ami csak nem-folytonossaga miatt lehet, a fen-

abrazoltuk az 1.11 abran.
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1.11. abra. A példaban szereplé fiiggvény és vegyes masodik derivéltja, f;, .

1.3.2. Teljes differencidlhatésag

Emlékeztetiink arra, hogy az f egyvéltozos valos fiiggvény esetén azt mond-
tuk, hogy differencidlhat6é az xe intDy pontban, ha a kiilonbségi hanyados
hatéarértéke 1étezik:

flz+Ax) — f(x)

li = A.
Aalcrgo Ax

Ekkor f'(z) = A.
Ez azt jelenti, hogy ha Ax elég kicsi, akkor

flx 4+ Ax) = f(z) + AAz + ¢(Ax) - Az,
ahol A fiiggetlen Az-t6l és

lim e(Az) =0,
Az—0

tehat a fiiggvény jol kizelithets lineéris fiiggvénnyel.

1.3.2. Definicioé. Egy h(z) figguény kisordsé a 0-ban, ha

lim M =0.
z—0 X

Ezt dgy jeloljik, hogy h(x) = o(x).
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1.3.3. Definici6. Legyen f : S — R kétvdltozds fiigguény, és (x,y)e intS.
Az f fiiggvény differencidlhatd (x,y)-ban, ha léteznek olyan A, B, C' szdmok,
melyekre elegendden kicsi Ax és Ay mellett teljesil, hogy

flx+ Az,y + Ay) = AAz + BAy + C + o(y/ Az? + Ay?) (1.2)

ahol A, B, C fiiggetlenek Ax-tdl és Ay-tdl.

1.3.3. Tétel. Ha f differencidlhaté az (x,y) pontban, akkor ott folytonos
is és léteznek az adott pontban wvett parcidlis derivdltak. Tovdbbd a (1.2)
képletben szerepld konstansokra

C=flz,y); A= filz,y);  B=f,(z,y)
Bizonyitas.

1. Valasszunk Az = Ay = 0-t. Ekkor az (1.2) egyenlet szerint:
flz,y)=A-0+B-0+C+0=C.

Tehat a C' megegyezik a helyettesitési értékkel. Ez alapjan kénnyen
belathatjuk a folytonossagot:

Ahrilo flz+ Az,y + Ay) =
A§—>O

= lim AAz+ lim BAy+ C + lim o(v/Az? + Ay?) = C.
Ay—0 Az—0

Ax—0
Ay—0

2. Igazoljuk az A-ra vonatkozo éllitast. Legyen Ay = 0. Ekkor az (1.2)
egyenlet igy alakul:

f(z+ Az,y) = AAz + f(z,y) + o|Az]).
Ez alapjan szamoljuk ki a parcialis derivaltat:
o(|Az|)

A Ax = dim A+ =57 =4
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Kovetkezmény. Ha az f fuggvény differencialhaté az (z,y) pontban, akkor
elegendGen kicsi Ax, Ay mellett igy irhato:

o+ Az, y + Ay) = f(z,y) + folz,y) Az + f(x,y)Ay + o(v/ Az? + Ay?).
(1.3)

A derivalt geometriai jelentése is hasonldé az egydimenzids esethez. Ha a
fiiggvény differencidlhatd egy pontban, akkor a pont kdzelében a fiiggvény
értékét az érintdsik segitségével kozelithetjiik. A sik megadasdhoz megadjuk
egy pontjat - ez (o, Yo, f(z0,%0)) - és megadjuk a sik meredekségét, ami a
két parcialis derivalt. Az érint6sik egyenlete tehét ez lesz:

z = f(x0,90) + fz(w0, y0)(x — 20) + f; (0, Y0)(y — Yo)-

Ezt az egyenletet irjuk at abba a megszokott alakba, ahogy a sik egyenletét
fel szoktuk irni:

fo(0,90)(x — x0) + f(20,90) (Y — yo) + (=1)(z — 20) = 0,

ahol zp = f(xo,y0). Errél leolvashato, hogy a sik (egyik) normélvektora

n = (fz(z0,%0), fy(z0,0), —1).

1.3.4. Definicioé. Ha az f fiiggvény differencidlhato az (z,y) pontban, akkor
ebben a pontban a derivdlt eqy kétdimenzids vektor lesz, melyet gradiensnek
nevezink:

grad f(z,y) = (f2(z,9), f,(x,9)).

Ha az | fiiggvény eqy So halmaz minden pontjdban differencidlhato, akkor a
derivdltfiigguény
grad f: Sy — R?

tipusi lesz.

1.3.4. Tétel. Legyen f : S — R kétvdltozds valds fiigguény, (x,y)e intS.
Tegyiik fel, hogy az fi(x,y) és f,(x,y) parcidlis derivdltak léteznek a pont
eqy kdrnyezetében, és folytonosak ebben a pontban. Ekkor [ differencidlhato
(x,y)- ban.
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Bizonyitas. A Lagrange-féle kozépértéktételt alkalmazva azt kapjuk, hogy
fle+ Az, y+ Ay) — f(z,y) =
= flz+Az,y+Ay) = flz+ Az,y) + flz+ Az,y) — fz,y) =
= fylz+Az,y+0Ay)Ay + fr(z + 0'Az,y) Az

valamely 0 < 0,60’ < 1 konstansokkal. A parcidlis derivaltak folytonossaga
miatt:

foylx + Az, y + 0Ay) = f(z,y) + e1(Az, Ay)
fole +0' Az, y) = fr(z,y) + e2(Ax),
ahol
Ax}lAIZl%O e1(Az, Ay) =0, Aligo e2(Az) = 0.
Igy az el6z6 egyenléségbe visszahelyettesitve kapjuk, hogy
flz+Az,y + Ay) — f(z,y) = fr(z,y)Az + f,(z,y) Ay + e3(Az, Ay),

azaz differencialhato.

Megjegyzés. Bevezetve a

Af(x,y) = f(z+ Az,y + Ay) — f(z,y)

jelolést a (1.3) Osszefiiggés tomoren igy is irhato:

Af(z,y) =grad f(z,y) - ( iz ) + o(v/ Az? + Ay?).

A fenti tétel feltétele nem sziikséges a teljes differencidlhatosdghoz. Legyen

[z, y) = |wyl.
Ekkor
f(x,y) = £(0,0) =0 -2+ 0-y + |2y|
megfelel a (1.2) feltételnek, hiszen

lzy| = o(v/ 22 + y?),

ezért a fiiggveny differencialhato a (0,0) pontban. Masrészt konnyen belatha-
t6, hogy f;(0,y), y # 0 és f,(x,0), x # 0 parcidlis derivaltak nem léteznek,
ha = # 0 illetve y # 0. Természetesen a (0,0)-ban léteznek a parcialis
derivaltak.
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1.3.3. IrAnymenti derivalt

A teljesen differencidlhato fliggvények egy fontos tulajdonsiga, hogy nem
csak az x és y szerinti parcidlis derivaltak léteznek - azaz az x és y irdnyban
derivalhatok - hanem tetsz6leges « irdnyban is. Ez alatt azt fogjuk érteni,
hogy az (1.2) egyenletben Ax és Ay nem egyméstol fiiggetleniil tart 0-hoz.

1.3.5. Definici6. Legyen ael0,27). Az « irdnyid irdnymenti derivdltat igy
értelmezziik:
fx+ocosa,y+ gsina) — f(z,y)

0 .
Daf(xvy) = %f(l'vy) :£1)1_1>% 0 ’

ha ez a haldrérték lélezik.
Ez azt jelenti, hogy az f(z + Ax,y + Ay) fiigvényertéket csak megadott
iranyban nézziik, nevezetesen:
Ax = pcosa, Ay = psin a,
ahol gelR.

1.3.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy az f figguény differencidlhaté (x,vy)-ban.
FEkkor itt létezik az iranymenti derivdlt tetszbleges ael0,2m) esetén, és

Daf(,y) = fi(z,y) cosa + fi(a,y) sina

Bizonyitas. A differencidlhatésidg miatt

f(z+ocosa,y+ osina) = f(z,y) + fr(z,y)ecos a+ f,(x,y)esina+o(|o|)

ha |o| elegend&en kicsi. Ebbdl kiovetkezik, hogy
o(lal)

f(z + ocosa,y + gsina) — f(x,y) _ fa(z,y) cosa+ fy(z,y)sina + ——=,
%

0

melynek hatarértékeként az allitast kapjuk.
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Megjegyzés. Specialis esetben, a = 0 ill. o = 7/2-re megkapjuk a parcialis
derivaltakat:

DUf(xvy) :f;(l‘ay)v D7r/2f(x7y) :fg/;(xvy)
Altalaban az irdnymenti derivalt:

1.3.6. Definicié. Adott egy velR? irdny, melyre ||v|| = /o] +v3 = 1. A v
irdnymenti derivdltat eqy (x,y) pontban igy értelmezziik:
[+ ov1,y + ov2) — f(z,y)

va(:c,y) = ég}% 0 s

ha ez a hatdrérték létezik.

A D, f(z,y) iranymenti derivéalt valos szam.

Kovetkezmény. A D, f(x,y) irdnymenti derivdlt kiszdmitdsa:

va(ZC,y) = U fé(iﬁ,y) + v2 fg//(xay)

Példa. Legyen
fla,y) = Va? + 92,

azaz a fliggvény egy ponthoz hozzarendeli az origdtél vett tavolsagit.

Adott « iranyhoz tartozé irdnyvektor v = (cos a, sin ). Hatarozzuk meg a
D, f(x,y) iranymenti derivaltat. Elscként a parcialis derivaltak:

x
fr(z,y) = —5—— = €08 0,
Vi t+y
fi(2,y) = ———— =siné,

Va?+y?
ahol 0 az (z,y) pont méasodik polarkoordinataja. Ekkor:
Daf(x,y) = fo(x,y) cosa+ fy(z,y)sino =
= cosf cosa+sinf sina = cos(f — ).

Lathato, hogy ha a = 0, akkor az irdnymenti derivalt maximéalis abszolat
értékd, mig 0 — a = 7/2 esetén az iranymenti derivalt 0. (Vajon hogyan
értelmezhetjiik geometriailag ezt a tényt?)
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1.3.4. Lagrange-féle kozépértéktétel

1.3.5. Tétel. Legyen f : S — IR olyan kétvdltozds figgvény, mely diffe-
rencidlhaté az (xo,yo)e intS egy 0 sugari kornyezetében, melyet U jeloljon.
Legyen (x1,y1)eU. Ekkor létezik 0e(0,1), melyre:

A
f@, ) = f(xo,90) = fo(@. yo) Az +f; (g, yo) Ay = grad f(z, yo)- <A§> ’
ahol

Az = x1 — o, Ay = y1 — yo, (z9,y0) = (w0 + 0 - Az, yo + 6 - Ay).

Bizonyitas. A Tételt altalanos esetben bizonyitjuk az 1.8.2. fejezetben.

1.3.5. Magasabb rendi derivaltak

1.3.7. Definicié. Tekintsik az f : S — IR kétvdltozds figguényt, és legyen
(xo,y0) belséd pontja S-nek. Azt mondjuk, hogy [ kétszer differencidlhato
ebben a pontban, ha o figgvény differencidlhatd a pont egqy kérnyezetében, €s
az fr(x,y) és az f(x,y) parcidlis derivdlt fiigguények is differencidlhatoak az
(0, Yy0) pontban.

1.3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy [ kétszer differencidlhatd az értelmezési tar-
tomdny belsejében lévd (xz,y) pontban. Ekkor itt

gy(l‘a y) = g:/x(xu y)

1.3.8. Definicio. Ha a figguény kétszer differencidlhato (xo,yo)-ban, akkor

értelmezhetdek az f,(70,Y0), fuy(T0,90), fiz(T0,90) €s az fi,(z0,y0) md-

sodrendd parcidlis derivdltak. Ezekbdl dll az aldbbi mdtriz:

frae(To,90)  fyz(Z0, v0)
H(:C(]v yU) - )
;’y(:co,yo) f{,’y@o,yo)
mely a figgvény mdsodik derivdltja. Ez a az (xo,yo) ponthoz tartozé Hesse
mdatria.
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A fenti tétel értelmében egy kétszer differencialhato fiiggvény Hesse méatrixa
mindig szimmetrikus métrix.

Megjegyzés. Ne felejtsiik el, hogy egy kétvaltozds fliggvény elss derivaltja 2
dimenzids sorvektor, masodik derivaltja 2 x 2 dimenziés matrix.

1.3.6. Osszetett fiiggvény. Lancszabaly két dimenziéban

Ismétlés. A lancszabdly osszefett fiigguények (figgvények kompozicidjanak)
derivdldsdra vonatkozik. Valds fiigguényekre ezt dllitotta:

(fog) (z)=f (9(x)) g (x).

f a kilsé, g a belsd figgvény. Mindkettd egyvdltozds, valds értékd.

Lancszabaly, 1. speciilis eset

A Fkilsé figgvény egyvaltozos, legyen ez f : D — IR, D C R. A belsd
fiiggvény kétvaltozos, legyen ez ¢ : S — R, S C R2.  Feltessziik, hogy
Ry C D. Ekkor az sszetett fliggvény kétvaltozos valds értékd fiiggvény,
mely igy értelmezhets:

F=fo¢:S—R, F(x,y) = f(o(z,y)).

1.3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy ¢ differencidlhaté az (x,y)e intS pontban, és
[ differencidlhaté az v = ¢(x,y) pontban. Ekkor az dsszetett figguény is
differencidlhatd, és a parcidlis derivadltak:

F;(.’L’,y) = f/(¢($,y)) QZ)?B(ny)u

Bizonyitas. A differencialhatésag definiciojabol induljunk ki:

F(x+ Az,y + Ay) — F(z,y) = f(¢(z + Az,y + Ay)) — f(¢(x,y)) = (*)
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f differenciadlhatosadga ezt jelenti:
Flu+ Au) — f(u) = F/(u) Au+ (D),
ahol (Au) kisordé. Emiatt a fenti egyenletet folytathatjuk:

(x) = fl((z,y)A¢+e=
= f($(,9) - (¢ (2, y) Az + &, (2, y) Ay + 1) +¢.

A fenti egyenletben ¢ differencialhatésagat hasznaltuk fel, €1 szintén kisordo

fiiggvény.
Tehat azt kaptuk, hogy

= [f/(o(z, )b (2,y)] - Az + [ (d(2,9))d),(z,y)] - Ay + 2.

Ez épp azt jelenti, hogy F differencidlhaté. Tovabba a jobboldalon Ax szor-
zja Fy(x,y) és Ay szorzbja Fy(xr,y).

Példa. Legyen F(x,y) = f?(x,y), ahol f differencidlhaté. Ekkor

Fy(z,y) = 2f(z,y) folz,y),  Fylz,y) =2f(z,y) f(x,y).

Lancszabaly, 2. speciilis eset

A kilsé fiiggvény kétvaltozos, legyen ez f : S — R, S ¢ R%. Két belsé
fliggvény van, mindketts egyvaltozos, legyenek ezek ¢, ¢ : D — R, D C R.
Feltessziik, hogy R, x Ry C S. Ekkor az Osszetett fliggvény egyvaltozos
valos fiiggvény, igy értelmezhetd:

F:D—=R,  F(t) = flo(t),v(t)).

1.3.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy p és ¢ differencidlhatéak o te intD pontban,
és f differencidlhats az (z,y) = (p(t),¥(t)) pontban. Ekkor az dsszelelt
fiigguény is differencidlhatd, és derivdltja:

F'(t) = fo(e(t), v ()@ (t) + fo (0 (t), (1) ().
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Megjegyzés. A kénnyebb atlathatdsag kedvéért a fenti formula argumentu-
mok nélkil:

(folp.0) = fud + fi/

Eléaddson elmondom a bizonyitast. Aki nem jegyzeteli le, bizonyitsa be (nem
nehéz HF).

Példa. Kétvaltozos f fiiggvény « irany menti derivaltjat szamoljuk az (z,y)
pontban. Ehhez az f(z,y) fiiggvénybe behelyettesitjik a
o(t) = x4+ tcosa, Y(t) =y+tsina
valtozokat, és a derivaltat nézziik a t = 0 helyen. A fenti tétel alapjan:
F(t) = f(z +tcosa,y + tsina)
derivaltja a ¢t = 0 helyen: F’(0) =
= fe(@ 4+ 0cosa,y + 0sina)g'(0) + f, (x 4 0 cos o, y + Osin )’ (0) =

= fo(z,y)cosa + fy(z,y)sina.

Ez a j6l ismert formulat adja.

Lancszabaly, 3. specialis eset

Adott f(u,v) kétvaltozos fiiggvény, ahol az u és v valtozok helyére kétvaltozos
fliggvényeket helyettesitiink:

u:¢(x7y)v U:\Il(xvy)'

Legyenek ¢, ¢ : R — R, R C R? adott kétvaltozos fiiggvények. Jelolje:

S = {(’LL, U) ‘U= (;S(SU,y), v = 1/)(1‘7?/)a (CC,y)GR}

Ekkor az Osszetett fiiggvény F' : R — IR kétvaltozds fliggvény, melyet az
alabbi képlet definiél:

F(.Z‘,y) - f(¢($7y)7¢(9073/))
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Példa. Legyen
F(z,y) = e"sin(z +y).

Ezt a fiiggvényt igy tudjuk Gsszetett fliggvényként értelmezni. Legyenek

u = Px,y) =y
vo= @y =z+y
flu,v) = e"sin(v).

A definiciébol kénnyen adoédik az alabbi allités:

1.3.2. Allitas. Ha ¢, ¢ folytonosak (x,y)-ban, és f folytonos az
(u,v) = (¢(z,y), ¥ (z,y))
pontban, akkor F is folytonos (x,y)-ban.
1.3.9. Tétel. (Ldncszabdly.) Tegyiik fel, hogy ¢, differencidlhaték (z,vy)-

ban, és f is differencidlhaté az (u,v) = (¢(z,y),¥(x,y)) pontban. Ekkor F
is differencidlhaté (xz,y)-ban, és parcidlis derivdltjai:

Fo(z,y) = fi, (o(x,y), ¥(x,y)) 6, (x,y) + £, (d(x,9), ¥(x,y)) ¥y (x,y),
Fy(x,y) = fo (p(z,y),9(x, ) ¢y (2, y) + £, (0(z,y), ¥ (2, y)) ¥y (2, y).

Bizonyitas. Irjuk fel az F 6sszetett fiiggvény megvaltozasat:
= f(o(z + Az, y + Ay), (x + Az,y + Ay)) — f(¢(z,9), ¥(z,y)) =

f
= f&(gb(% y)a w(‘fa y))A¢ + f{](gb(z, y)a w(‘fa y))Ai/) + El(l’,y),

ahol e1(x,y) = o(\/(Az)? + (Ay)?). Ttt felhasznaltuk a kiilss fliggveny dif-
ferencidlhatosagat. A belss fiiggvények megvatozasait igy irhatjuk:

Ap = ¢(x + Ax,y + Ay) — d(x,y) = ¢, (x, y) Az + ¢ (x,y) Ay + e2(, y),

A = P(x + Az, y + Ay) — (z,y) = (2, y) Az + ¢y (x,y) Ay + e3(z, y),
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ahol e5(x,y) éses(x,y) is o(\/(Ax)? + (Ay)?) fiiggvények. Mindezeket vissza-
helyettesitve megkapjuk F' differencidlhatésagat és parcidlis derivaltjait.

Példa. (folytatas) A fenti fliggvény x szerinti parcidlis derivaltja:

Fl(z,y) = e"sin(v)y + €" cos(v) = €™ (sin(x + y)y + cos(x + y)) .

Példa. Legyen
fla,y) =2 +y°
Helyettesitsiik be = és y helyére a polarkoordindtakat, legyenek tehat

x = x(r,0) =rcos(f)
y = y(r,0) =rsin().

Ekkor az dsszetett fliggvény
F(r,0) = f(rcos(f),rsin(8)) = r? cos?(0) + r? sin(9) = 2.

Szamoljuk ki F' 0 szerinti parcialis derivaltjat a lancszabdly alapjan. A kép-
let, amit hasznalnunk kell:

OF 9fdx _Ofdy

90 0z 00 oy o0

Ezek a parciélis derivaltak:

of or o

% =2z % —7“( Sln(@))
of _ oy _

M =2y 20 = rcos(0).

Igy ezekbol ésszerakva a derivaltat ezt kapjuk:

aﬁ(r,e) = 2zr(—sin(f)) + 2yr cos(d)

06
= 2rcos(0)r(—sin(@)) + 2rsin(f)r cos(f) = 0.

A fent megfogalmazott Tételek csak egy-egy lehetséges forméi a lancszabaly-
nak. Altalanos esetben a kiilsG és belss fiiggvények fajtai valtozhatnak.
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1.3.7. Implicit fiiggvény tétel

Példa feladat: Adott a sikban egy gorbe, melyet az F'(x,y) = 0 implicit alaka
filggvény ir le. Adott a gorbének egy pontja (xg,yo), ahol F(xzg,y0) =0 . A
pont kornyezetében keressiik a gorbét megadé fiiggvény explicit alakjat. Egy
olyan y = f(z) fliggvényt keresiink, melyre F(z, f(x)) =0 és f(xo) = yo.

1.3.10. Tétel. (Implicit figguény tétel) Tegyiik fel, hogy az F kétvdltozds
fiiggvény differencidlhaté (xo,yo) egy kornyezetében, és ebben a pontban

F(J?ano) = 0.

Ezen feliil feltesszik, hogy F,(z0,y0) # 0 (azaz az érintdsik "ferde”). Ekkor
létezik egy kétdimenzids intervallum,

I'=1 xIy=(z0 —a,z9 + a) x (yo — B,y + B),

hogy minden xely esetén az F(xz,y) = 0 egyenletnek pontosan egy y = f(x)
megolddsa van, és yelo. Tehdt létezik egy

f:Il—>IQ

valds fiigguény, mely a kivetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

- f(@o) = wo.
- f(x)ela, Vxely.
- F(z, f(x)) =0, Vael;.

- Fj(x, f(x)) #0, Vael;.

Tovabbd f differencidlhato I1-ben, és deriviltja igy szdmolhatd:

F/

Fy(z, f(z))
Megjegyzés. Az implicit fiiggvény tétel a gorbe lokdlis tulajdonsdgat fogal-
mazza meg. Masrészt csak egzisztenciarol van szo, tehat annyit allit a Tétel,
hogy létezik a megfeleld fiiggvény, de nem adja meg a konstrukciot.
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A Tételt nem bizonyitjuk. Ha mar tudjuk, hogy f differencialhato, akkor
derivaltja kiszamolhato. Derivaljuk az F(z, f(z)) = 0 egyenletet = szerint:

Fy(z, f(z)) -1+ Fy(z, f(z)) - f'(x) =0, (1.4)
ahonnan a Tétel utolso allitasa kovetkezik.

Megjegyzés. Az (1.4) Osszefiiggés tjabb derivaldsaval f magasabb rendi de-
rivaltjait is ki tudjuk fejezni. Példaul a mésodik derivalt:

Fo(x, f(2) + Fpp (@, f () f'(2) + Fpy (=, f(2)) f'(2)+

+Eyy (0, (@) (F())* + Fyy (@, f(2))f"(x) = 0.
Ebbdl pedig f”(x) kifejezhets.

Példa. Tekintsiik az
F(x,y) ::U2+y2—1 =0

egyenlet megoldasat. Ha ebbdl explicit médon megprobaljuk az y-t kifejezni:
y=+vV1-—2a2
ami nem egyértelmi. Konkrét (xg,yo) esetén az implicit fiiggvény segitsé-
gével a korfvnek azt a darabjat kapjuk meg, ahol az adott pont szerepel.
Héarom eset lehetséges.
1. Ha xge(—1,1) és yo > 0, akkor a megoldasfiigvény f(z) = v/1 — 22.
2. Ha zpe(—1,1) és yo < 0, akkor a megoldasfiigvény f(z) = —v/1 — z2.
3. Hawzg = %1, akkor yo = 0. Ekkor Fj (20, 0) = 0, és valéban, a megoldas
nem folytathato.
Példa. Tekintsiik a Descartes-féle gorbét, amelyet az alabbi egyenlet ad meg:
F(z,y) = 23 +y3 — 3azy = 0,
ahol a > 0 egy val6s paraméter.
A parcialis derivaltakat kiszamolva azt kapjuk, hogy

F!(z,y) = 322 — 3ay, Fy(z,y) = 3y% — 3az.
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1.12. abra. A Déscartes-gorbe a z = F(z,y) feliilet és az (z,y) sik metszete.

Vagyis F,(0,0) = F}(0,0) = 0, a (0,0) kérnyezetében tehat nem folytathato
(nem egyértelmii) a megoldas. Barmely mas pont a gorbén alkalmas kiindu-
lasi pontnak. Lathato, hogy van olyan x, amihez 1, illetve van olyan, amihez
3 megfelels y tartozik. Derivaltja:

3z —3ay  ay—ax*  af(x)— 2?
3y2 2

f/(xay) ==

—3ar Yy —ar f2(z)—az

1.4. Altalanositas IR"-re

1.4.1. Parcialis derivalt, teljes derivalt

1.4.1. Definicié. Legyen SCIRR" egy tartomdny, x = (z1,...,Ty,)e intSegy
belsd pont. Az i-dik vdltozd szerinti parcidlis derivdltat igy értelmezzik:

f:]/gl(x) _ 88 (CU) :Ehm f(xlv"')xi—lafaxi-gl 7$n) _f(ﬁla'”vxn)’
€Ty —x; — Ty

feltéve, hogy a fenti hatdrtérték létezik és véges.
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Legyen S C R" egy tartomany. Adott egy f : S — R n-valtozds valos
fliggvény.

1.4.2. Definicié. Legyen x belsd pontja S-nek. Az f figguény differencidl-
haté x-ben, ha elegendden kicsi Ax = (Axy, ..., Ax,) megudltozds esetén,
melyre © + AxeS, teljesiil az aldbbi dsszefiiggés:

flx+ Azx) = f(z) + A- Az + o || Ax|), (1.5)

ahol AeR™ fiiggetlen Ax-tdl, | Az| = /Az? + ... + Ax2.
A kétviltozos esethez hasonloan igazolhatéak az alabbi allitasok:

1.4.1. Tétel. Ha f differencidlhato egy aeS belsé pontban, akkor az (1.5)
képletben szerepld konstans vektor a parcidlis derivdltakbol dll:

A= (fl(@)s.... f, (@) = grad f(a).

1.4.2. Tétel. Tegyik fel, hogy az [ fiiggvény parcidlis derivdlt fiiggvényes
léteznek és folytonosak eqy adott x pontban. Ekkor [ teljesen differencidlhatd.

1.4.3. Definicio. Tegyiik fel, hogy az f figgvény parcidlis deriwdlt fliggué-
nyei differencidlhatéak. Ebben az esetben a mdsodik derivdlt, a Hesse mdtriz,
olyan n x n dimenzids mdtriz, melynek (i, 7)-dik eleme:

L
N 6.@18333 -

H;j(x)

1.4.2. Iranymenti derivalt

1.4.4. Definicié. Legyen adott az f : S — R fliggvény, xe intS belsd pontja
S-nek. Adott egy v irdny, v = (v1,...,v,)elR", mely egységnyi hosszi vektor,

n 1/2
(Z vf) =1
i=1
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Ekkor az f fiiggvény v irdnyd derivdltja

Do) ity £ 00 = @)

0—0 0

ha o fenti hatdrérték létezik és véges.

1.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f teljesen differencidlhatd x-ben. Ekkor min-
den v iranyban létezik D, f(x) és

Dy f(x) = ,Ulfél () +...+ Unfx szfocl

1.4.3. Osszetett fiiggvény

Legyen f(u1,...,uy,) n-valtozos fiiggvény, és adottak a ¢1(x,y), ..., on(z,y)
kétvaltozos fliggvények kozos Dy, = R C IR? értelmezési tartomannyal.

Az Gsszetett fliggvény kétvaltozos fliggvény, amely igy irhato:
Ha f és ¢;, 1 = 1,...,n differencidlhatéak, akkor F' is differencidlhato, és

Fl(z,y) = Zn:

e On ) 2 o).

) Onlir ) o ,0).

Fy(z,y) = Z

1.5. SzélsGérték szamitas

Legyen f: S — R kétvaltozos fiiggvény, S C IR2.
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1.5.1. Definici6. (zo,yo)eS lokdlis mazimum (ill. minimum), ha létezik a
pontnak olyan U kdrnyezete, hogy minden (x,y)eU N Dy-re

f@,y) < f@o,0)  (dl. f(z,y) = f(zo,y0))-
Megjegyzés. (xo,yo0) lehet az értelmezési tartoméany hatarpontja.

1.5.2. Definicié. (xo,yo) globdlis mazimum (ill. minimum), ha minden

(x,y)eDy esetén

f(m,y) < f(l‘anO) (Z” f($7y) > f(anyO))'

Megjegyzés. A Weierstrass tételbdl kovetkezik, hogy ha S korldtos és zart
tartomany, akkor biztosan létezik globalis minimum és maximum.

Példa. Tekintsiik az f(z,y) = 22+ fiiggvényt az S = {(z,y) : 2*+y? < 1}
tartomanyon. A fiiggvény globalis maximumhelyei a {(z,y) : 2% +y? = 1}
kérvonal pontjai, és egyetlen globalis minimumhelye a (0,0) pont.

1.5.1. Tétel. (Sziikséges feltétel a szélséérték létezésére) Tegyiik fel, hogy
az f figguénynek (o, yo)-ban lokdlis szélsGértéke van, és tegyiik fel, hogy a
fiiggvény itt differencidglhato. Ekkor

grad f(x(]ay()) = (07 0)7
azaz fy(0,v0) = 0,€s fy(x0,y0) = 0.
Bizonyitas. Jelolje fi1(z) = f(z,yo) a kétvaltozos fliggvény egyik metszet-

fiiggvenyét. Ekkor xq lokalis szélsGerteke fi-nek, ezért fi(xg) = 0. Masrészt
f1(z) = fi(z,y0), ebbol a Tétel allitasa kiivetkezik.

1.5.3. Definici6é. Ha grad f(zo,y0) = (0,0), akkor (xo,yo) staciondrius
(vagy kritikus) pont. Ha nincs itt szélséérték, akkor ezt nyeregpontnak hivjuk.
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Példa. A fenti tételben szerepld feltétel valoban csak sziikséges, mint ez a
kévetkezs példabol is latszik. Legyen

flay) =y,  (z,y)eR%
Parcialis derivaltjai:
fol@wy) =y, filz,y) ==z
A (0,0)-ban mindkét parcialis derivaltja elttinik, azaz
f2(0,0)=0,  £,(0,0)=0,

mégis ez a pont nem szélsGérték. Fz onnan is lathato, hogy a fliggvény elGjele
az 1. és 3. sfknegyedben pozitiv, a 2. és 4. siknegyedben negativ. Ezért az
origb barmely kornyezetében van a fiiggvénynek pozitiv és negativ értéke is.

0.5

1.13. abra. Az f(x,y) = zy feliilete az origé kozeléeben.

Példa. Hatarozzuk meg, hogy milyen hiromszog esetén lesz a szdgek sinusai-
nak a szorzata maximaélis. Ha a haromszog két szoge x és y, akkor a harmadik
sz0g ™ — x — y. Igy a minimalizdlandé fiiggvény f : [0, 7] x [0, 7] — R.:

f(z,y) =sinzsinysin(r — x — y) = sinz siny sin(z + y).
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Eldézetesen megallapithatjuk, hogy ha 0 < z, y < m, akkor f(z,y) > 0,
egyébként a hataron f(z,y) = 0. Ezért Dy belsejében f pozitiv, a dDs-en
az f = 0. Tehét a fiiggvény maximuma létezik (mivel D korlatos és zart)
és bels§ pontban van.

Meghatarozzuk a stacionarius pontokat.
fr(z,y) = coszsinysin(x + y) + sinx siny cos(z +y) = 0,

f{/(x, y) = sinz cosysin(x + y) + sinx siny cos(xz + y) = 0.

A fenti egyenleteket egymésbol kivonva azt kapjuk, hogy tany = tanz,
vagyis a stacionérius pontban x = y. Ezt visszahelyettesitve azt kapjuk,

hogy
cos x sin z sin 2z + sin? z cos 2z = 0,

amibdl trigonometrikus azonossagok felhasznalasaval, és sinx # 0 miatt:
coszsin2x + sinz cos 2z = sindx = 0

adodik. Ebbél azt kapjuk, hogy
T
€r = = —
Y 37

tehét a haromszog egyenld oldalu.

1.5.2. Tétel. (Elégséges feltétel a szélséérték létezésére) Tegyiik fel, hogy az
(0, Yyo) pont staciondrius pontja f-nek, és itt f kétszer differencidlhats. Ha
ebben a pontban

fre(@0,90) £y (20, 90) — (f1,)* (20, 90) > 0,

"
Tr

(xo,y0) > 0, akkor
(zo,y0) <0, akkor lokdlis mazimum. Ha

akkor a pontban lokdlis szélséérték van. Ha emellett

1
Tr

fa/:,a:(x()?y())fgy(m()a yO) - (fa/:/y)Q(xovyO) < 07

akkor mincs szélsdérték. Ha pedig

Fre (20, 90) Fy (0, 0) — (f1)* (w0, 90) = 0,

akkor a szélsdérték eldontéséhez tovdbbi vizsgdlat sziikséges.

lokdlis minimum, ha
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Azt a stacionarius pontot, ahol nincs széls6érték, nyeregpont-nak nevezziik.

1.5.3. Tétel. (Az el626 tétel dtfogalmazdsa.) Tegyiik fel, hogy (xo,yo) egy
staciondrius pontja f-nek. Ekkor ha a H(xo,yo) Hesse mdtriz

pozitiv definit, akkor itt a fliggvénynek lokdlis minimuma van,
- negativ definit, akkor lokdlis mazimuma van,
- indefinit, akkor nincs szélsdértéke,

- szemadefinit, akkor lehet, hogy lokdlis szélséértéke van, és lehet, hogy

nincs.

A Tételeket nem bizonyitjuk.

Példaként tekintsiik az

10 ~1 0 10
A= ., B= . C=
0 1 0 -1 0 —1

matrixokat. Nyilvan A > 0 (pozitiv definit), B < 0 (negativ definit) és C
indefinit.

Specialis esetként vizsgiljuk meg, hogy n = 2-re mit jelent a definitség.

1.5.1. Allitas. Legyen Ho = H(xg,y0) egy kétvdltozos fiigguény Hesse mat-
riza az (ro,yo) pontban, azaz

faz (0, 90) f;;(ﬂﬂoa Yo)
Hy =

2y (70, 90)  fyy (%0, Y0)

Ekkor

1. Hy>0 < det (Hy) >0 és f (x0,50) >0

2. Hy <0 <= det (Hp) >0 és fI (x0,y0) <O
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3. Hy indefinit <= det (Hp) <0

4. Hy<0wagy H)>0 <= det(Hy) =0

Megjegyzés. A fenti Allitas 1. és 2. pontjaban f” (g, yo)-ra vonatkozé

feltétel is irhato.

1"
vy

Példa. Legyen
fla,y) = a® = 3zy + ¢,
értelmezési tartoméanya IR?. Lokalis szélsGérték meghatarozashoz szamoljuk

ki a gradiensét:

folzy) =22 -3y,  fi(z,y) = —3z+2y.

A gradiens-vektor egyetlen pontban tiinik el, ez a (0,0) pont. A Hesse matrix
minden pontban ugyanaz:

(@, y)  fya(,y) 2 -3
H - =
:;:/y (‘Ta y) gl//y (l’, y) -3 2

Mivel det H = —5 < 0, ezért a matrix indefinit, tehat a fliggvénynek nincs
lokalis szélsGértéke.

Példa. Legyen

fle,y) =2 oy + v + o +y,
értelmezési tartoméanya IR?. A stacionarius pontokat meghatarozé egyenlet-
rendszer

folwy)=2z4+y+1=0,  fi(z,y)=z+2y+1=0,

ennek egyetlen megoldasa, mint lehetséges széls6érték

1 1

(w0, 0) = (—ga —g)-

A maésodik derivaltak konstansok:

f:/t/:c(x7y) =2, fg;/y(x7y) =2, f;/y<x7y) =1
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A Hesse méatrix

H =
1 2

pozitiv definit, ezért a stacionarius pont lokalis minimum.

1.6. Feltételes szélsGérték

Minta feladat: Legyen adott IR%-ben egy ¢(z,y) = 0 gorbe. Meg szeretnénk
hatérozni, hogy a gbérbe melyik pontja van az origbhoz a legkézelebb. Méas
szoval hatarozzuk meg a

min(z? 4 y?)
értekét, ahol a valtozok nem fiiggetlenek, hanem fennall a ¢(z,y) = 0 Gssze-
fiiggés. Els6 megoldasként a ¢(x,y) = 0 alakbol explicit modon kifejezziik
az egyik valtozot: y = F(x), és minimalizaljuk az

2’ + (F(z))’,  weDr

kétvaltozos fiiggvényt. Ennek hatranya, hogy egyrészt egyaltalan nem biztos,
hogy explicit megoldas létezik, mésrészt dnkényesen részesitjiik elényben az
egyik valtozot. Méasodik megoldasként kozvetleniil optimalizdlunk. Ez azt
jelenti, hogy az f(x,y) = x? + y? fiiggvény megszoritasat tekintjiik az

{(xvy) : ¢(x>y) = O}

halmazon, és itt keressiik a szélsGértéket. A gondot az okozza, hogy a fenti
halmaznak altalaban nincs belsd pontja, tehat a korabbi fejezet tételeit nem
alkalmazhatjuk.

A feltétles optimalizalas feladatat a kdvetkezGképpen értelmezziik.

1.6.1. Definici6. Legyen adott az f : S — R kétvdltozos differencidlhato
figgvény. Ennek tekintjik megszoritisdt egy olyan halmazon, melyet egy
implicit fiigguény ad meg, ahol a ¢(x,y) = 0 dsszefiiggés teljesil. Tomdéren
a feladat tehdt:

min z,Y). 1.6
{(z,y): ¢(:v,y):0}f( ) (1.6)
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A sziikséges feltétel el6tt lassuk szemléletesen, hogy mit varhatunk. Képzel-
junk el egy olyan 4brét, ahol egyszerre lathato a ¢(z,y) = 0 feltétel, és az
f(z,y) = c szintvonalak, kiilonb6z6 ¢ értékek mellett.

/ )‘:‘c

Pp=0

1.14. abra. Az f = c szintvonalak és a ¢ = 0 szintvonal egyszerre

Amely c-re van koz0s pont, ott van megoldésa az egyenletrendszernek:

¢($,y) =0, f(xyy) =c.

Mivel f folytonos (hiszen differencidlhato), ezért a szintvonalak is monoton
moédon valtoznak. Igy azt a szintvonalat keressiik, ami "utoljara" metszi a
¢(z,y) = 0 gorbet. Ebben a pontban gorbék érintik egymast, az érintk
megegyernek, azaz

fo(@y) _ ¢(zy)
filzy) o (z,y)
Ezt a képletet az implicit fliggvény derivalasakor lattuk. Egy kicsit masképp

atrendezve azt kapjuk, hogy van egy olyan X valdés szdm, melyre

O, y)  by(w,y)

Tehat szemléletesen azt varjuk, hogy ha (z,y) feltételes szélsGérték, akkor

A

létezik olyan A, melyre teljesiil:
f;::(xay) - A¢;($>y) = 07

fi(x,y) = A}, (z,y) = 0.

Errél szol a kévetkezs tétel, melyet nem bizonyftunk.
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1.6.1. Tétel. (Sziikséges feltétel feltételes szélséértékre) Tegyiik fel, hogy az
f(z,y) és p(x,y) figguények differencidlhatok, és (xo,yo) pont a (1.6) feltéte-
les optimalizdlds megolddsa. Tegyiik fel, hogy grad ¢(xo,yo) # (0,0). Ekkor
létezik olyan AoelR konstans, melyre

Jo(x0,Y0) — Ao (0, yo) = 0,

fy(x0,90) — Aol (20, 90) = 0.

A fenti tételt atfogalmazva kimondjuk a Lagrange-féle multiplikdtor szabdlyt.
Definidljuk az F': Dy x R — R hdromudltozds fiiggvényt:

F(xvyv)‘) = f(x,y) - )\Qb(l‘,y)

Ha (xo,y0) megolddsa a feltételes szélséérték feladatnak, akkor van olyan Ao,
melyre (zo, Yo, Ao) staciondrius pontja F(x,y, \)-nak.

Tekinsiik az alabbi feltételes optimalizdlasi feladatot:

min  f(x,y va, max  f(x,y).
{o(z,y)=0} (.9) & {o(z,y)=0} (=.9)

Ehelyett tekinthetjiik az

F(x,y,A)zf(x,y)—AMa:,y), ($,y)€Df,)\6R
fliggvény feltétel nélkili szélsGérték feladatat.

Fontos hangsilyozni, hogy a fenti Lagrange-féle multiplikidtor szabaly csak
sziikséges feltételt ad a feltételes szélsGérték helyére. Tehat az F' fiiggvény
stacionérius pontja lehetséges feltételes szélsGérték, és minden esetben to-
vabbi meggondolas sziikséges.

Példa. Legyen f(x,y) = zy, és ennek szeretnénk meghatarozni feltételes
szélsGertékét az x2 + y?> — 1 = 0 gorbe mentén. (A goérbe mentén nincs
bels6 pont!). Alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikator szabélyt. Eszerint
az alabbi fliggvény stacionarius pontjait keressiik:

F(SE,y,)\) :$y—)\($2+y2 - 1)

Megjegyezziik, hogy az 22 + y? — 1 = 0 feltételbél adodé halmaz korlatos és
zart, tehat biztosan létezik szélsGérték. A fliggvényértékek nagysagrendjére
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egy el6zetes becslést kaphatunk a szamtani-mértani kozép kozti dsszefiiggés
alkalmazésaval, hiszen

2 2
TV S By = |y,

2

Emiatt a feltételi halmazon

1
< =
[z, 9)] < 3,
azaz
S <)< @)
5 = fley) =5 )
A Lagrange fiiggvény gradiense:
Fl(z,y,\) = y— 2\,
Fg;(:E)y’ )‘) = - 2)‘y7
F)/\(.f,y’)\> = —(.’E2+y2—1)

A grad F(z,y,\) = 0 egyenletrendszer megoldasaként ez adodik:
/\1 = 0.5, vagy )\2 = —0.5.

Igy visszahelyettesitve a A-kat négy stacionéarius pontot kapunk:

1 1

@) = (G5 ) (anam) = (=)
1 1 1 1
(3,y3) = (_\ﬁ’ ﬁ)’ (74, 91) = (57 _ﬁ)'

A megfelel§ fiiggvényértékek:

f(x1,31) = 0.5, f(x2,y2) = 0.5,

f(z3,y3) = —0.5, f(zg,ys) = —0.5.

A (1.7) Gsszefiiggést felhasznalva azt kapjuk, hogy f(x1,y1) és f(z2,y2) glo-
balis maximumok, f(z3,ys3) és f(z4,ys) pedig globalis minimumok.
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1.15. abra. Példa feltételes szélsGérték szamitasra.

1.7. Fuggvényrendszerek

Ebben a fejezetben egyszerre tobb fiiggvényt tekintiink. Specialisan, a fiigg-
vények szama megegyerik a valtozok szaméaval. R C R? egy tartomany, ahol
adott két valos fiiggvény, @, ¥ : R — IR. A fiiggvényrendszer amit tekintiink:

= ®(z,y)
n = Y(z,y). (1.8)
Ezt gy értelmezziik, mint IR? térbeli leképezés, mely az (x,%) ponthoz a

(€,m) = F(x,y) pontot rendeli hozza. Ezt a F : R — IR? leképezést szokas
vektormezdnek is nevezni.

Példa. Az affin leképezést igy definialjuk:

= ax+ by
n = cx+dy.
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Ezzel mar korabban talalkoztunk, mint IR2-beli linesris leképezés. Téméoren

(5)=2(0) a=(rd)

1.7.1. Invertalhatésag

igy irhatjuk:

Figgvényrendszerekkel kapcsolatosan felmeriils els6 kérdés, hogy vajon -
mint egy IR?-beli leképezés - invertalhato-e? Legyen B a képtér:

B={(&mn): {=(z,y),n=VY(r,y)): (z,y)eR}.

Tegyiik fel, hogy a leképezés injektiv, azaz kiillénb6z6 R-beli pontokhoz a
képtérben kiilonbozs (£, n) pontok tartoznak. Ekkor a (1.8) rendszer inver-
tdlhatd. Az inverz rendszer ilyen alaki lesz:

- 777
y = h(&mn). (1.9)

1.7.2. Az inverz leképezés differencidlhatésaga

Tegyiik fel, hogy a kiindul6 (1.8) rendszer fiiggvényei és az inverz (1.9) rend-
szer fliggvényei is differencialhatok.

1.7.1. Definicié. A (1.8) rendszer tartozé Jacobi mdtrizdt igy definidljuk:

o (z,y) Py(z,y) grad ®(z,y)
J(z,y) = -
Vo(z,y) Yy(2,y) grad ¥(z,y)

A fenti mdtriz determindnsdt Jacobi determindnsnak hivjuk:

D((L’,y) = det j(x,y) = q);c(mvy)q/;(x7y) B \Pét(‘ray)q)g/(xay)
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A Jacobi determinénst szokas igy is jeldlni:
D(x,y) = ———=

Megjegyezziik, hogy ez valéban csak formalis jeldlés.

Az inverz rendszer Jacobi métrixat igy jeloljiik:

9¢(&m)  gy(&m)
K(&n) =
he(§,m)  hey(§,m)

1.7.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Jacobi determindns nem 0, azaz az (1.8)
rendszer Jacobi mdtriva nem szinguldris az ET egy (xz0,v0) belsé pontjdban.
Ekkor az (xo,y0) egy kornyezetében a vektormezd invertdlhats. Tovdbbd, az
wnverz rendszer Jacobi mdtriza igy szamithato:

K(&mn) = (T(z,y) ",

ahol (x,y) és (&,m) egymds képei.

Specidlisan, az inverz fiigguényrendszer Jacobi determindnsa reciproka az ere-
deti fiigguényrendszer Jacobi determindnsnak:

d&mn) _ 1
d(z,y)  d(z,y)
d(§,n)

Bizonyitas. A (1.9) egyenleteket (1.8)-be helyettesitve az alabbi azonossa-
gokat kapjuk:

Mivel feltettiik, hogy ¢ és h is differencialhatéak, ezért derivalhatjuk a fenti
azonossagokat £ és 7 szerint.
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Derivaljuk mindkét egyenletet £ szerint, majd 7 szerint. Az attekinthetGbb
jelolés kedvéért az argumentumokat nem irjuk ki. Ezt kapjuk:

1 = ®,g¢+ @y hy (1.12)
0 = Woge+ U hy (1.13)
o ! BN
0 = g, + P,h,
1 = \Ilgcg;7 + \Ifg/h%
A (1.12) egyenletet szorozzuk meg W!-vel, és a (1.13) egyenletet szorozzuk
meg @/ -vel, majd vonjuk ki egymasbol az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy
h/ — \IIZIE
o — Ly

Teljesen hasonléan kapjuk a tobbi derivaltat is:

PR T
¢ oLV, — P
@/
hg? = oV _x(I)/\I,/’
Ty y~-x
(I)/
9y = 5

DLW, — (IDQC\IJ;’
Vezessiik be azt a jelolést, hogy
D= @;\P; — @;\I/;

Ekkor a fenti képletek réviden gy irhatok:

o’ P’ P! P’
! Yy /o Yy ! !
%=1 =" hi = ——D””, hy, = —5. (1.14)

Az inverz fliggvény derivaltjara vonatkozo képletek konnyebb memorizalasa
érdekében vegyiik észre az egydimenzios esettel valo analégiat. Ha f egyval-
tozos differencialhato fiiggvény, melynek derivaltja nem 0, akkor inverzének
derivaltja igy irhato:
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Most a kétvaltozos fliggvényrendszer ilyen alaku:

(i):R—)S,

O (x,y) @y (z,y)

és ennek derivalt-matrixa:

j(x,y) =
Uz, y) Wy (z,y)

g
:S— R

9:(&m)  gy(&:m)

Az inverzfiiggvény

és ennek derivalt-matrixa:

K(&,n) =
he(§,m)  hy(&n)

Emlékeztetiink arra, hogy 2 x 2 méatrix inverzét hogyan szamoljuk ki:

-1

Példa. Tekintsiik a polarkoordinatak esetét a felsd félsikban, kivéve az origot.
Ekkor a fiiggvényrendszer:

r:\/m ( =2(zy))
H:arctan% ( =9(y).)

Ennek Jacobi méatrixa:

T Y
Va2 +y? 2?42
J(x,y) =

$2+y2 x2+y2
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Ezért a Jacobi determinéns:
z? y? 1 1

+ = =
@2+ 232 " (@2 1232 ety v

Az inverz rendszer

x = rcosf ( =g
y = rsinf ( =h(r0))

Az inverz rendszer Jacobi matrixa

g 9y cosf r(—sinf)
’C = =
h;.  hy sinf  rcosf

Ennek determinansa
det (K) = rcos® 6 +rsin®0 = r.

Szamoljuk ki a J ! inverz métrixot:

z )
1 1 ? +y? Vi +y?
j_ pr— p—
det J y T
w2 4y? 22 42
x

Va2 +y2? Y cos —rsind

Y T sinf rcosf

1.8. Kitekintés n dimenzibéra

1.8.1. Széls6érték

1.8.1. Tétel. Legyen f n-vdltozés differencidlhatd fiiggvény, f : S — R,
S C R™ Ha az értelmezési tartomdny xoe int(S) belsé pontjdban lokdlis
szélséértéke van a figguénynek, akkor grad f(z¢) = 0.
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1.8.2. Tétel. Legyen S C R" tartomdny. f: S — R n-vdltozds fligguény,
kétszer differencidlhato az xoe int(S) pontban. Tegyik fel, hogy grad f(xo) =
0. (Ez a sziikséges feltétel). Jelolje H a pontbeli Hesse mdtrizot, melynek
(i,7)-dik eleme

82

K 8xi6xj

f(xo)

1. Ha H > 0, azaz pozitiv definit, akkor xo lokdlis minimum,
2. Ha H <0, azaz negativ definiy, akkor xq lokdlis mazimum,
3. Ha H indefinit, akkor nincs szélsdérték,

4. Ha H szemidefinit, akkor tovdbbi vizsgdlat sziikséges.

Emlékeztets: Az A n x n-es szimmetrikus matrix pozitiv (negativ) definit,
ha minden zeR™, 2 # 0 esetén 7 Az > 0 (< 0). Ezt agy jelsljiik, hogy
A >0, (A <0). Ha létezik zeR™, melyre 27 Az > 0 ¢és létezik yeR™ hogy
yT Ay < 0, akkor a matrix indefinit.

1.8.2. Lagrange-féle kozépértéktétel n dimenzidéban

1.8.3. Tétel. Legyen f : S — R olyan n-vdltozds fiiggvény, mely differen-
ciglhatd valamely rogzitett xeS egy U kiérnyezetében. Legyen helR™ olyan
meguvdltozds, melyre (x 4+ h)eU. Ekkor létezik 0e(0,1):

n

fw+h) = f(z) =grad f(z+0h)-h =" f.(&)hi,

i=1

ahol £, =x+0h és 0 <6 < 1.
Megjegyezziik, hogy a fenti tételben grad f(x 4 6h) sorvektor, h pedig osz-
lopvektor. A képletben szerepld - skalaris szorzast jelol.

Bizonyitas. Vezessiik be az aldbbi egyvaltozos fliggvényt:

F(t) = f(x+th) = f(z1+thy,...,xn + thy).
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Ekkor F': [0,1] — R differencialhato valos fiiggvény, tovabba F'(0) = f(z) és
F(1) = f(x+h). Erre a fiiggvényre alkalmazzuk az egyvéltozos Lagrange-féle
kozépertéktételt. Eszerint létezik Oe(0, 1), melyre:

F(1) — F(0) = F'(0) - 1.
Mivel a lancszabaly alkalmazasaval rogzitett t-re
FI(t) = £, (o4 th) ha + ..+ f1 (3 + th) ha,

ezért

F/(H) = falzl(fz) hy+... +fa/cn(€:r) Py §e =1+ 0h

és ebbdl az allitas kovetkezik.

1.8.1. Kovetkezmény. Legyen S C R"™ konvez tartomdny (vagyis barmely
két pontjdt dsszekoté szakasz is benne van S-ben), és adott ezen egy valds
figguény f S — R. Feltessziik, hogy f differencidlhato és grad f(x) = 0
minden xeS-re. Ekkor a figguény konstans.

Bizonyitas. Legyen z,2’eS két pont. Alkalmazzuk a fenti tételt:
f(@) = f(a') = grad f(z + 0(z — 2'))(z — 2'),
valamely 0e(0, 1) mellett. A konvexitds miatt x + 0(x — 2/)eS, igy
grad f(x + 0(z — ') = 0eR",
ezért f(x) = f(2').

Megjegyzés. A fenti allitas Osszefiiggd tartoméanyon értelmezett fiiggvényre
is igaz, a konvexitas nem sziikséges. (HF: Miért?)

1.8.3. Taylor-formula

Feladat. Legyen f : S — R kétvaltozos fliggvény, amely elegendGen sokszor
differencialhato valamely (xo,y0) pontban. Adjunk becslést az

f(z,y) — f(x0,%0)
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kiilénbségre az (xo,yo) pontbeli derivaltak felhasznalasaval.

A fenti feladatra egy megoldast az érintd sik alapjan tudunk adni, eszerint

flz,y) = f(zo,90) + fr (0, y0)(x = z0) + fy(x0,y0)(y — o)
Ez megfelel az elséfokid Taylor-polinomnak.

Magasabb fokti Taylor polinomot ugy adjuk meg, hogy visszavezetjiik a fel-
adatot az egyvaltozos esetre.

Legyen
F(t) = f(zo + tAx,yo + tAy),

ahol
Az =z — o, Ay =y — yo.

Ekkor F' : [0,1] — IR elegendGen sokszor differencialhato valds fiiggvény,
F(0) = f(xo,%0), F(1) = f(z,y). Az F fiiggvény t = 0 pont koriili Taylor-
formulajat fogjuk hasznélni. Ehhez sziikségilink lesz a derivaltakra:

F0) = f(xo,v0)

F'(t) = filzo+tAm,yo + tAy) Az + f (20 + tAz, yo + tAy) Ay
F'(t) = fi(zo +tAz,yo + tAy)(Ax)? + 217, (zo + tAZ, yo + tAY) AzAy +

+ ;’y(xo + tAz, yo + tAy)(Ay)2

Ha feltessziik, hogy F'(t) n-szer differencialhato, akkor indukcioval belathato,
hogy:

n ~(n o f .
F(t) = Z ( i ) Wyn_k(l’o +tAz, yo + tAY) (Az)(Ay)"
k=0

A Taylor formula alapjan ezt kapjuk:

f(@,y) = f(xo,90) = F(1) = F(0) =

= (aw+ g+ 3 (1) Aob gy T ) + 1,
" k=0

$k8yn7k

ahol L,, a Lagrange-féle maradéktag.
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Specialisan n = 2 esetén kiirjuk pontosan a tagokat:

Fe19) = Foo)+arad Flao, o) (37 ) +5(0, 8g)tGan, ) (47 ) +La

ahol H(x9,y0) a Hesse-méatrix.

Altalanos masodrendii Taylor-formula. Legyen f n-valtozos, kétszer
differencidlhato fiiggvény S-ben, S C IR". Ekkor tetszéleges x, (z + h)eS
esetén
flz+h) = f(z)+grad f(z)-h+ Ly,
ahol
A = (h1,....hy),  grad f(x) = (fl,.- s [2 ),

tovabba a Lagrange-féle maradéktag igy irhaté:

leéhT </01(1—t) H(z +th) dt)h.



