Fourier transzformacio 2. rész.
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A Fourier transzformacio elofeltételei

Tfh f : IR — IR kielégiti az alabbi feltételeket:

1. V]a, b] C IR esetén f : [a, b] — IR véges sok pontot kivéve
folytonosan differencialhaté.

f(xo+0)+f(xo— 0).

2. az xp szakaddsi pontban f(xp) = 5

3. f abszolut integralhaté:

7\f(x)\dx< .
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FT és inverz FT. Ismétlés.

Tfh f : IR — IR teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket.

f(x) — f(s).
f-R— 1R — f:R—>C.

Fourier transzformacidé — Inverz Fourier transzformacié:

R 1 00 . 1 00 R .
f(s)=— [ f(x)e7"™*d f(x)=— [ f(s)e'**ds.
(s) o / (x)e X, (x) Nz / (s)e'"**ds
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A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai
1. Linearitds:
Fl(cf,s) =cF(f,s), F(f+g,s) = F(f,s)+ F(g,s).
2. Ha f folytonos, akkor F(f) is folytonos.
3. ( Atsklszds) F(F(ax), ) — éf(f(x), °) haa>0
4. (Id6 megforditasa)

4.7 ( Atskdldzds, dltalnos eset) Tetsz8leges a € R esetén

F(f(ax),5) = 1= F(F(), )

El
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A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai, folytatas
5. (1dé eltolds)
F(f(x — x0),8) = e X F(f(x),s).
6. (Frekvencia eltolds)

F(e™f(x),s) = F(f(x),s — k).
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A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai, osszefoglalas

1.

Linearitds:
F(cf,s)=cF(f,s), F(f +g,s) = F(f,s) + F(g,s).

. Ha f folytonos, akkor F(f) is folytonos.

(Atskalazas) F(f(ax),s) = %]—"(f(x), 2)' ha a > 0.
(Id6 megforditasa) F(f(—x),s) = F(f(x),—s).
(1d6 eltolas)

F(f(x —x0),s) = e*"xos}"(f(x), s).

(Frekvencia eltolas)

.F(eikxf(x),s) = F(f(x),s — k).

7/17



Egy fontos példa

N

X

e 2. Mivel f péros, ezért

SN

\/7/ f(x) cos(sx)dx = \/7/ -5 cos(sx)dx.
Derivaljunk s szerint. g'( \/7/ X? —x)sin(sx) dx = (x)

(+) = i[e‘2smsx} \f/ e~ s cos(sx) dx = 0 — 5 - g(s).

Legyen f(x) =
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F(s) = g(s)-re kapott ésszefiiggés:

—> DE: g'(s) = —sg(s).

[N

S

Altaldnos megoldasa: g(s) = ce” 7, c € IR.

Most ¢ = g(0) = \/> f(x) cos(0x)dx = 1.

Ez a fiiggvény a FT egyetlen VALSS FIXPONT a.
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Parseval egyenlet

Tétel. Az 1. - 3. feltételek esetén:

INCEI NGRS

—0o0 —0o0

Biz.

/Z F2(x)dx = /Z f(X)\/;—W /Z F(s)e™ds dx = ...

_ / " (s)F(—s)ds — / " F(s)2ds, hiszen F(s) = F(—s)

—00 —0o0

Megjegyzés. A fenti tétel mésik elnevezése Rayleigh-féle energia
torvény. Egy jel négyzetintegrélja a fizikdban az energia.
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Tovabbi tulajdonsagok 1.

Allitas. A Fourier transzformlt tovabbi tulajdonsaga:

oo
7. Ha / |x||f(x)|dx < oo, akkor
—00

F(xf(x),s) = i%}"(f(x), s).

Biz.

jsf(f( ),s) = i(;z? 7f(x)e_isxdx>,

ami az egyenletes konvergencia miatt:

G |

) dx = —iF(xf(x),s).
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Tovabbi tulajdonsagok 2.

Allitas. A Fourier transzformilt tovdbbi tulajdonsiga:

8. Ha / |f'(x)|dx < oo, akkor

—00

F(f',s)=is- F(f,s).

Biz. HF.

Az id6tartomanybeli derivalds a frekvenciatartomanyban egy is

tényezbvel vald szorzasnak felel meg.
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Konvoludcid. Ertelmezés

Adott két valds, abszolit integralhato fliggvény f, g : R — R.

/OO £ (x)|dx < o0, /oo g (x)|dx < .

—0o0 —00

Definicid. A két figgvény KONVOLUCIOJA f x g : R — IR:

[e.e]

(Frg) (x) = / F(y)g(x — y)dy.

—00

Allitds. f x g j6l értelmezett, azaz :

oo

/ f(y)g(x —y)dy <oo  VxeR.

—00

14 /17



A konvolucié alaptulajdonsagai

1. f * g is abszolit integrilhatd, és

/OO |(Fxg) (x)] dx < /Oo |f(x)|dx-/°° 18(x)|dx.

—00 —0o0 —00

2. Kommutativ: fxg=gxf.
3. Asszociativ:(f x g) « h = f = (g * h).

4. Disztributiv tulajdonsdg: (f +g)+*h=f*xh+ gx*h.

Ezek kozvetlen szamoldssal igazolhatéak (HF).
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Példa

(Frg) ()= [ f)atx—ndy
Legyen
1 haxe[0,1]
f(x) =
0 egyébként
Ekkor

(fxg) (x)= /O g(x — y)dy.

A konvolicié hatdsa: a g fliggvény x el6tti értékeit kidtlagolja.
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Konvolucid és Fourier transzformacid

Allitds. Konvoliicié hatdsa az idétartomdanyban és a
frekvenciatartomanyban:

1. F(f xg,s) =2r F(f,s)  F(g,s),
1

2. F(f,s)*F(g,s) = N

F(f-g,s).

Bizonyitds: 1.) HF. Jegyzetben /. 2.) Nem trivi.
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