Fourier analizis 2. rész.

2021. aprilis 26.
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Fourier sor. Ismétlés

f 2w szerint periodikus fiiggvény, mely integralhaté [—, 7|-ben.

Az f fiiggvény FOURIER SORAT igy értelmeztiik:

0 [oe]
~ 5 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)), ahol

k=1
1 T 1 r .
ax = ; / f(x) (:os(kx)d)(7 by, = ; / f(X) sm(kx)dx

A Fourier sor kozelitése az n-DIK FOURIER POLINOM:;

sn(x) = % + i(ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=1
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Euler formula
Euler formula. Vx € R-re:
e™ = cos(x) + isin(x).

x helyett —x: == /(%) = cos(x)—isin(x).

Osszeadva ill. kivonva a két egyenletet
e 4 ™™ = 2cos(x), e — e™™ = 2jsin(x).

Ezért a trigonometrikus fliggvények komplex alakja:

eIX _"_ e—IX eIX _ e—IX

cos(x) = 5 sin(x) =
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Fourier polinom komplex alakja

Az n-dik Fourier polinom (ism.)

sn(x) = % + Z ay cos(kx) + Z by sin(kx).
k=1 k=1

Behelyettesitjuk, hogy

ikx —ikx ikx —ikx
e —e
cos(kx) = ° —|—2e , sin(kx) = >
fgy azt kapjuk, hogy

n
sn(x) = ... g age™, oy =a_,. WKérem kiszamolni!
k=—n
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Komplex Fourier polinom

Tétel. Tfh f(x Z aie™ . Ekkor az egyiitthatdk:
k=—n
_ i Trf( ) —ikxd
U= o x)e X.

—T

Biz. Szorozzuk meg f(x)-et e "™*-el, és integraljunk:

™

/f( Je ™ dx = Z ak/ =mxdy = oy - 2m,

o k=—n

T

' 0 haj
il /eUXdX: 2i 70,
27 haj=0.

—Tr
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Fourier sor, komplex alak

Definicié. f 27 szerint periodikus fv, integrdlhatd [—, 7]-ben.

Az f fliggvény KOMPLEX FOURIER SORAT igy értelmezziik:

o0

f ~ g ae™

k=—o00

ahol

1 r —ikx
ak:%/f(x)e R dx.
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Fourier sorok alaptétele, komplex alak

Tétel. f: IR — IR 27 szerint periodikus fliggvény, mely

[—7, 7]-ben

1. szakaszonként folytonosan differencidlhatd,

2. max véges sok els6 faji szakadasi helye van,

3. az xg szakadasi pontban f(xg) = 5

Ekkor f eléall FS osszegeként Vx € [—m, 7]-ben:

- 17 .
f(X): Z Oéke'kx’ ahol ak:%/f(x)e’kXdX.

f(Xo—i—O)—i—f(Xo—O).
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Parseval egyenldség, komplex alak

Tétel. A komplex Fourier egylitthatékra:

T
oo

S Joxf? = 217T/f2(x)dx.

k=—00 “r

zn

" Energia megmaradas” jellegli allitas.
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Osszefoglalds. Fourier sorok alaptétele
f: R — R 2 szerint periodikus fiiggvény, mely [—m, 7]-ben:

1. szakaszonként folytonosan differencidlhatd,

2. max véges sok elsé faju szakadasi helye van,
f(xo+0)+ f(xo—0)
5 :

3. az xp szakaddsi pontban f(xp) =

Ekkor f egy-egyértelmiien megadhaté:

(vagy) két valds szadmsorozattal, (a,) és (b,), ahol

Zag,<oo, Zb,%<oo

(vagy) egy komplex szdmsorozattal, (), melyre

Z | < o0
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A Fourier transzformacié elofeltételei

Tfh f : R — R kielégiti az aldbbi feltételeket:

1. V]a, b] C IR esetén f : [a, b] — IR véges sok pontot kivéve
folytonosan differencidlhato.
f(xo+0)+f(xo—0)

2. az xp szakadasi pontban f(xp) = 5

3. f abszolut integralhaté:

7 [f(x)|dx < 0.
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Fourier transzformacid bevezetése

Definicié. Ha f teljesiti az 1. 2. 3. feltételeket, akkor FOURIER
TRANSZFORMALTJA az aldbbi f : R — C fiiggvény:

~ 1

f(s)::AAE% ]?f(x)e$de.

Fourier transzformalt masik jelolése
F(f,s) = f(s).
f(x): az id6tartomany-ban adott,

f(s) a frekvenciatartomany-ban adott.
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Fourier transzformacié értelmezése

A FT egy komplex fliggvény improprius integralja:

~

f(s) = \/12? / Fx)e ™ dx —

= f(x)cos(sx) dx—— f(x)sin(sx)
\/27‘1’ / /

Belatjuk, hogy f(s) - mint improprius integral - jol definidlt:

/f(x)eisxdx < /\f(x)eisx\dx: /|f(x)]dx<oo.

Kozelebbrol megvizsgaljuk. B > 0-ra definidljuk:
B

f(s) = / f(x)e "dx = f(s) = lim fa(s).

9]~
3
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e Mdx — f(s): lim fg(s).

1 .
B(S) - \/TW ‘B f(X) Bsoo

I ra 1 —ixs _
[f(s) — fa(s)| < Ton / 1£(x)] e |dx =

[x|>B

—B [e'e)
1
= — |f(x)|dx + f(x)dx) .

/ |f(x)|dx < oo miatt Ve > 0-hoz 3By, ha B > By, akkor

/\f |dx+/|f Jdx <e. = |F(s)—Fa(s)] < ——e Vs,

fB( ) egyenletesen konvergal f( )-hez, B — oo esetén. s



Az alaptétel

Tétel. Tfh f : IR — IR teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket. Ekkor:

f(x) = \/% / F(s)e'*ds.

Ez az INVERZ FOURIER TRANSZFORMACIO.

Megjegyzés. Elégséges feltétel fenti egyenletes konvergencidhoz:

/ |f'(x)]dx < oo, / | (x)|dx < .
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FT és inverz FT.

Tfh f : IR — IR teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket.

f(x) — f(s).
f R->R s f R —C.

Fourier transzformacidé — Inverz Fourier transzformacié:

~ 17 . 1 T
f(s) = — | f(x)e"*dx, f(x)=— [ f(s)e'"**ds.
(6)= = [ Fae™ o f)=—= [ ()
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Fourier sorok alaptétele, komplex alak. Ismétlés.

f: R — R 2 szerint periodikus fiiggvény, mely [—m, 7]-ben
teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket.

Ekkor
f(x) = Z ake’kx, ahol oy = /f(x)ekadx_
k=—c0 J
Analdgia:
f( ) L 7 A(S)elsxds f(s) 1 7 f( )e—isxd
x)= — : _ - N o
27 \/ﬂ
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FT tulajdonsagai

1 [ —isx . 1 r . r .
\/%; f(x)e ™dx = N (/ f(x)cos(sx)dx — i ZC f(x)sm(sx)dx)

00 —

Ha f paros, akkor FT valds értékii

f(s) = \/Z—W 7 f(x) cos(sx)dx = \/E/Oof(x)cos(sx)dx.
—0 0

Ha f paratlan, akkor FT tisztan képzetes:

f(s) = \/E / f(x)sin(sx)dx = —i\/z()]of(x)sin(sx)dx
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1. Példa

Legyen

1 |x|<1
f(x) =

0 |x|>1

f péros, ezért
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2. Példa

Legyen f(x) = e X, Ez péros fiiggvény. FT:

f(s) = \/E]oe_x cos(sx)dx =7
0

A mult félévben igazoltuk, hogy

— b bsin(b
_— cos(bx) + bsin( X)+c

/e_x cos(bx)dx = e

1+ b2
Ezért -
-~ 2 2 1
f — — . - dx = —_——.
(s) - /e cos(sx)dx \/;1+52
0
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A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai

1. Linearitds:
F(cf,s)=cF(f,s), F(f +g,s) = F(f,s) + F(g,s).

Bi1z. Az intergdl linedris operator.
2. Ha f folytonos, akkor F(f) is folytonos.

Biz. A FT folytonos fiiggvények egyenletes hatdrérté.

S
, =

p 1
3. ( Atskalazds) F(f(ax),s) = gf(f(x) ), haa>0.

a

Az integrdldsban az y = ax helyettesitéssel:

1
V2T

F(f(ax),s) = vl ,

f(ax)e dx = /f(y)e Y Zdy.
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A Fourier transzformdlt alaptulajdonsagai, folytatas

4. (1d6 megforditasa) F(f(—x),s) = F(f(x),—s).

}“(f(x),s):\/% / F(—x)e " dsx —
/ F0)e(~dy) = —— [ Fy)e TV ay.
\/ﬂ 21 .

5. (1d6 eltolds) F(f(x — xo0),s) = e ™5 F(f(x), s).

17 .
F(f(x —x0),s) = > / f(x —xp)e dx =
1 7 .
T PR
21 .
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