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Improprius kettos integral.
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Példa. Ismétlés

// e d(x,y) =7

R2

Kozelitd tartomany-sorozat: |

Ry ={(x,y) : x>+ y*> < n*}.

RiC...R,C..., és UR,,:]R2.

n=1

Polarkoordinatakkal:

R.={0<r<n, 0<6<2r}=1]0,n]x[0,27)

n 2w

//...d(x,y)://...rder = //e_(x2+y2)d(x,y) =.
Rn 00 -~
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Példa folytatas

Mas kozelité tartomanyok:

Sm: {(X,Y) : |X’ S m, |y’ S m}

S$iC...S,C..., U S, = R
m=1

Sm = [—m, m] x [-m, m]. Az integral:

m m m 2
//e‘xz_yzd(x,y): /e_xzdx /e_yzdy: (/ exzdx) .

Sm —m —m

Masrészt

IE,“ // e_(x2+y2)d(x’y) — // e—(x2+y2)d(x’y) =
Sm R2
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Kovetkezmény

2

m

o
. 2 2
lim /exdx =1 = /exdx:ﬁ.
m—00

—00

—m

Ez Iényegében a hires HARANGGORBE integrdlja.
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Integralszamitas alkalmazasai
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A tomegkozéppont kiszamitdsa IR-ben

Adott R C IR? alakd, inhomogén "lemez”. Az (x, y)-beli siiriiség
o(x,y). Tfha o: R — R™ siirliségfiiggvény integralhatd.

A TOMEG egy kettds integrdl: m = // o(x,y)dR
R

Az x SZERINTI NYOMATEK my és az y SZERINTI NYOMATEK m, .

Ezek kiszamitasa:

me= [[ x-otnar m = [[ yootxy)ar

A TOMEGKOZEPPONT koordintdi (M, M, ):
my my,

My=— é M, =—.
m m
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Felszin meghatdrozasa
Adott egy f : R — R, R C R? fiiggvény. Ennek feliilete:

S={(xy,f(x,y)) : (x,y) € R}.

Allitds. A fenti feliilet mértéke igy szémolhaté:

AS) = [[ 1+ £y + 52 dxy)
R

Analégia: Ha y = f(x), x € [a, b], akkor a fliggvény graf hossza

b

s= / 1+ 2(x) dx.

a
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Jordan gorbe. Ismétlés
Definicié. Adott 7 : [a, b] — IR?, ahol y(t) = (x(t), y(t)).

A fiiggvény EK-e JORDAN GORBE.

F={((t) : tela b}

> « T
Sy O\

7%

A Jordan gorbe SIMA, ha az x és y fiiggvények differencidlhatdak.
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Gorbe ivhossz

[a, b] egy felosztdsa: F,={a=1ty < t1 <..<t,=b}.
A gorbe a megfelel6 pontjai

Pi = (xi,y:), ahol xi=x(t), yi=y(t;)

Pty i)
!

Y Fi4
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A gorbe ivhosszat kozelitjuk:

y A j-edik ivdarab hosszdnak

kozelitése:

si ~ \/ Ax)? + (Ay)? =

N,
0 X \/(X,' — X,',l)2 + (y,- - y,-,1)2.

fgy az ivhossz egy kozelitése:

Z\/Xk_xkl + (v = yr—1)*.

Mi a hatarérték, ha d, := max(|tx — tk-1|, k=1,...n) — 07

Allités. (Ivhossz kiszamitdsa) A T siMA Jordan gorbe ivhossza:

/\/ (<t ()2 dt

14 /28




Vonalintegral IR*-ben és IR>-ban
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Kétvaltozds fluggvény vonalintegralja

Adott a sikban egy I Jordan gorbe:

F={y(t) : telabl}, ~(t)=(x(r),y(t)).

Tth I sima gorbe, azaz x,y : [a, b] — IR differencidlhatok.

Legyen R C IR?, melyre I C R. Adott egy f : R — IR fiiggvény.

/f(x,y) ds?

T
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Vonalintegral fizikai interpretacidja

1.) Az aldbbi feliilet nagységa:

{(x(8), (), 2) - 0 < z < F(x(t), ¥ (1))

és t € [a,b]

2.) T = hajlitott rid a sikon. Az (x,y) € I' pontban a rid siirlisége
f(x,y). == A rdd tomege

/f(x,y) ds.

r
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Kétvaltozds fluggvény vonalintegralja

¥ P_
[a, b] egy felosztasa:
a=ty<tp...<thpb=>b.
xi = x(t;), yi = y(t;)
0
A gorbe pontjai P; = (x;, y;) \t?}
a P bt
ti-1 4

A vonalintegral kozelitése:

/f(X-Y) ds ~ S, = Z F(xy7) - \/(Xi = xi-1)? + (¥i — yi-1)?
i=1

r
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Vonalintegral, folytatas

A felosztashoz tartozd kozelité osszeg:

Sn :éf(x,-’%y;*) : \/(AZ(;")Y + <AZ(;")>2A&~

Hataratmenettel:
b
= / Fx,y) ds = / FOx(2) y (1)) - \/x2(2) + y3(t) d.

Definicié. Az f fiiggvény VONALINTEGRALJA a I gorbe mentén:
b

/f(x,y)ds :/f(x(t),y(t)) X'(t)2 + y'(t)3dt.

r a

Példa. Specidlian f(x,y) = 1. Ekkor / lds = s(I'),
r
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Példa
Adott egy félkor alaki rad.

r={x>+y>=1, y>0}
Siirlisége csokken, ha y né.

fx,y)=1-y.

Tomege /(1 —y)ds.
r
A gorbe paraméterezése: x(t) = cost, y(t) =sint, t € [0,n].

1/2

Ekkor ds = (x*(t) + y?(t)) " dt = dt, ezért

™

/(l—y)ds: /(1—sint)dt:7r—2.

r 0
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Vektormez6 vonalintegralja.

F : D — IR?, ahol D C IR? vektormezé.
A koordinata fliggvények fi,f : D — IR, ezekkel

~( fAlxy)
Floy)= ( f(x, y) )

Tfh F differencialhaté D-ben. Adott ' C D Jordan gorbe.

/F?

r

—~~

Fizikai hattér: F ~ erotér. Egy egységnyi tomegli részecske a I’

gorbe mentén mozog. Mekkora munkat végez?
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Vektormezd vonalintegrélja 1.

Jelolés r = (x,y). A vektormezd vonalintegralja:

/ F(r)dr.

r

Ezt kozelito osszegek hatarértékeként fogjuk értelmezni.
[a, b] egy felosztdsa F, ={a=t, <ty <---<t,=b.}
I megfelel pontjai r; = (x(t;), y(t7))-

Az integral kozelitd osszeg

n

(Fn) =D (F(r), (r; = ria))

i=1
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Vektormezd vonalintegrélja 2.

Tth n — oo mellett 6(F,) = max (t; — ti—1) — 0. A

i=1,...n
vonalintegral:

/F(,)d,;: lim 1(Fy).

n—o0
r

Tétel. A fenti jelolésekkel és feltételekkel

/F(r)dr =
J
_ /b( ) + Hr(2)) y(t))dt.

Példak: gyakorlatokon.

\o-

( F(y(1)),4(t) )dt =
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Primitiv fuggvény keresés

Adott RC R, és f: R — R.

Ha f differencidlhatd, akkor derivéltja vektormezo:
grad f : R — R

"Forditott’ kérdés: Adott F : R — IR? vektormezd.

Van-e olyan f : R — IR differencialhaté fliggvény, melyre
F =grad f?

Ha a vélasz igen, akkor AZ F VEKTORMEZONEK VAN
POTENCIALJA.

Ekkor a vektormezd POTENCIALOS.
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Tth F-nek van potencidlja.

[ egy sima gorbe, mely ' C R. Ekkor

b
/F(r)dr = /<F(’V(t));"y(t)>dt:
r ab b d
= /<grad F((t)),3(t))dt = /dtf(v(t))dt:

= f(v(b)) —f(~(a)).
Ha a gorbe zért, akkor v(a) = ~y(b), és igy az integral 0.
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Tétel. R C R? egyszeresen Osszefiiggd tartomany.
gy gg y

Az F vektormezonek pontosan akkor létezik potencidlja, ha

]{ F(r)dr =0.

T

VI C R zart gorbére

C
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Potencidlos vektormezok alaptétele

Kovetkezmény. Ha F potencidlos, akkor a vektormezd

vonalintegrédljanak értéke csak a gorbe végpontjaitdl fiigg.

V4

Alx, y) (‘ Blx,, y,)

Tehat ha adott két pont, akkor barmely Oket 0sszekot6 gorbe

mentén a /F(r)dr vonalintegral értéke ugyanaz.

r
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