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Integral transzformacié kettds integrdlban. Ismétlés.

Tétel. R c R?, f: R — R int-haté. A koordinita transzformacié:
x = ®(u,v), y =V(u,v),
melynek Jacobi determinansa D(u, v) # 0. Az 4j koordindtakban
R ={(u,v): (®(u,v),¥(u,v)) € R}.

Ekkor

// Flxoy)d(x,y) = //f(fb(u, V), W(u, v)) D(u, v)d(u, v).
R R
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Specialis eset: polarkoordinatak

Ebben az esetben x = rcos(), y = rsin(6).

Adott R € IR?, f : R — IR integralhaté.

Az integralasi tartomany poldrkoordinatdkban:

R' = {(r,0): (rcos(f), rsin(f)) € R}

Ezért az integral transzformacio:

// f(x,y)d(x,y) = // f(rcos(0), rsin(0)) r d(r,0).
R f
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Példa. f(x,y) = x> — y2.

R egy nyolcadkor. / f(x,y)dR =7

R polarkoordinatakban: R' = {(r,0): 0<r<2, 0<0< %}.
R az (r,0) koordindtdkban TEGLALAP. Ekkor
2 /4
//(x —y?) //(r2c059 r’sin®0) r df dr =
R 00
2 w/4
4 . w/4
= /r3 dr - / (cos® 6 — sin?6) df = [r] [sm(29)} =2
4 0 2 0
0 0
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2. Példa. f(x,y) = xy. Az integralasi tartomany egy félkor:

R={(x,y): (x=2)* +y* <4, y > 0}

Poldrkoordindtdkban R’ =

3 3.5 4

1 1.5 2 2.5

0.5

Ez 6 szerinti NORMALTARTOMANY. igy

w/2 / 4cosf
//xy d(x,y):/ / (r-cos@) (r-sin) -r dr| do =
R 0 0
> 4 r=4cosf 2
:/[r] cosf sinf d9:64/cos50 sinf dﬁz%.
r=0
0 0
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Integral 3-valtozds fuggvényekre.
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Az integrdl értelmezése

S c R3 tartomany, f : S — IR fiiggvény, f(x,y, z).

A kett0s integralhoz hasonldan értelmezhetd hatdrértékként:

[ focy.2) iz
S

Fizikai interpretdcidja: tomeg (Ha f > 0).
Az S térrészben adott egy szilard test. Ennek siirlisége az (x,y, z)

pontban f(x,y,z). Ekkor a test tomege:
/// f(x,y,2)d(x,y,z)
S

Specidlisan, f(x,y,z) =1 esetén: térfogat mérészama.
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Haromdimenzids intervallum

Tfth R = [al, bl] X [32, bg] X [83, b3],ahol ar < b € R.
R = {(x,y,z) X E [al,bl], y € [az,bz], zZ & [83,[)3]}

R zart és korldtos. Adott f : R — IR integrédlhaté fiiggvény.

Tétel. A fenti feltételek mellett

b1 by b3

[[[ fxrnrdiryzr= [ | [fixy.2) oz dy o
R

ap a2 as

(Beliilrdl kiviilre.) Az integrélasok sorrendje felcserélhetd.
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Harom dimenziés normaltartomany.

Definicié. R € R3 (x, y) szerinti NORMALTARTOMANY, ha
1. 3S C R?,

2. 3F, F: S — R, melyekre Fi(x,y) < Fa(x,y) V(x,y) € S,

és ezekkel a térbeli tartomany igy irhaté:

R:{(vavz) : (X7y)657 Fl(Xay)SZSFQ(Xay)}'

Hasonléan definialhaté a tobbi irdnyd norméaltartomany. HF
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Integral haromdimenziés normaltartomanyon.
Tétel. Legyen R (x,y) szerinti normaltartomany:
R = {(X,y,Z) : (X>y) € Sa Fl(X7)/) <z< F2(Xay)}'

f: R — IR integralhaté fuggvény. Ekkor

(x.y)

///f(x’y’z) (x.y,2 // / f(x,y,2z)dz | d(x,y).
R

Specidlisan, ha S = [a, b] X [c, d], akkor

b d [ FAxy)
/// x,y,z)d(x,y,z :// / f(x,y,z) dz | dy dx.
< F].(Xv.y
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Szférikus (=gdmbi) koordinatdk IR>-ban.

Egy (x,y, z) pont gombi koordinatai (r, ¢, 0), ahol:
Z

x(1,0,0)

pami!
B

1. r=+/x%+ y?2 + 22, a pontba mutaté vektor hossza, r > 0
2. : a pontba mutatd vektor és a z* tengely szoge. o € [0, 7]

3. 0: a pontba mutaté vektor (x, y) sik-vetiiletének és x™ szoge.

0 € [0,2n)
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(x,y,z) pont igy irhatd le:

Z = rcosgp
X = rsiny-cosf
y = rsinp-sind.

Az (r,p,0) — (x,y,z) transzformdcié Jacobi matrixa:

sinpcosf rcospsing —rsinpsint
J(r,p,0) =1 singsin rcosesing rsinpcosf
Cos ¢ —rsing 0

Belathatd, hogy a matrix determinansa det J = r? sin . HF

A gombi koordindtdkkal tehat az
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Koordinata transzformacié IR3-ban, 4ltaldnos eset.

Uj koordinatarendszer: (x,y, z) helyett az (u, v, w) lesz.

A transzformacié egy HAROMVALTOZOS VEKTORMEZO:

= O(u,v,w) X
= VY(u,v,w) F(u,v,w) =
z = x(u,v,w) z

Egy R C R3 tartomény képe R’ C R3 lesz:

R' = {(u,v,w): F(u,v,w) € R}.
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Helyettesités harmas integralban.

Tétel. R c R3 korlatos és zart. f: R — IR integralhaté fiiggvény.

A koordinatatranszformaciéban tfh Jacobi matrixa nemszingularis.

P, @, P,
Ju,v,w)=1| Vv, v, v |, D(u,v,w)=detJ(u,v,w)#0.
Xu Xv  Xw

Ekkor

/// x.y,2)d(xy.z /// x(1) D(u, v, w) d(u, v, w
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Példa. Az egységgomb térfogata?

R={(x,y,z): x* +y* + 2 <1}, V:///ld(x,y,z)—
R

A gombi koordinatdk r, ¢, 0, az attérés
X = rsiny - cosf, y =rsiny-sinf, Z = rcosp.
A Jacobi determinans D(r,,0) = r?sin . Goémbi koordintakkal:

R={r<1,0<¢o<m 0<6<2r}=10,1] x [0,7] x [0,27).

T 2w

4
= V= ///r S|nc,9d9d<pdr—27r/ d/smgodgo—;T
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Improprius kettos integral.
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Nem korlatos fliggvény integrilja.

R C IR? korlstos tartomény. Tfh f : R — IR folytonos

néhany pontot kivéve ahol 7 véges hatarértéke.

Pl f(x,y) = R az egységkor. Legyen £(0,0) :=0

X2 + y2'
Legyen Ry C ... R, C ... C R olyan tartomanysorozat, hogy
1. f folytonos az R, tartomanyon,

2. lim A(R,) = A(R).

n—o0

Definicié. f IMPROPRIUS ERTELEMBEN INTEGRALHATO, ha

3 im [ [ fey)dter) =1
Rn

és ez fiiggetlen az (R,) halmaz-sorozat megvalasztasatdl.
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Tétel. Tegyiik fel, hogy 3(R,) halmaz-sorozat, melyre
» f folytonos R,-en,
» R, C R,11 minden n-re,

> lim A(R,) = A(R),

n—oo

> és //f(x./y)d(x./y) < M, ¥n.

Rn

Ekkor f improprius értelemben integralhaté.
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Improprius integrdl nem korlatos tartomanyon

R nem korlatos. f: R — IR.

Tfh vanolyan R C Ry C ... R, C ... C R mérhetd halmaz
o0

sorozat, melyre U R, =R.
n=1

Tth Vn-re // f(x,y)d(x,y) véges.
R

Definicié. f IMPROPRIUS ERTELEMBEN INTEGRALHATO, ha

3 lim // x,y)d(x,y), és ftlen (R,) valasztasatdl.

n—o0
// x,y)dR := lim //f(x,y)an
n—o0
Rn
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Elégséges feltétel improprius integralra

Tétel. Tfhvanolyan Ry C R, C...R, C ... C R mérhetd
o
tartomdnysorozat, melyre U R, =R, és dM > 0:
n=1
[[1fnidn < mvn
Rn

Ekkor f improprius értelemben integrdlhatd, és V(S,) halmaz

sorozat esetén, a fenti feltételekkel:

Jim [ [ fxnden = [[ fxndeey),
Sn R
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Példa.

2_.\,2 . 12 s
X*=¥" az integréldsi tartomany R = IR

/ / e d(x,y) =7

R2

fix,y)=e"

Kozelité tartomany-sorozat: R, = {(x,y) : x*> + y? < n?}.

Polarkoordindtakkal: R), = {(r,0)} = [0, n] x [0,27)

n

[+ [t [ v

Rn

2 n 2
—e . 1—e
=27 — 27 Im — =
n—o0 2
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