Tobbes integrdlok. 2. rész

2021. aprilis 14.
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Kettds integral téglalapon. Ismétlés

R =[a, b] x [c,d]. f: R — IR integralhaté fv. Ekkor
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Normaltartomany I.

2 N

X W

Definicié. Egy R € IR? halmaz x szerinti normaltartomany, ha:

J[a, b] és 31, Dy : [a, b] — R fliggvények, melyekre ®; < &y,

R={(x,y):a<x<b, d1(x) <y < dy(x)}.
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Integralds normaltartomdanyon |.

Tétel. R egy x szerinti normaltartomany. f integrdlhaté R-en.

b [ ®a(x)
Ekkor // f(x,y)dR —/ / f(x,y)dy | dx.
R 2 \*ilx)
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Normaltartomdany |I.

Definicié. R ¢ R? y szerinti normaltartomany, ha

dlc,d] és V1, Vs : [c,d] — R fliggvények, W1 < Wy, melyekre

R={(x,y):c<y<d, Vi(y) < x < Wy(y)}.
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Integralds normdaltartomdanyon II.

Tétel. Tfh f integrdlhaté R-en, R egy y szerinti normaltartomany.

Ekkor
d [ Valy)
// f(x,y)dR:/ / f(x,y)dx | dy.
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Példa

R haromszog alakd tartomany, csdcsai: (0,0), (a,0) és (a, a).

y Ekkor R mindkét valtozé
szerint normaltartomany,
éspedig

|
{(x,y): 0<x<a, 0<y<x},
|

Q —7z-a T {(X,y):Ogyga, )/SXSQ}
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R a hdaromszog tartomany. Adott f : R — IR integralhaté. Ekkor

//f(x,y)de( (x,)d ) dx = ( f(w)dX) dy.

Ha specidlisan f(x,y) = ¢(y) alakd, akkor

/ / o(y)dx dy = / 6(y)(a — y)dy
0 y 0
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Y)
Példa. Hatarozzuk meg
f(x,y) = xy integraljat a |
haromszogtartomanyon: e
o i
Xx=a r
7 . 2 |y=x
_ _ y
//Xyd(x,y)—/ /Xydy dx-/(x B ) dx =
R 0 \o 0 y=0
ax3 a*
= —_ d = —
2 %78
0
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Tipikus hibak!

Y)

//f(x,y)dR:/a(/Xf(x,y)dy>dx.
R 0 0
- 2 s
-:_ L § // f(x,y)dRz/(/f(x,y)dx)dy.
R 0 y
A

// f(x,y)dR = j f(x,y)dy dx.
R 0 0
// f(x,y)dR = 7jf(x,y)dx dy.
R 0y

=




1. "Nehéz" (?) példa

Legyen R egy kor,

R={(xy): x*+y><4}.

Ekkor
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2. "Nehéz"(?) példa

Legyen R korgydrii:

E/O_
R={(x,y): 1<x®+y?<4}. &

—1 Va—x2 1 —Vix?
//f(x,y)dR:/ / fxydydx+/ / f(x,y)dydx+
R 2 _ a2 “1_ae

1 V4—x2 2 Va—x2
—I—/ f(x,y)dydx—l—/ / f(x, y)dydx. AJJAJ...
1viexe 3—x2
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Kor alakd tartomany masképp

R={(x,y): 0<x?+y? < 4]}.

2 Va2

[ ] snar

~2_a=52

Polarkoordinatakban a kortartomany:

R'={(r,0): 0<r<2 0<6<2r}=][0,1] x[0, 27).

TECLALAP
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Korgylrii alakd tartomdny masképp

* R={(x,y): 1<x*+y> <4}

oy

Polarkoordinatdkban:
R ={(r,0): 1<r<2 0<6<2r}.
R'=[1, 2] x [0, 21).
— Térjiink at polarkoordinatakra az integral belsejében!

16 /20



Helyettesités integralban, valds fuggvény, ismétlés.

Tétel. f:[a, b] — R integralhatd. (x = ¢(t) a helyettesités.)

Tfh ¢ : [a, ] — [a, b] szigortian monoton és differencialhatd,

¢la)=a,  ¢(B)=b.

Ekkor
B ¢~1(b)

b
/ F(x)dx = / F(6(1)) &/ (t)dt
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Altaldnositas kettds integralra?
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Integral transzformacié kettds integrdlban

Tétel. R c R?, f: R — R int-haté. A koordinata transzforméacié:
x = ®(u,v), y =V(u,v)

Tfh Jacobi matrixa sehol nem szingularis.

el 90 »
“”’”‘(uﬂu(.) wco)’ Plov) 70

Az Uj koordinatdkban R:

R ={(u,v): (®(u,v),¥(u,v)) € R}.

Ekkor
J[ fendten) = [ 0.0, 9w ) D dw.v),
R R’
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Specialis eset: polarkoordinatak
(x,y) helyett az 4j koordindtak (r, ), ahol
x = rcos(f), y = rsin(0).

A Jacobi determinans:

cos(f) —rsin(h)

D(r,@)zdet( _
sin(f)  rcos(0)

) = rcos®(6) + rsin®(8)=r.

lgy a megfelel6 integral transzformacid:

// f(x,y)d(x,y) = // f(rcos(8), rsin(6)) r d(r,0).
R o

R' = {(r,0): (rcos(f), rsin()) € R}
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